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Постановка задачи и актуальность темы диссертации.

В 21 веке информационные технологии сделали серьезный скачок в
своем развитии. Бурными темпами начали развиваться такие направления
как криптовалюты, блокчейны, умные контракты, децентрализованные си
стемы, нейронные сети, искусственный интеллект, робототехника и т.д. Во
всех этих направлениях исследований требуется, чтобы все процессы про
исходили быстро и четко, без задержек и зацикливаний. Одной из важ
нейших характеристик для этого является понятие полиномиальной вре
менной сложности. Т.е. процесс вычисления и выдача результата должны
быть осуществлены не позднее чем через время равное некоторому поли
ному от длины входных данных. Далеко не все алгоритмы на сегодняшний
день удовлетворяют этой характеристике.

Проблема 1. Проблема быстродействия, целостности, адаптивности и
надежности интеллектуальных систем. [5]

Но порой одной полиномиальной временной сложности недостаточно,
особенно, если это касается направления искусственного интеллекта [33].
Где нужно не только быстро выдать конечный результат, но и объяснить
человеку на понятном ему языке, почему был выдан этот результат. К со
жалению, большинство реализованных на сегодняшний день алгоритмов
не могут этого сделать или делают это крайне плохо. Почти все они реали
зованы с помощью нейронных сетей [28] или других алгоритмов машинного
обучения [21], которые натренированы на определенных данных и могут
выдавать только конечный результат и то с достаточно большой долей по
грешности. Эти сети не могут логически объяснить человеку, почему этот
результат был выбран. Поэтому такого типа интеллектуальные системы
чаще всего не могут быть использованы на передовых и ответственных
направлениях таких как: проведение серьезных хирургических операций,
управление роботами, управление автомобилями и т.д.

Возникает так называемая проблема черного ящика в искусственном
интеллекте. Необходимо не просто выдать результат быстро и правильно,
но еще логически обосновать его. Поэтому второй характеристикой для
всех этих процессов служит объяснительная составляющая.

Проблема 2. Проблема черного ящика в ИИ. [18]

Для решения этой проблемы в ИИ было представлено направление
объяснительного искусственного интеллекта (далее XAI). Интеллектуаль
ные системы на основе XAI не просто выдают результат, но еще и объ
ясняют человекопонятным языком как этот результат получен. Для этих
целей как нельзя лучше подходят высокоуровневые языки программирова
ния в которых видна логика исполнения программы. Особое место среди
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этих языков занимают логические языки программирования базирующие
ся на основных конструкциях математической логики, таких как формулы
и термы.

Проблема 3. Проблема p-полноты для языков программирования. [36]

Большинство высокоуровневых языков программирования (Пас
каль, Си++) [15], в том числе и логических языков программирования
(PROLOG [34], Libretto [13] и т.д.) являются Тьюринг полными [30]. Другая
часть языков, наоборот, являются очень сильно урезанными и программы
на них выполняются либо за линейное время, либо за полиномиальное
время, где степень полинома крайне низкая. Основная проблема p-полно
ты - это создать язык программирования такой, что любая программа,
реализованная в этом языке, будет исполняться за полиномиальное время
от длины входных данных. И в то же время любой полиномиальный ал
горитм может быть реализован при помощи некоторой программы этого
языка.

Концепция семантического программирования

В 70-х - 80-х годах прошлого столетия академиками Ю.Л.Ершовым
и С.С.Гончаровым, а также профессором Д.И.Свириденко была разрабо
тана концепция семантического программирования. Основная идея заклю
чалась в разработке логического языка программирования с использова
нием основных конструкций математической логики, таких как формулы
и термы. В качестве исполняющего устройства выступала наследственно
конечная списочная надстройка 𝐻𝑊 (M) сигнатуры 𝜎 [22;23;25], в которой
все функции и предикаты вычислимы. А в качестве Σ-программ высту
пали синтаксические конструкции задаваемые с помощью Σ-определений
вида [8]:

𝑑𝑒𝑓 𝑄(𝑥) : Φ(𝑥,𝑄,𝐹 )

а также вида
𝑑𝑒𝑓 𝐹 (𝑥1, . . . ,𝑥𝑛−1) = 𝑥𝑛 : Φ(𝑥,𝑄,𝐹 )

где 𝑄 и 𝐹 - наборы позитивно входящих в Φ предикатных и функциональ
ных переменных. При этом в последнем случае формула Φ определяет
функциональное равенство. Но построенный логический язык программи
рования в рамках концепции семантического программирования являлся
Тьюринг полным и не решал проблему p-полноты.

В рамках семантического программирования уже реализованы
несколько языков программирования таких как: d0sl [20], sDSL [27],
Libretto [13] и язык документных моделей [12; 14]. Но основная проблема,
что ни для одного из них не доказана p-полнота. Более того, Libretto
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вообще является Тьюринг полным языком. Поэтому стояла задача, как в
рамках концепции семантического программирования найти такие ограни
чения, чтобы получить язык со свойством p-полноты.

Проблема 4. Как в рамках семантического программирования увели
чить выразительную силу языка и найти подходящие синтаксические
конструкции, при которых вычислительная сложность логических про
грамм не выходила бы за рамки полиномиальной и при этом любой алго
ритм полиномиальной сложности мог бы быть реализован подходящей
программой в этом языке?

Для ответа на первую часть вопроса такие синтаксические конструк
ции были найдены Гончаровым. Он предложил рассматривать только фор
мулы с ограниченными кванторами определенного вида (∆0-формулы), а
также ввел понятие условного терма [6].

Далее последовал ряд работ в которых были введены другие типы
термальных расширений: рекурсивные термы, p-рекурсивные термы, огра
ниченные ∆0-термы и т.д. [7; 24; 26]. Кроме рекурсивных термов, термаль
ные расширения с помощью остальных перечисленных термов не выводят
за рамки полиномиальности [7]. Более того, понятие логической програм
мы также изменилось, если раньше ключевым элементом логической про
граммы была Σ-формула (∆0-формула), то теперь под программой стал
пониматься некоторый специальный терм. Понятие специального терма
индуктивно задается с помощью термального расширения стандартных
термов условными термами, p-рекурсивными термами и другими видами
термов.

В работе [31] было показано, что сложность проверки истинности лю
бой ∆0-формулы и сложность вычисления любого терма является полино
миальной в p-вычислимой наследственно-конечной списочной надстройке
𝐻𝑊 (M) сигнатуры 𝜎. Так как понятие терма пришлось индуктивно рас
ширить, то автоматически расширилось и понятие ∆0-формулы. Уже при
этих термальных расширениях возник вопрос, а все ли полиномиальные
алгоритмы можно реализовать с помощью этих программ? Этот вопрос
оставался открытым несколько лет.

Только в 2021 году в нашей совместной работе [36] с Гончаровым уда
лось построить необходимую синтаксическую конструкцию p-итерационно
го терма и термально расширить существующий язык L1. В полученном
языке L вычислительная сложность [29;32] каждой логической программы
является полиномиальной и, более того, для любого полиномиального алго
ритма существует подходящая L-программа реализующая его. Это удалось
достичь, благодаря моделированию работы машины Тьюринга на первых
ℎ(|𝑥|) тактах с помощью p-итерационного терма, где ℎ(|𝑥|) – некоторый
многочлен от длины входных данных.
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Еще одним важным шагом было понимание того, что с помощью спи
сочных элементов 𝐻𝑊 (𝑀) можно кодировать индуктивно задаваемые объ
екты любой природы. Выделять же эти элементы будут некоторые новые
одноместные предикаты. При этом новые элементы могут индуктивно фор
мульно определяться через базовые элементы основного множества перво
начальной модели. Если перенестись в плоскость высокоуровневых языков
программирования, то индуктивно определяемыми элементами через базо
вые элементы 0 и 1, могут выступать натуральные числа, наследственно
конечные списки, массивы, матрицы, слова, предложения и т.д. И для того
чтобы правильно определить такие конструкции и не выйти за рамки поли
номиальной сложности нам нужны обоснованные математические оценки.

Одним из важнейших результатов в теории Σ-определимости [10] яв
ляется классическая теорема Ганди [10;17], в которой по любой Σ-формуле,
индуктивно расширяющей предикат, строится специальный оператор, наи
меньшая неподвижная точка которого Σ-определима. Если мы хотим при
менить этот результат в семантическом программировании, то здесь возни
кает вопрос, как для новых типов элементов, индуктивно задаваемых через
базовые элементы основного множества модели, применить классическую
теорему Ганди?

На все вышепоставленные вопросы в этой работе даются ответы. Бо
лее того, были исследованы вопросы связанные с существованием полино
миально вычислимых представлений для множества выводов в порожда
ющих грамматиках [16; 39], которые играют ключевую роль в построении
синтаксиса различных лингвистических языков, а также для построения
языков программирования таких как Pascal, C++, PHP, Solidity, Java и т.д.
Очень важно, чтобы существовали быстрые алгоритмы проверки, являет
ся ли некоторый программный код программой в соответствующем языке
и какова вычислительная сложность этой проверки.

Далее, встал вопрос о сложности распознавания некоторых синтакси
ческих объектов из логики предикатов первого порядка. К этим объектам
относятся термы, формулы, линейные доказательства и доказательства
в виде дерева из логики предикатов первого порядка. Более того, встал
вопрос о существовании полиномиально вычислимых представлений для
L-программ и L-формул построенного нами языка L.

В диссертации получены результаты, которые дают ответы на выше
поставленные вопросы. Более того, исследован достаточно большой класс
множеств математических объектов, для которых существуют полиноми
ально вычислимые списочные представления. Это позволяет использовать
данные синтаксические конструкции в p-полных языках программирова
ния без увеличения вычислительной сложности программ.

Особенно хотелось бы отметить результат о существовании полино
миально вычислимого списочного представления для множества доказа
тельств. Данный результат позволяет внедрять проверку действий того
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или иного интеллектуального устройства в рамках заданных начальных по
нятий и логических правил. Корректность и человекопонятность рассужде
ний является важной составляющей для объяснительного искусственного
интеллекта, а также для робототехники.

Основные результаты диссертации.

1. Решена проблема равенства классов P и L.
2. Построен полиномиальный аналог классической теоремы Ганди

о наименьшей неподвижной точке с начальными p-вычислимыми
условиями.

3. Получена серия результатов о существовании полиномиально вы
числимых представлений:

– для множества термов и множества формул ИП.
– для множества L-программ и множества L-формул.
– для множества доказательств ИП в виде дерева.
– для множества линейных доказательств ИП.
– для множества выводов в порождающих грамматиках.

Результаты пунктов 1 – 2 доказаны в соавторстве со своим научным
руководителем С.С. Гончаровым [35; 36]. Результаты пункта 3 получены
автором диссертации лично [37;38].

Вклад соавтора в основной результат 1: в работе [24] Гончаровым
и Свириденко были введены p-рекурсивные термы, а также, немного ра
нее, Гончаровым было введено понятие условного терма в [6]. Термальные
расширения первоначального логического языка этими конструкциями не
выводили за рамки полиномиальности. Далее, Гончаровым была постав
лена проблема p-полноты полученного языка. Это решение было найдено
Гончаровым и Нечесовым (автором диссертации) в работе [36]. Гончаро
вым было предложено построить терм прямо по машине Тьюринга, вы
числяющей некоторую полиномиально вычислимую функцию. Нечесовым
была найдена конструкция p-итерационного терма, являющаяся специаль
ным случаем ограниченной рекурсии, термальное расширение с помощью
которой оказалось достаточным для реализации всех полиномиально вы
числимых функций. Нечесовым также было доказано, что данное термаль
ное расширение L не выводит за рамки полиномиальности. А в силу того,
что любая полиномиально вычислимая функция реализуется с помощью
подходящей L-программы, то отсюда автоматически вытекает равенство
классов P и L.

Вклад соавтора в основной результат 2: Нечесовым было предложено
построить полиномиальный аналог классической теоремы Ганди, который
бы мог единообразно применяться к индуктивно задаваемым конструкци
ям. Данные синтаксические конструкции появлялись в работах Гончарова
и его соавторов [6; 7; 24; 26]. Нечесовым были построены полиномиально
вычислимые порождающие семейства формул, но доказательство в общем
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случае не проходило. В результате совместных обсуждений было вырабо
тано более точное построение локального шага оператора замыкания, ко
торое и позволило Нечесову получить окончательное доказательство поли
номиально аналога теоремы Ганди о наименьшей неподвижной точке.

Новизна и научная значимость. В работе все полученные резуль
таты новые. Работа носит теоретико-практический характер. Результаты
работы могут быть использованы как для дальнейших исследований, так
и для реализации методологии построения программ в высокоуровневых
языках, базирующейся на теории семантического программирования.

Построенный в работе логический язык программирования L явля
ется первым p-полным высокоуровневым языком. До этого момента либо
высокоуровневые языки программирования были Тьюринг полными, либо
имели сильные ограничения, что не позволяло реализовать ряд алгорит
мов полиномиальной вычислительной сложности. Новый же язык логи
ческого программирования L помимо того, что является p-полным, так
же имеет сильные выразительные свойства, что позволяет использовать
его в алгоритмах объяснительного искусственного интеллекта. Более того,
в качестве базовых библиотек могут быть использованы модули полино
миальной вычислительной сложности реализующие работу полносвязных
нейронных сетей прямого распространения с полиномиально вычислимы
ми функциями активации, модули реализующие построение элементов с
помощью порождающих грамматик и их производных.

Доказанный в работе полиномиальный аналог теоремы Ганди дал но
вый способ доказательства полиномиальной вычислимости для индуктив
но задаваемых синтаксических конструкций с помощью построения под
ходящих p-вычислимых GNF-систем. Как оказалось, в процессе изучения
этого направления, свойство индуктивного задания через вновь определя
емые элементы присуще очень многим множествам объектов. Наиболее
важными из них являются списки, массивы, компьютерные программы,
логические формулы и термы, доказательства в исчислении предикатов
первого порядка и т.д. Поэтому применение данной теоремы может сильно
облегчить понимание того какие индуктивные конструкции следует исполь
зовать, а какие нет.

Еще одним важным результатом является разработка нового мето
да, основанного на использовании PAG-теоремы, p-итерационных термов
и свойств L-программ и L-формул. Данный метод позволяет показывать
полиномиальную вычислительную сложность множеств и алгебраических
структур не прибегая к построению машин Тьюринга и подсчету числа
тактов работы. Для этого достаточно построить подходящую L-програм
му или подходящую L-формулу.

Методы исследования. В работе используются классические мето
ды теории моделей, теории алгоритмов, базовые методы семантического
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программирования, методы формульной определимости и теории сложно
сти.

Апробация работы. Результаты диссертации были представлены
на конференциях:

– международная конференция «Мальцевские чтения» Новосибирск,
2019, 2022

– международная конференция: «IEEE International Multi
Conference on Engineering, Computer and Information Sciences
(SIBIRCON)», 2022

– «Global Summit on Robotics and Artificial Intelligence», Prague, 2022
– международная школа-семинар «Синтаксис и семантика логиче
ских систем». Владивосток, 2022

– международная конференция «Актуальные задачи математики,
механики и информатики», Караганда, 2022

– международная конференция «Current State and Development
Perspectives of Digital Technologies and Artificial Intelligence», Са
марканд, 2022

– международная конференция «Mathematical Logic and Computer
Science», Астана, 2022

Также результаты работы докладывались на семинаре «Теория вы
числимости» в 2021 году в Институте математики им. С. Л. Соболева СО
РАН и в 2022 году на математическом семинаре в Иркутском Государствен
ном Университете.

Публикации. Основные результаты автора по теме диссертации
опубликованы в 4-х работах [35–38] из журналов списка ВАК. Из них 2
работы [35;36] опубликованы в соавторстве со своим научным руководите
лем С.С. Гончаровым и 2 работы [37;38] опубликованы автором лично.

Работа автора [39] из журнала списка ВАК является англоязычной
версией работы автора [37].

Более того, по тематике диссертации у автора есть 2 работы [40; 41]
в сборниках конференций не из списка ВАК.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения,
4 глав и заключения. Полный объём диссертации составляет 80 страниц.
Список литературы содержит 41 наименование.
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Общее содержание диссертации

Общая структура диссертации.

Диссертация разбита на главы, которые в свою очередь разбивают
ся на вступительную часть и параграфы. В каждой главе для лучшего
ознакомления даются вспомогательные сведения и определения. Теоремы,
Утверждения и Леммы имеют двойную нумерацию, где первое число – это
номер главы, а второе – это номер уже самого утверждения (леммы, тео
ремы и т.д.). Замечания же имеют тройную нумерацию, где помимо главы
указан и номер параграфа.

Во введении содержится постановка задачи, обосновывается акту
альность темы исследования, освещается степень ее разработки; изложены
цели, задачи, методы исследования и основные результаты диссертации;
отражены новизна и научная значимость работы и данные об апробации.
Также приведены сведения о публикации результатов диссертации.

Первая глава посвящена решению проблемы построения такого ло
гического языка программирования L, который бы совпадал с классом P
всех алгоритмов полиномиальной вычислительной сложности. Под равен
ством классов P и L подразумевается, что для каждого алгоритма из клас
са P существует программа из класса L, реализующая его, а также то,
что вычислительная сложность любой программы из класса L является
полиномиальной. Для доказательства этого утверждения в рамках семан
тического программирования были введены ряд вспомогательных синтак
сических термальных конструкций, а также был изменен взгляд на то, что
считать программой. Если раньше в основе понятия логическая программа
лежало понятие ∆0-формулы, то теперь в этой роли стал выступать терм
специального вида. Но сами ∆0-формулы играют непосредственную роль
в построении этих термов. Например, в определении условного терма [6],
а также p-итерационного терма [36] ∆0-формулы участвуют в построении
напрямую.

Первый параграф посвящен базовым определениям, в том числе да
ется определение полиномиально вычислимой функции, полиномиально
вычислимого множества и других конструкций таких как: полиномиаль
но вычислимые неподвижные точки, модели и т.д [1–4]. Для краткости
такие конструкции будем называть p-вычислимыми [19; 35]. Также дает
ся понятие полиномиально вычислимого представления (p-вычислимого
представления) для произвольного множества объектов. Одним из эффек
тивных представлений таких множеств является списочное представление.
Как нельзя лучше для этих целей подошла p-вычислимая наследственно
конечная списочная надстройка𝐻𝑊 (M) сигнатуры 𝜎 [31]. В основном мно
жестве этой модели с помощью списочных конструкций достаточно легко
кодируются p-вычислимые множества объектов различного вида. Более то
го, 𝐻𝑊 (M) сигнатуры 𝜎 выступает в качестве исполняющего устройства
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в теории семантического программирования. Все результаты диссертации
получены в рамках этой теории. Чтобы успешно доказывать p-вычисли
мость различных списочных представлений нам понадобится обогащение
модели различными функциями, предикатами и константами. Для этих
целей определяются сигнатуры: 𝜎𝑁 – для работы с натуральными чис
лами, 𝜎𝑊 – для работы со списками, 𝜎𝑆 – вспомогательные операции и
константные символы, 𝜎𝑒𝑥𝑡 – множество константных символов для внеш
ней сигнатуры 𝜎𝑒𝑥𝑡, 𝜎𝑙 – множество константных символов для логических
связок, кванторов, символа 𝑑 для выделения переменных в формулах сиг
натуры 𝜎𝑒𝑥𝑡, 𝜎𝐿 – для кодирования L-формул и L-программ сигнатуры 𝜎.
Без ограничения общности считаем, что первые три набора сигнатурных
символов включены в 𝜎 по умолчанию. Остальные добавляются в случае,
если мы работаем с синтаксическими объектами некоторой фиксированной
внешней сигнатуры 𝜎𝑒𝑥𝑡. При этом в силу полиномиальной вычислимости
всех этих предикатных и функциональных конструкций p-вычислимость
модели 𝐻𝑊 (M) расширенной сигнатуры 𝜎 сохраняется.

Во втором параграфе дается определение условного терма. В 2017 го
ду, Гончаров в своей работе [6] представил первую логическую программу,
которая основывалась на индуктивном понятии условного терма. Расшире
ние L1 является термальным расширением языка L0 с помощью условных
термов. Если в L0 термами были стандартные термы логики предикатов
первого порядка, а формулами – стандартные ∆0-формулы с ограниченны
ми кванторами по отношениям ∈ , ⊆ , ≤ сигнатуры 𝜎, то в L1 в построении
термов и формул могут участвовать условные термы. Конструкция услов
ного терма является естественным аналогом оператора «if then else» из
высокоуровневых языков программирования. Оспичевым и Пономаревом
в их работе [31] было показано, что в p-вычислимой модели 𝐻𝑊 (M) конеч
ной сигнатуры 𝜎 вычислительная сложность любой L1-программы (терма,
в построении которого могут участвовать условные термы) и сложность
проверки истинности любой L1-формулы (формулы, в построении которой
могут участвовать условные термы) являются полиномиальными.

Сама же синтаксическая структура условного терма имеет вид:

𝑡(𝑣) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑡0(𝑣), если 𝐻𝑊 (M) |= 𝜙0(𝑣)
𝑡1(𝑣), если 𝐻𝑊 (M) |= 𝜙1(𝑣)&¬𝜙0(𝑣)
. . .
𝑡𝑛(𝑣), если 𝐻𝑊 (M) |= 𝜙𝑛(𝑣)&¬𝜙0(𝑣)& . . .&¬𝜙𝑛−1(𝑣)
𝑡𝑛+1(𝑣), иначе

(1.1)

где 𝑡𝑖 – L1-программы, 𝜙𝑗 – L1-формулы.
С точностью до переобозначений, введенных в данной работе, можно

сформулировать следующее утверждение.
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Утверждение 1.1. (Оспичев, Пономарев) [31] Вычислительная слож
ность любой L1 - программы и сложность проверки истинности любой
L1-формулы в p-вычислимой наследственно-конечной списочной надстрой
ке 𝐻𝑊 (M) конечной сигнатуры 𝜎 является полиномиальной.

Теорема 1.2. (Гончаров) [6] Существует алгоритм, строящий по любой
L1-формуле 𝜙 такую 𝐿0-формулу 𝜓, что:

𝐻𝑊 (M) |= ∀𝑣 𝜙(𝑣) ⇔ 𝜓(𝑣)

По-сути, теорема 1.2 говорит о том, что данное термально-формуль
ное расширение является консервативным. Но при этом логический язык
становится более выразительным. Более того, сохраняются и полиномиаль
ные свойства проверки истинности любой L1-формулы в модели 𝐻𝑊 (M).

В третьем параграфе определяется понятие p-итерационного терма
вида 𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑔,𝜙 термальное расширение с помощью которого помогло по
строить p-полный язык L. В p-итерационном терме базовыми конструкци
ями выступают L-программа 𝑔 и L-формула 𝜙, которые также задаются
с помощью взаимной индукции. Следующая синтаксическая конструкция
задает p-итерационный терм и при этом участвует в индуктивном опреде
лении понятия L-программы:

𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑔,𝜙(𝑤, 𝑛) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑔𝑖(𝑤), если существует

𝑖 ≤ 𝑛 𝐻𝑊 (M) |= 𝜙(𝑔𝑖(𝑤))
и ∀𝑗 < 𝑖 𝐻𝑊 (M) ̸|= 𝜙(𝑔𝑗(𝑤))

𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒, иначе

(1.3)

где для L-программы 𝑔 выполняется условие: |𝑔(𝑤)| ≤ |𝑤|+ 𝐶.

Теорема 1.3. В p-вычислимой наследственно-конечной списочной над
стройке 𝐻𝑊 (M) сигнатуры 𝜎:
1) Вычислительная сложность любой L-программы является полиноми
альной.
2) Вычислительная сложность проверки истинности любой L-формулы
является полиномиальной.

Теорема 1.3 доказывается индукцией по сложности L-программ и
L-формул. На индукционном шаге рассматривается конкретный вид L-про
граммы 𝑓(𝑡1, . . . ,𝑡𝑛), 𝐶𝑜𝑛𝑑(𝑡1,𝜙1, . . . ,𝑡𝑛+1), 𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑔,𝜙(𝑡1,𝑡2) и т.д. Индук
ционное предположение применяется к L-программам и L-формулам мень
шей сложности и отсюда вытекает пункт 1) теоремы 1.3. Для L-формул
все аналогично, смотрится их структура, применяется индукционное пред
положение к L-формулам и L-программам меньшей сложности и отсюда
вытекает пункт 2) теоремы 1.3.

Четвертый параграф является своего рода подготовительной базой
для доказательства главной теоремы этой главы о равенстве классов P и L.
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Дается определение машины Тьюринга, конфигурации машины Тьюринга,
определяется операция ⊗, которая оказывается p-вычислимой.

В пятом параграфе доказывается основная теорема этой главы. Она
устанавливает p-полноту языка L.

Теорема 1.4. (Решение проблемы P=L)
Пусть 𝐻𝑊 (M) – p-вычислимая модель конечной сигнатуры 𝜎 тогда:
1) Любая L-программа имеет полиномиальную вычислительную слож
ность.
2) Для любой полиномиально вычислимой функции существует подходя
щая L-программа реализующая ее.

Первый пункт автоматически вытекает из теоремы 1.3, второй пункт
доказывается с помощью моделирования работы машины Тьюринга реа
лизующей некоторую полиномиально вычислимую функцию 𝑓 с помощью
p-итерационного терма. В силу того, что в построении p-итерационного
терма можно указывать количество итераций в виде некоторого многочле
на ℎ(|𝑥|), этого достаточно (при правильном выборе многочлена ℎ(|𝑥|)),
чтобы промоделировать работу машины Тьюринга первые ℎ(|𝑥|) шагов и
вычислить значение функции 𝑓 .

Как следствие, из этой теоремы вытекает тот факт, что в языке L
можно реализовать любые алгоритмы полиномиальной вычислительной
сложности. Что в свою очередь открывает широкие перспективы примене
ния этого языка в таких направлениях как: искусственный интеллект, ро
бототехника, смарт контракты. Более того, с помощью L-программ можно
будет реализовывать алгоритмы в объяснительном искусственном интел
лекте, где требуется человекопонятным языком объяснить почему был вы
дан именно этот результат.

В шестом параграфе приводится модифицированная конструкция
p-итерационного терма, которая увеличивает выразительную силу языка
L, но при этом не выводит за рамки полиномиальности. В модифицирован
ном p-итерационном терме были изменены базовые условия на 𝑔(𝑥) и 𝜙(𝑥)
следующим образом.
Пусть для фиксированного 𝑛 ∈ 𝑁 L-программа 𝑔(𝑥) задается следующим
образом:

𝑔(𝑤) =

{︂
𝑤*, если 𝑤 =< 𝑤1, . . . ,𝑤𝑛 >
𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒, иначе

(1.22)

где 𝑤* =< 𝑤*
1 , . . . ,𝑤

*
𝑛 > и при этом выполнены следующие условия (с

точностью до перестановки):
1) |𝑤*

1 | ≤ |𝑤1|+ 𝐶 ·
∑︀𝑛

𝑖=2 |𝑤𝑖|𝑝
2) |𝑤*

𝑖 | ≤ |𝑤𝑖|, для любого 𝑖 ∈ [2, . . . ,𝑛]
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Утверждение 1.5. Терм 𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑔,𝜙 из (1.3) с L-программой 𝑔 (1.22),
удовлетворяющей условиям 1) и 2), является p-вычислимым.

Из утверждения 1.5 и теоремы 1.4 вытекает то, что термальное рас
ширение с помощью так модифицированных p-итерационных термов кон
сервативно.

Вторая глава посвящена решению вопросов полиномиального ха
рактера для индуктивно задаваемых множеств и объектов. В этой главе
ключевым результатом является построение полиномиального аналога для
классической теоремы Ганди.

В первом параграфе формулируется классическая теорема Ганди о
неподвижной точке. Дается ряд вспомогательных определений связанных
с этой теоремой, определяется базовая алгебраическая структура, строится
непосредственно сам монотонный оператор.

Теорема 2.1. (классическая теорема Ганди) [10]
Пусть Φ(𝑃+) – Σ-формула сигнатуры 𝜎*∪ < 𝑃 𝑘 >, в которую преди
катный символ 𝑃 входит позитивно, и пусть 𝑥 = 𝑥0, . . . ,𝑥𝑘−1 – список
попарно различных переменных такой, что 𝐹𝑉 (Φ) ⊆ {𝑥}. Тогда наимень
шая неподвижная точка Γ* ⊆ 𝑤𝑘 оператора ΓΩ*

Φ[𝑥] является Σ-предикатом
на Ω*.

Во втором параграфе содержатся вспомогательные определения и
ряд лемм связанных с расщеплением списка на элементы. Также индук
тивно определяется сложность списочного элемента.

В третьем параграфе определяется понятие GNF-системы, дается
определение p-вычислимой GNF-системы и формулируется ряд замечаний
насчет свойств таких систем. P-вычислимые GNF-системы играют основ
ную роль в формулировке и доказательстве полиномиального аналога тео
ремы Ганди, которое будет приведено в параграфе шесть.

В четвертом параграфе доказывается Лемма о подстановке. В ко
торой осуществляется оценка сложности подстановки значений 𝑤1, . . . ,𝑤𝑘

вместо свободных переменных в потенциально порождающую L-формулу
Φ𝑚(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘).

В пятом параграфе определяется непосредственно сам монотонный
оператор, обладающий свойством неподвижной точки. Этот оператор стро
ится по заданной p-вычислимой GNF-системе однозначно.

В шестом параграфе формулируется и доказывается обобщенный
полиномиальный аналог теоремы Ганди о наименьшей неподвижной точке
с p-вычислимыми начальными условиями (обобщенная PAG-теорема с
p-вычислимыми начальными условиями).
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Теорема 2.5. (обобщенная PAG-теорема с p-вычислимыми начальными
условиями)
Пусть задана p-вычислимая GNF-система 𝐺, тогда наименьшая непо
движная точка Γ𝑤(𝑄) с p-вычислимыми начальными условиями опера

тора Γ
𝐻𝑊 (M)
𝐹𝑃1

,...,𝐹𝑃𝑛
является p-вычислимой.

Доказывается эта теорема индукцией по сложности списочного эле
мента 𝑤. Тонкость доказательства заключается в том, что в индукцион
ном предположении для оценки вычислительной сложности проверки при
надлежности элемента 𝑤 проекции на i-ю координату неподвижной точки
Γ𝑤(𝑄) используется выражение вида 𝐶 ·(𝑟(𝑤)+1) · |𝑤|𝑝, где 𝑟(𝑤) – ранг эле
мента. Как только это удается показать, то в силу того, что 𝑟(𝑤) + 1 ≤ |𝑤|
можно перейти уже к оценке, что сложность проверки не превосходит
𝐶 · |𝑤|𝑝+1.

PAG-теорема является одним из основных инструментов, наряду с
p-итерационными термами, для доказательства полиномиальной вычисли
мости индуктивных множеств различной природы. В том числе с помощью
нее были доказаны большинство теорем из главы 4, а также доказана тео
рема 3.14 для множества выводов в грамматике 𝐺 из главы 3.

Следующее следствие из этой теоремы дает оценку на степень по
линома, ограничивающего вычислительную сложность наименьшей непо
движной точки.

Следствие 2.5.1. Пусть в p-вычислимой GNF-системе с полиномиально
вычислимыми начальными условиями вычислительная сложность всех
базовых функций, предикатов, а также функций 𝛾𝑖 для построения по
рождающих формул не превосходит 𝑂(|𝑥|𝑝). Тогда вычислительная слож
ность наименьшей неподвижной точки не превосходит 𝑂(|𝑥|𝑝+2).

Третья глава посвящена вопросам существования полиномиально
вычислимых списочный представлений для различных множеств объек
тов математической логики и теории программирования. Исследуются во
просы существования таких представления для множества формул, тер
мов и множества доказательств логики предикатов первого порядка, для
множества L-программ и L-формул. Также было показано существование
p-вычислимого списочного представления для множества выводов в порож
дающих грамматиках.

В первом параграфе строятся p-вычислимые GNF-системы для мно
жества списочных представлений термов (предикат 𝑇𝑒𝑟𝑚) и формул (пре
дикат 𝐹𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎) логики предикатов первого порядка [11]. После этого при
меняется PAG-теорема и, как следствие, вытекают следующие леммы.

Лемма 3.1. 𝑇𝑒𝑟𝑚 – p-вычислимый предикат.

Лемма 3.2. 𝐹𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 – p-вычислимый предикат.
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Во втором параграфе аналогичным способом доказывается существо
вание полиномиально вычислимых списочных представлений для L-фор
мул и L-программ. Здесь также строятся подходящие p-вычислимые GNF
системы, в основе которых лежат порождающие семейства для расширяе
мых предикатов 𝐹𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎𝐿 и 𝑃𝑟𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝐿.

Лемма 3.5. 𝐹𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎𝐿 и 𝑃𝑟𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝐿 – p-вычислимые предикаты.

Третий параграф содержит ряд вспомогательных лемм, которые по
требуются для доказательства основной теоремы этой главы. Здесь опреде
ляется p-вычислимый предикат 𝑐ℎ𝑒𝑐𝑘𝐴𝑑𝑑𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒, а также p-вычислимые
функции 𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒𝐹𝑟𝑒𝑒𝑉 𝑎𝑟, 𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒, 𝑔𝑡𝑝, 𝑔𝑡, 𝐶ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒𝑊𝑖𝑡ℎ𝐶𝑜𝑛𝑑.

Четвертый параграф посвящен списочным представлениям для се
квенций и аксиом, которые нам потребуются для доказательства существо
вания полиномиально вычислимого списочного представления для множе
ства доказательств в исчислении предикатов первого порядка. Вводятся
предикаты 𝑆𝑒𝑐 и 𝐴𝑥𝑖𝑜𝑚 и показывается, что эти предикаты p-вычислимы.

Пятый параграф посвящен доказательству основной теоремы этого
раздела. В данном параграфе явным образом строится порождающее се
мейство для предиката 𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓 являющегося списочным представлением
для множества доказательств ИП в виде дерева. В силу того, что удает
ся построить p-вычислимую GNF-систему, то отсюда вытекает следующая
важная теорема.

Теорема 3.12. 𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓 – p-вычислимый предикат.

Эта теорема позволяет гарантировать существование алгоритмов по
линомиальной вычислительной сложности для проверки доказательства
секвенции в виде дерева. И может быть использована в направлении объ
яснительного искусственного интеллекта для проверки корректности логи
ческих выводов.

В шестом параграфе доказывается утверждение, что множество ли
нейных доказательств в ИП также имеет полиномиально вычислимое спи
сочное представление.

Следствие 3.12.1. 𝑙𝑃 𝑟𝑜𝑜𝑓 – p-вычислимый предикат.

Доказательство этого утверждения получается с помощью построе
ния специальной L-программы, в которой в качестве базовых формул ис
пользуются видоизмененные формулы порождающего семейства для пре
диката 𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓 .

Теорема 3.12 и следствие 3.12.1 имеют важное практическое значение
в направлении искусственного интеллекта. Где важно проверить коррект
ность рассуждений интеллектуальной машины или робота.
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Седьмой параграф посвящен порождающим грамматикам. Здесь ос
новным результатом является существование полиномиально вычислимого
списочного представления для множества выводов в порождающей грам
матике 𝐺. Для этих целей формируется два множества. Обозначим за
𝐿(𝐺)𝑉

*

⊢ множество выводов из аксиомы 𝑆 цепочек 𝑥 ∈ 𝑉 * закодированных
в виде списков следующего вида:

𝐿(𝐺)𝑉
*

⊢ = {<<< · · · << 𝑆 > ,𝛼1 > , · · · > ,𝛼𝑛𝑥−1 > ,𝑥 >:
𝑆 ⊢ 𝛼1 ⊢ · · · ⊢ 𝛼𝑛𝑥−1 ⊢ 𝑥} (3.18)

где 𝑉 - множество символов терминального алфавита грамматики 𝐺.
Обозначим за 𝐿(𝐺)𝐷

*

⊢ множество выводов из аксиомы 𝑆 цепочек вида
𝑥 ∈ 𝐷*:

𝐿(𝐺)𝐷
*

⊢ = {<<< · · · << 𝑆 > ,𝛼1 > , · · · > ,𝛼𝑛𝑥−1 > ,𝑥 >:
𝑆 ⊢ 𝛼1 ⊢ · · · ⊢ 𝛼𝑛𝑥−1 ⊢ 𝑥} (3.19)

где 𝐷 - множество терминальных и нетерминальных символов грамматики
𝐺.

Теорема 3.14. 𝐿(𝐺)𝐷
*

⊢ из (3.19) является p-вычислимым множеством.

Теорема 3.14 доказывается с помощью PAG-теоремы. Для этого стро
ится p-вычислимая GNF-система с подходящими свойствами.

Теорема 3.15. 𝐿(𝐺)𝑉
*

⊢ из (3.18) является p-вычислимым множеством.

Теорема 3.15 доказывается с помощью построения подходящей
L-программы, где множество 𝐿(𝐺)𝐷

*

⊢ выступает в качестве одноместного
p-вычислимого предиката.

В качестве применения тех результатов, которые были получены в
первых трех главах, в четвертой главе на базе p-полного языка L стро
ится высокоуровневый объектно-ориентированный язык L*. Данный язык
является консервативным расширением языка L, при этом синтаксис язы
ка очень схож с синтаксисом таких высокоуровневых языков как C++,
PHP, JavaScript и т.д. Что в свою очередь позволяет использовать его в
таких важных направлениях как: искусственный интеллект (в том числе
объяснительный), робототехника, смарт-контракты, машинное обучение и
т.д. Более того, в этом языке можно реализовывать любые алгоритмы ма
шинного обучения, в том числе алгоритмы реализованные с помощью ней
ронных сетей прямого распространения.

В первом параграфе дается определение виртуальной машины 𝑉 , ко
торая является тройкой следующего вида:

𝑉 = (𝐻𝑊 (M),𝜎, < 𝐹 𝑙,𝐶𝑙,𝐻𝑙,𝑆𝑙,𝐿𝑙 >)
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где 𝐹𝑙 будем называть списком L*-определимых функций, 𝐶𝑙 – списком
L*-определимых классов, 𝐻𝑙 – вспомогательный список, 𝑆𝑙 – список, вы
полняющий роль экрана для виртуальной машины 𝑉 , 𝐿𝑙 – список, выпол
няющий роль ленты для виртуальной машины 𝑉 . Сама же 𝐻𝑊 (M) сигна
туры 𝜎 является p-вычислимой моделью.

И, далее, с помощью взаимной индукции определяются такие поня
тия как L(V)-программы, L(V)-формулы, а также L*-программы.

Второй и третий параграфы посвящены описанию синтаксических
конструкций, задающих соответственно функции и классы в новом языке
L*. А также определяются такие понятия как наследование, свойства и
методы класса, инициализация объекта класса и т.д.

В четвертом параграфе вводится понятие функции компиляции:

𝐶 :<< 𝐹𝑙,𝐶𝑙 > ,𝑝 >→<< 𝐹𝑙*,𝐶𝑙* > ,𝑝* >

которая переводит L*-программу 𝑝 в L*-программу 𝑝* параллельно изме
няя списки 𝐹𝑙 и 𝐶𝑙. Эта функция удаляет синтаксические конструкции
задающие функции и классы из 𝑝 и записывает их в виде списочных пред
ставлений в 𝐹𝑙 и 𝐶𝑙 соответственно. На выходе получается L*-программа
𝑝* без синтаксических конструкций описывающих функции и классы.

В качестве замечания указывается, что функция компиляции 𝐶 яв
ляется p-вычислимой.

В пятом параграфе описывается процесс исполнения L*-программ
виртуальной машиной 𝑉 . Причем за один шаг машина 𝑉 сразу вычисля
ет значение любой L-программы и производит проверку истинности любой
L-формулы в p-вычислимой модели 𝐻𝑊 (M). Заметим, что L-программы и
L-формулы не содержат нестандартные L(V)-конструкции. Поэтому мож
но считать, что 𝐻𝑊 (M) сигнатуры 𝜎 с L-программами и L-формулами
является оракулом для 𝑉 при ее работе с L*-программой.

Шестой параграф посвящен доказательству консервативности дан
ного расширения. Для того чтобы доказать консервативность, достаточно
показать, что любая L*-программа 𝑝 имеет полиномиальную сложность.
Для этого достаточно смоделировать процесс исполнения машиной 𝑉 про
граммы 𝑝* с помощью модифицированного p-итерационного терма в под
ходящей наследственно-конечной списочной надстройке 𝐻𝑊 (𝑀) конечной
сигнатуры 𝜎. В которой любая L*-программа 𝑝 принадлежала бы множе
ству 𝑀 .

Теорема 4.3. (о p-вычислимости L*-программ)
Любая L*-программа является p-вычислимой.

Теорема 4.4. (о консервативности расширения)
Язык L* является консервативным расширением языка L.
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Заключение

В диссертации решены следующие проблемы:
1. Совместно с Гончаровым автором был разработан p-полный ло

гический язык программирования L и тем самым была решена
проблема равенства классов P и L.

2. Совместно с Гончаровым автором был доказан полиномиальный
аналог классической теоремы Ганди о наименьшей неподвижной
точке.

3. Автором было показано существование полиномиально вычисли
мых представлений для базовых конструкций ИП: множества тер
мов ИП, множества формул ИП, а также для множества доказа
тельств в ИП (как линейных, так и в виде дерева).

4. Автором было показано существование полиномиально вычисли
мых представления для L-формул и L-программ.

5. Автором также было показано существование полиномиально вы
числимых представлений для множества выводов в порождающих
грамматиках.

6. Совместно с Гончаровым, для выполнения поставленных задач на
основе GNF-систем, PAG-теоремы и L-программ, автором был со
здан метод и разработаны техники, которые позволяют исследо
вать полиномиальную сложность с точки зрения формульной опре
делимости и построения подходящих L-программ.

7. Совместно с Гончаровым на базе логического языка L был раз
работан p-полный объектно-ориентированный язык L* синтаксис
которого очень схож с синтаксисами других высокоуровневых объ
ектно-ориентированных языков программирования.

Построение p-полного языка L дало толчок к использованию дан
ных теоретических наработок в практических целях. Это касается таких
направлений как: объяснительный искусственный интеллект, умные горо
да [40], смарт контракты, робототехника и т.д. В любых этих направлениях
требуется описать работу того или иного процесса. И для этих целей как
нельзя лучше подходит построенный нами логический язык програм
мирования L. Помимо практического применения автора интересуют и
теоретические продолжения исследований. Это касается более полной
формализации понятия блокчейна, алгоритмов консенсуса и теоретиче
ское описание различных устойчивых децентрализованных систем. Все
это планируется реализовать в рамках концепции семантического про
граммирования.
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