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Общая характеристика работы

Постановка задачи. Часто интерес к той или иной конечно по-
рождённой группе обусловлен тем, что она вкладывается в группу ав-
томорфизмов некоторой важной системы A (векторного пространства,
графа, другой группы и т.д.). Если удаётся описать такие группы и
изучить их свойства, это приводит к более полному пониманию свойств
самой системы A .

Конечно порождённая группа, которая действует на дереве так, что
все вершинные и рёберные стабилизаторы – бесконечные циклические
группы, называется обобщённой группой Баумслага–Солитера (GBS
группа). Обобщённые группы Баумслага–Солитера являются основным
объектом изучения настоящей диссертации.

По теореме Басса-Серра, всякая GBS группа G представляется в
виде π1(A) – фундаментальной группы графа групп A [74], вершин-
ные и рёберные группы которого бесконечные циклические. Вложения
рёберных групп в вершинные в этом случае удобно задавать целыми
ненулевыми числами — образами порождающих рёберных групп в вер-
шинных группах (последние отождествляем с Z). Такие целые числа
называются метками на рёбрах. Поэтому всякой GBS группе G можно
сопоставить граф с метками A. Такой граф с метками соответствует
действию группы G на дереве и задаёт копредставление группы G.

В диссертации изучаются теоретико групповые и алгоритмические
свойства GBS групп и их зависимость от соответствующих графов с
метками.

Наряду с классическими алгоритмическими проблемами теории
групп — проблемой изоморфизма и проблемой вложения — мы иссле-
дуем универсальную эквивалентность GBS групп. Универсально экви-
валентные группы имеют одинаковую c-размерность, т. е. максималь-
ную длину цепей строго вложенных централизаторов. Поэтому описа-
ние централизаторов элементов и подмножеств весьма полезно для изу-
чения универсальной эквивалентности. Кроме того, такое описание иг-
рает важную роль для решения уравнений в группах. В диссертации
получено полное описание централизаторов и централизаторной раз-
мерности GBS групп.

Оказалось, что GBS группы могут обладать весьма различными
свойствами в зависимости от графа с метками. Поэтому естественной
представляется следующая задача: для данного класса групп K опи-
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сать такие графы с метками, которые задают GBS группы, принад-
лежащие классу K . В диссертации получены результаты подобного
типа для Fπ-аппроксимируемых групп и групп n-узлов. В 2015 году
Ж.Левитт [61] описал все небольшие GBS группы и поставил вопрос
об описании подгрупп конечного индекса в них. Эти подгруппы тоже
являются GBS группами, и их полное описание получено в диссерта-
ции.

Особую роль в комбинаторной и геометрической теории групп игра-
ют группы Баумслага–Солитера. Г. Баумслаг и Д. Солитер [20] впервые
предложили серию примеров групп с двумя порождающими элемента-
ми и одним соотношением, они теперь обозначаются:

BS(m,n) = 〈 a, t | t−1amt = an 〉.

Оказалось, что среди этих групп есть бесконечная серия нехопфовых
групп. Кроме того, группы Баумслага–Солитера оказались интересны-
ми и с других позиций: геометрических свойств, функций роста, функ-
ции Дэна и т.д.

Группа BS(m,n) может действовать на дереве левых смежных
по подгруппе 〈a〉 так, что стабилизаторы вершин и рёбер этого дей-
ствия — бесконечные циклические группы. Поэтому группы Баумслага–
Солитера и их подгруппы конечного индекса являются GBS группами.
Изучение свойств и структуры групп Баумслага–Солитера и связь этих
групп с обобщёнными группами Баумслага–Солитера — одна из задач
диссертации.

Актуальность и степень разработанности темы исследова-
ния. Обобщённые группы Баумслага–Солитера впервые появляются
как самостоятельный класс групп в 1990 году в работе П. Крофолле-
ра [57]. Несмотря на то, что термин «обобщённые группы Баумслага–
Солитера» в этой работе ещё не используется, установлены два важ-
ных свойства: нециклические GBS группы – в точности такие конечно
порождённые группы когомологической размерности 2, которые име-
ют соизмеримую бесконечную циклическую группу; GBS группы ко-
герентны (всякая конечно порождённая подгруппа допускает конечное
копредставление). Термин «обобщённые группы Баумслага–Солитера»
находит активное употребление (и GBS группы начинают активно изу-
чаться) с начала 2000-х годов.

В работах Д. Робинсона, Д. Дегриса, Н. Петросяна, Дж. Гандини,
С. Мейнерта, Х. Рупинга, Н. Браунло, А. Манди, Д. Паска, Дж. Спил-

4



берга, А. Томаса, А. Дэльгадо, М. Тимма, К. Гийбо, М. Морана, К. Ти-
реля, К. Шрива и Ф. Фурнье-Фачио [69, 36, 47, 23, 35, 50, 51, 46] суще-
ственное внимание было уделено GBS группам именно с точки зрения
их геометрических свойств, действия на различных объектах и гомоло-
гических свойств.

Обобщённые группы Баумслага–Солитера, как и группы Баумслага–
Солитера, служат источником примеров и контрпримеров. Это отраже-
но в работах М. Форестера, И. Рипса и Ж. Зелы [44, 71].

Существенная часть исследований GBS групп находится в клас-
сическом русле теории групп — в работах Ж. Левитта, А. Дэльгадо,
Д. Робинсона, М. Тимма, C. Мейнерта, Дж. Баттона, П. Крофоллера и
Б. Бикера [60, 61, 32, 33, 64, 27, 34, 21] изучаются структурные и комби-
наторные свойства GBS групп π1(A) в зависимости от графа с метками
A.

Проблеме изоморфизма GBS групп посвящена серия работ М. Фо-
рестера и М. Клэя [43, 45, 28, 29, 30].

Особое место при изучении GBS групп занимает вопрос об их свя-
зи с группами Баумслага–Солитера. Такая связь изучается в работах
К. Вайта, Ж. Левитта, Д. Кочлуковой [83, 62, 56].

Обобщённые группы Баумслага–Солитера привлекают внимание и
более широкого круга исследователей. В 2013 году в Сент-Андрусе про-
шла конференция «Groups St Andrews», на которой Д. Робинсон сде-
лал часовой доклад о GBS группах. В своем докладе [70] он дал обзор
недавних результатов о GBS группах, сформулировал ряд открытых
проблем и гипотез. Ещё раньше, в 2010 году, Д. Робинсон [68] опубли-
ковал обзор результатов о GBS группах, в котором отмечал, что эти
группы обладают интересными теоретико-групповыми и алгоритмиче-
скими свойствами, а также имеют тесную связь с алгебраической топо-
логией.

Абстрактный соизмеритель Comm(G) группы G описывает богат-
ство классов изоморфизмов подгрупп конечного индекса группы G.
Несмотря на то, что для конечных групп Comm(G) является триви-
альной группой, для бесконечных групп, как правило, она содержит
гораздо больше информации о группе G, чем группа Aut(G). Напри-
мер, Aut(Zn) ∼= GLn(Z), в то время, как Comm(Zn) ∼= GLn(Q). Менее
очевидный и очень интересный факт заключается в том, что Comm(G)
существенно определяет возможные структуры топологических групп,
содержащих G как открытую подгруппу.
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Абстрактный соизмеритель точно описан лишь для нескольких клас-
сов групп. Для группы MCGg классов отображений поверхностей
Н. Иванов [53] нашёл Comm(MCGg). Б. Фарб и М. Хэндэль [42] до-
казали, что Comm(Out(Fn)) ∼= Out(Fn) для n > 4. К. Лейнингер и
Д. Маргалит [58] нашли абстрактный соизмеритель группы кос Bn
на n > 4 нитях. Для группы Ноттингема абстрактный соизмеритель
подсчитал М. Ершов [40]. О. В. Богопольский [24] описал устройство
Comm(BS(1, n)).

Для изучения абстрактного соизмерителя групп Баумслга–Солитера
необходимо знать описание и свойства подгрупп конечного индекса этих
групп. Такое описание было получено в кандидатской диссертации авто-
ра [38]. Кроме того, необходимо получить описание групп автоморфиз-
мов этих подгрупп. Описание автоморфизмов самих групп Баумслага–
Солитера может быть найдено в [31].

Поиск неприводимых представлений групп – важная задача теории
групп. Если для группы G имеется описание неприводимых представ-
лений, то это даёт не только понимание её групповой структуры, но и
позволяет эффективнее производить вычисления в группе G. Д. Макла-
ури [63] описал неприводимые представления группы BS(m,n) с помо-
щью алгебраической геометрии. Пусть ϕ : BS(m,n) → GLn(C) – про-
извольное неприводимое представление и A замыкание группы 〈ϕ(a)〉
в топологии Зарисского, а G – замыкание всего образа ϕ(BS(m,n)).
Решающее значение в работе Д. Маклаури имеет теорема о том, что
группа A является нормальной подгруппой группы G.

Пусть p и q – взаимно простые целые числа, не равные 0, 1 и −1,
группа G является GBS группой и ∆: G → Q∗ – модулярный гомо-
морфизм. Понятно, что если BS(p, q) 6 G, то p

q ∈ ∆(G). Обратно, если
p
q ∈ ∆(G), то в группе G разрешимо уравнение x−1ypx = yq, при y 6= 1.
Однако, неясно, верно ли, что в этом случае группа BS(p, q) является
подгруппой группы G. В 2007 году Ж. Левитт [60] среди прочих за-
мечаний пишет, что, скорее всего, неверно то, что группа G содержит
BS(p, q), даже если p

q 6= ±1 принадлежит ∆(G). Позже [62], изучая GBS
факторгруппы и подгруппы групп Баумслага–Солитера, Ж. Левитт ре-
шает этот вопрос. Он доказывает, что если ±1 6= p

q ∈ ∆(G), то в группе
G есть подгруппа BS(p, q). Основной инструмент доказательства – тео-
рия накрытий, предложенная Х. Бассом в 1993 году [19]. Эта проблема
одновременно и независимо решена автором представленной диссерта-
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ции. Кроме того, что работы были опубликованы почти одновременно,
о независимости говорит ещё и тот факт, что в рамках диссертации
не только доказано наличие вложения, но и предложены конкретные
образы порождающих.

Работы [56, 62, 83] показывают, что свойства GBS групп сильно за-
висят от образа модулярного гомоморфизма. Теперь становится ясно,
что образ модулярного гомоморфизма, в свою очередь, соответствует
наличию в GBS группах подгрупп, изоморфных группам Баумслага–
Солитера. Так проясняется связь GBS групп и их подгрупп Баумслага–
Солитера.

Решения проблемы изоморфизма, полученные ранее, были найдены
при существенных ограничениях на образ модулярного гомоморфизма
или на структуру графа с метками. Такие ограничения, как правило,
приводили к тому, что допустимые скольжения поддавались описанию,
и это позволяло решить проблему изоморфизма. Тем не менее последо-
вательности скольжений могут быть устроены весьма сложно. До насто-
ящего времени не было ясно, можно ли с помощью скольжения одного
ребра получить ту или иную метку на этом ребре. В диссертации без
ограничений на структуру графа с метками мы получаем исчерпываю-
щее описание допустимых скольжений одного ребра.

Основная сложность в описании множества всех графов с метка-
ми, которые задают данную GBS группу, заключается в том, что в
последовательности преобразований, соединяющих два данных графа
с метками из этого множества, скольжения различных рёбер могут че-
редоваться, каждый раз внося существенные изменения в структуру
графа с метками. Это создаёт непреодолимые сложности для попыток
получить некоторое разумное описание такого множества графов с мет-
ками. Тем не менее, если мы предположим, что только на одном ребре
метки могут неограничено расти, то с помощью описания меток на та-
ком ребре удаётся получить желаемое описание множества всех графов
с метками, представляющих данную GBS группу, которое не только
доказывает разрешимость проблемы изоморфизма в этом случае, но и
позволяет предложить алгоритм для решения этой проблемы.

Ещё одна классическая алгоритмическая проблема теории групп —
проблема вложения. ДляGBS групп, представленных графами с метка-
ми, её можно сформулировать так: определить алгоритмически, когда
два данных графа с метками A1 и A2 задают GBS группы G1 и G2 так,
что G1 вкладывается в G2.

7



Проблема вложения для групп Баумслага–Солитера изучалась с
двух позиций. С одной стороны, для простых p и q все графы с метками,
фундаментальные группы которых вкладываются в BS(p, q), были опи-
саны в [37]. Более того, для взаимно простых p и q, таких, что p 6= ±1
и q 6= ±1, графы с метками, соответствующие подгруппам конечного
индекса групп BS(p, q), были описаны в [38]. С другой стороны, для
взаимно простых целых p и q, отличных от 0, 1 и −1, было доказано
[62], [86], что BS(p, q) вкладывается в GBS группу G тогда и только
тогда, когда p

q ∈ ∆(G).
Теория накрытий Х. Басса [19] является удобным инструментом для

изучения подгрупп GBS групп. Даже несмотря на технические сложно-
сти, связанные с применением основных результатов этой теории, она
помогает изучать алгоритмическую разрешимость проблемы вложения
для графов групп. Более того, теория позволяет не только доказывать
наличие вложения, но и строить конкретные отображения.

А. Мясников и П. Шумяцкий [67] в 2004 году предложили назы-
вать централизаторной размерностью группы G максимальную длину
цепочки вложенных централизаторов в группе G (обозн. cdim(G)). Если
такого числа не существует, то полагают cdim(G) = ∞. В [39] А. Дун-
кан, И. Казачков и В. Н. Ремесленников доказывают, что для каждого
m > 1 класс групп данной централизаторной размерности m аксиома-
тизируется универсальной формулой логики первого порядка. Поэтому
описание централизаторной размерности GBS групп может способство-
вать изучению универсальной теории GBS групп и решению вопроса об
их универсальной эквивалентности.

Более того, в [39] А. Дункан, И. Казачков и В. Н. Ремесленников
отмечают, что понятие централизаторной размерности совпадает с по-
нятием высоты решётки централизаторов, предложенным Р. Шмидтом
в 1970 году [72]. Решётки централизаторов изучались для различных
групп большим числом авторов, например [10, 17, 22, 25, 41, 52, 55, 59,
73, 80, 81, 82].

Группа G называется аппроксимируемой группами из некоторого
класса K (или K-аппроксимируемой), если для любого неединичного
элемента g ∈ G существует такой гомоморфизм группы G на некоторую
группу из класса K, образ элемента g относительно которого отличен
от единицы. В случае, когда K совпадает с классом F всех конечных
групп, такая группа называется финитно аппроксимируемой. Если π –
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непустое множество простых чисел, и K = Fπ – класс всех конечных
π-групп, то группа G называется Fπ-аппроксимируемой.

В 1957 году К. Грюнберг [49], обсуждая идею аппроксимируемости
различными классами групп (классом конечных, разрешимых, нильпо-
тентных, p-групп и т.д.), предложил к рассмотрению понятие корне-
вого класса групп K . Это понятие выделяет общие важные свойства
рассматриваемых классов и является довольно широким. В частности,
классы всех конечных групп, конечных p-групп, разрешимых групп и
всех групп без кручения являются корневыми. В 2021 году Е. В. Соко-
лов [78] изучает аппроксимируемость GBS групп корневыми классами
групп и получает критерии аппроксимируемости GBS групп нильпо-
тентными, нильпотентыми без кручения и свободными группами.

Для группы BS(m,n) доказано в 1972 году [65], что такая группа
финитно аппроксимируема тогда и только тогда, когда m = ±1, или
n = ±1, или m = ±n. В [83] доказано, что квазиизометричные GBS
группы одновременно финитно аппроксимируемы или нет.

В 2008 году Д. Молдаванский и О. Иванова установили [7] критерий
Fπ-аппроксимируемости разрешимых групп Баумслага–Солитера.

Так как Fπ-аппроксимируемые группы являются финитно аппрок-
симируемыми, то для описания Fπ-аппроксимируемых GBS групп надо
знать, какие из них финитно аппроксимируемы. В 2015 году Ж. Левитт
описал [62] все финитно аппроксимируемые GBS группы. Оказалось,
что GBS группа G финитно аппроксимируема тогда и только тогда,
когда она изоморфна BS(1, n) или ∆(G) ⊆ {±1}. В диссертации изуча-
ется вопрос Fπ-аппроксимируемости GBS групп.

Вообще, вопросами аппроксимируемости свободных конструкций за-
нималось большое число алгебраистов. Особое место в этой деятельно-
сти занимают работы специалистов из Иваново, например [1, 2, 3, 4, 18,
66, 75, 76, 77, 79].

Группа n-узла — это фундаментальная группа π1(Sn+2 −Kn, a) до-
полнения n-узлаKn в n+2-мерной сфере Sn+2. Начиная с 1-узла, можно
построить копредставление Виртингера группы узла с соотношениями
вида xwi = xj , где xi, xj – порождающие, а w – некоторое слово. Базо-
вые свойства групп узлов можно найти в монографиях А. Каваучи и
Ю. Кузьмина [11, 54].

Обратно, если группа G задана копредставлением, как ответить на
вопрос: будет ли это группа подходящего n-узла? В общем случае от-
вет неизвестен. Однако, можно использовать некоторые свойства групп
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узлов для того, чтобы найти необходимые условия. Например, всякая
группа узла является нормальным замыканием одного элемента потому,
что в копредставлении Виртингера все порождающие сопряжены. Ана-
логично можно понять, что абелианизация G/G′ является бесконечной
циклической группой. Кроме того, H2(G,Z) = 0 [57].

М. Кервер доказал, что если конечно порождённая группа G удовле-
творяет всем этим условиям, то G является группой n-узла для всякого
n ≥ 3. Эти замечания оказываются чрезвычайно полезны для изучения
GBS групп, которые являются группами n-узлов для n = 1 и n ≥ 3.

Особое направление в теории групп на стыке с математической логи-
кой — изучение универсальных и экзистенциальных свойств групп. На-
помним, что универсальная (экзистенциальная) теория группы G — это
множество ∀ (∃)-формул, истинных на группе G, обозначается Th∀(G)
(Th∃(G)). Две группы называются универсально (экзистенциально) эк-
вивалентными, если их универсальные (экзистенциальные) теории сов-
падают. Заметим, что универсальная эквивалентность равносильна эк-
зистенциальной эквивалентности. Понятие универсальной (экзистенци-
альной) эквивалентности является ослаблением понятия изоморфизма.

Для групп универсальную эквивалентность исследовали: Ю. Гуре-
вич, А. Кокорин в 1963 году [6] — для абелевых упорядоченных групп;
Е. Тимошенко в 1968 году [15] — для сплетений групп и в 2010 году
[16] — для частично коммутативных метабелевых групп; M. Касальс-
Руис и И. Казачков в 2012 году [9] — для групп Баумслага–Солитера;
А. Мищенко, Е. И. Тимошенко в 2011 году [12] — для частично комму-
тативных нильпотентных групп; А. Г. Мясников, Н. C. Романовский в
2011 году [13] — для жёстких разрешимых групп; Е. Бунина, Г. Кале-
ева в 2016 году [5] — для линейных групп над полями и Г. Калеева в
2019 году [8] — для линейных групп над локальными кольцами с 1/2. В
диссертации представлены первые результаты об универсальной экви-
валентности обобщённых групп Баумслага–Солитера.

Таким образом, мы видим, что несмотря на то, что класс GBS групп
был определён не так давно, большое количество специалистов изучают
эти группы с разных сторон. Это показывает, что обобщённые группы
Баумслага–Солитера представляют существенный интерес для совре-
менных исследователей. Несмотря на это, много актуальных вопросов
для GBS групп остаются открытыми. Поэтому стоит уделять больше
усилий изучению GBS групп и их свойств.

Цель и основные результаты диссертации. Цель диссертации
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состоит в разработке методов изучения теоретико групповых и алгорит-
мических свойств обобщённых групп Баумслага–Солитера. Основные
результаты диссертации таковы:

1. Описана структура абстрактного соизмерителя групп Баумслага-
Солитера с взаимно простыми параметрами. Описаны неприводимые
представления подгрупп конечного индекса групп Баумслага-Солитера
с взаимно простыми параметрами. Найден критерий вложимости групп
Баумслага-Солитера с взаимно простыми параметрами в GBS группу.
Вложения построены явно. Тем самым получен ответ на вопрос Ж. Ле-
витта 2007 года [84, 85, 86].

2. Для произвольной GBS группы описана централизаторная раз-
мерность. Указан алгоритм для вычисления c-размерности GBS групп.
Найден критерий универсальной эквивалентности GBS групп, пред-
ставленных деревьями с метками. Построен алгоритм проверки уни-
версальной эквивалентности таких GBS групп [87, 89, 90, 93].

3. Указан критерий Fπ-аппроксимируемости GBS групп. Описа-
ны все группы n-узлов, которые действуют на деревьях с бесконеч-
ными циклическими стабилизаторами вершин и рёбер. Явно описаны
подгруппы конечного индекса небольших GBS групп и изучены их
свойства. Тем самым получен ответ на вопрос Ж. Левитта 2015 года
[94, 95, 96].

4. Указан критерий вложения произвольной GBS группы в GBS
группу, представленную конечным числом редуцированных графов с
метками. Описан алгоритм проверки вложимости и построения вло-
жения. Для GBS групп G, заданных графом с метками с одним мо-
бильным ребром, указан алгоритм проверки изоморфизма произволь-
ной GBS группы и группы G [88, 91, 92].

Результаты диссертации опубликованы в работах [84, 85, 86, 87, 88,
89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96] в изданиях, входящих в перечень рецензи-
руемых научных журналов, в которых должны быть опубликованы ос-
новные результаты диссертации на соискание учёных степеней доктора
и кандидата наук. Все основные результаты, кроме третьего, получены
автором лично. Результат работы [95] получен в неразделимом соавтор-
стве с А. С. Мамонтовым с решающим вкладом автора диссертации.

Новизна, теоретическая и практическая значимость резуль-
татов. Из работы П. С. Новикова [14] 1952 года следует, что в классе
конечно определенных групп проблема изоморфизма алгоритмически
неразрешима. Поэтому особый интерес представляет задача поиска ин-
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тересных больших классов конечно определенных групп, для которых
проблема изоморфизма разрешима. В последнее время были предпри-
няты существенные усилия для решения проблемы изоморфизма GBS
групп, однако, пока они не увенчались успехом. По определению всякая
GBS группа может быть получена с помощью свободных конструкций
из бесконечных циклических групп. Поэтому интуитивно GBS группы
воспринимаются как вполне понятный объект для изучения. Эти сооб-
ражения показывают, что класс GBS групп является значимым объ-
ектом в теории групп, и важно изучать алгоритмические и групповые
свойства групп этого класса.

В диссертации получены результаты о структуре и свойствах GBS
групп и их связи с группами Баумслага–Солитера. Все основные ре-
зультаты диссертации являются новыми, что подтверждается публи-
кациями автора в рецензируемых научных журналах и докладами на
конференциях.

Работа носит теоретический характер. Результаты могут быть полез-
ны в первую очередь специалистам по теории групп, теории алгоритмов
и алгоритмической сложности. Кроме того, они могут быть включены
в программы спецкурсов для студентов и аспирантов, специализирую-
щихся в различных областях алгебры.

Методы исследования. В работе используются классические ал-
гебраические методы и некоторые специальные методы комбинаторной
и геометрической теории групп: задание групп с помощью копредстав-
лений и преобразования Титце; элементы теории Басса–Серра; теория
накрытий Х. Басса – для описания подгрупп данной GBS группы; спе-
циальные преобразования графов с метками; базовые факты матричной
алгебры – для описания решения возникающих систем линейных урав-
нений; некоторые базовые свойства универсальных теорий.

Апробация результатов. Результаты диссертации докладывались
на секционных докладах следующих конференций: международная кон-
ференция «Мальцевские чтения» (г. Новосибирск, 2012, 2014 гг.), меж-
дународная научная конференция «XI Белорусская математическая
конференция» (г. Минск, Республика Беларусь, 5–9 ноября 2012 г.),
международная конференция по теории групп, посвященная 70-летию
В. Д. Мазурова (г. Новосибирск, 16–20 июля 2013 г.), международ-
ная летняя школа-конференция «Пограничные вопросы теории моде-
лей и универсальной алгебры» (б.о. Эрлагол, Республика Алтай, 2013,
2017, 2019 гг.), международная научная конференция «Дискретная ма-
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тематика, алгебра и их приложения» (г. Минск, Республика Беларусь,
14–18 сентября 2015 г.), международная конференция «Алгебра, тео-
рия чисел и дискретная геометрия: современные проблемы и прило-
жения» (г. Тула, 25–30 мая 2015 г.), международная научная конфе-
ренция «Актуальные проблемы прикладной математики и физики» (п.
Эльбрус, Кабардино-Балкарская Республика, 17–22 мая 2017 г.), школа-
конференция по теории групп, посвящённая 65-летию А. А. Махнева
(г. Геленджик, 13-20 мая 2018 г.), международная конференция, посвя-
щённая 90-летию кафедры высшей алгебры механико-математического
факультета МГУ (г. Москва, 28–31 мая 2019 г.).

Кроме того, по результатам диссертации были подготовлены следу-
ющие пленарные доклады: «Некоторые алгоритмические вопросы для
групп, действующих на деревьях» на международной научной конфе-
ренции «Алгоритмические проблемы в алгебре и теории вычислимо-
сти» (г. Иваново, 2–5 декабря 2015 г.), «Алгоритмические проблемы
для обобщённых групп Баумслага–Солитера» на международной кон-
ференции «Мальцевские чтения» (г. Новосибирск, 21–25 ноября 2016
г.), «Централизаторная размерность обобщённых групп Баумслага–
Солитера» на всероссийской конференции «Алгебра и теория алгорит-
мов» (г. Иваново, 21–24 марта 2018 г.), «Обобщённые группы Баумсла-
га–Солитера: свойства, результаты, проблемы» на международной кон-
ференции «Мальцевские чтения» (г. Новосибирск, 20–24 сентября 2021
г.).

Результаты работы были доложены на семинарах «Геометрическая
теория групп», «Эварист Галуа», «Теория групп» и «Алгебра и логика»
Института математики им. С. Л. Соболева СО РАН и НГУ.

Содержание диссертации

Структура и объем диссертации.Диссертация разбита на главы,
которые в свою очередь состоят из параграфов. Основные результаты
диссертации называются теоремами. Все утверждения — предложения,
леммы, следствия, замечания и теоремы – имеют тройную нумерацию:
первое число — номер главы, второе — номер параграфа, третье – номер
утверждения. Рисунки и формулы имеют двойную нумерацию: первое
число — номер главы, второе — номер рисунка или формулы. Диссерта-
ция состоит из введения, 5 глав, заключения и списка литературы. Она
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изложена на 173 страницах, библиография содержит 105 наименований.
В диссертации имеется 37 рисунков.

Во введении содержится постановка задачи, обосновывается акту-
альность темы исследования, освещается степень ее разработки; изло-
жены цели, задачи, методы исследования и основные результаты дис-
сертации; отражены новизна и научная значимость работы и данные об
апробации. Также приведены сведения о публикации результатов дис-
сертации.

В первой главе формулируются основные определения, использу-
ющиеся на протяжении всей диссертации, вводятся обозначения и уста-
навливаются соглашения. Приводятся формулировки некоторых из-
вестных результатов, которые используются в доказательствах. Глава
состоит из трёх параграфов.

Вторая глава содержит описание структуры абстрактного соизме-
рителя групп Баумслага-Солитера с взаимно простыми параметрами.
В главе получено описание неприводимых представлений подгрупп ко-
нечного индекса групп Баумслага-Солитера с взаимно простыми па-
раметрами, найден критерий вложимости групп Баумслага-Солитера с
взаимно простыми параметрами в GBS группу, вложения построены
явно. Тем самым получен ответ на вопрос Ж. Левитта 2007 года. Глава
состоит из трёх параграфов.

В первом параграфе получено описание структуры абстрактного со-
измерителя групп Баумслага-Солитера с взаимно простыми парамет-
рами. Пусть Bm — граф-цикл с вершинами c1, c2, . . . , cm и ребрами
e1, e2, . . . , em. Поставим в соответствие вершинам и ребрам графа Bm
бесконечные циклические группы C1, C2, . . . , Cm и E1, E2, . . . , Em соот-
ветственно. Пусть αei : bi 7→ cqi и ωei : bi 7→ cpi+1 — вложения рёберной
группы Ei = 〈bi〉 в вершинные группы Ci+1 = 〈ci+1〉 и Ci = 〈ci〉 вершин
ci+1 и ci, инцидентных ребру ei. Эти вложения обозначены на рис. 1
метками p и q на началах и концах рёбер ei. Построен граф групп Bm.
Обозначим через Hm = π1(Bm) фундаментальную группу графа групп
Bm.

По определению фундаментальной группы графа групп,

Hm
∼=

〈
c1, c2, . . . , cm, d | d−1cp1d = cqm, c

q
i = cpi+1, i = 1, 2, . . . ,m− 1

〉
. (1)

Заметим, что группа BS(p, q) изоморфна H1. В [38] доказано, что
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Рис. 1: Граф групп Bm.

всякая подгруппа конечного индекса группы BS(p, q) изоморфна неко-
торой группе Hm. Так как автоморфизм подгруппы конечного индекса
является изоморфизмом, то для описания Comm(BS(p, q)) нужно знать
Aut(Hm). Группу Aut(H1) = Aut(BS(p, q)) описал Д. Коллинз [31].

Теорема 2.1.1. Группа Aut(Hm) имеет копредставление〈
S,A, I | I2 = 1, [S, I] = 1, AI = A−1, Aq = S−1ApS,

[Sm, A]q = S−1[Sm, A]pS, [[Sm, A], S−kASk] = 1, k = 0, 1, . . . ,m− 1
〉
.

Обозначим через Qp,q подгруппу рациональных чисел {mn | m ∈
Z\{0}, n ∈ N,mn ⊥ pq} относительно умножения. В группе Aut(Hm)
есть подгруппа индекса 2, порождённая элементами A и S, обозначим
её через Lm. Мы докажем, что если m | n, то группа Lm вкладывается
в Ln. Кроме того, будет задано действие группы Qp,q автоморфизмами
на прямом пределе групп Lm и доказана следующая теорема.

Теорема 2.1.2. Comm(BS(p, q)) ∼= lim−→Lm oQp,q.
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Во втором параграфе найдены все неприводимые представления
произвольной подгруппы конечного индекса группы BS(p, q) (теорема
2.2.1) и установлен критерий их эквивалентности (замечание 2.2.2). При
этом использованы только стандартные факты линейной алгебры и тео-
рии чисел.

В третьем параграфе найден критерий вложимости групп
Баумслага-Солитера с взаимно простыми параметрами в GBS
группу, вложения построены явно.

Теорема 2.3.1. Группа Баумслага–Солитера BS(p, q) вкладывается в
группу G тогда и только тогда, когда p

q ∈ ∆(G).

Эта теорема даёт ответ на вопрос Ж. Левитта 2007 г.

Третья глава посвящена описанию централизаторной размерности
произвольной GBS группы. Получен алгоритм для вычисления центра-
лизаторной размерности, найден критерий универсальной эквивалент-
ности GBS групп, представленных деревьями с метками и построен
алгоритм проверки универсальной эквивалентности таких GBS групп.
Глава содержит четыре параграфа.

В первом параграфе описана централизаторная размерность всех
GBS групп, у которых ∆(G) 6⊆ {±1}. В этом случае либо p

q ∈ ∆(G), и
тогда, по теореме 3.1.1, cdim(G) = ∞, либо ∆(G) = 〈n〉, n 6= ±1. В по-
следнем случае описание централизаторной размерности даёт теорема
3.1.2.

Теорема 3.1.1. Если в группе G разрешимо уравнение x−1ypx = yq при
y 6= 1, то централизаторная размерность группы G бесконечна.

Теорема 3.1.2. Пусть ∆(G) = 〈n〉, n 6= ±1. Если G 6∼= BS(1, n), то цен-
трализаторная размерность группы G бесконечна. Централизаторная
размерность группы BS(1, n) равна 3.

Во втором параграфе изучается централизаторная размерность
GBS групп, представленных деревьями с метками. Если A — дерево
с метками, то теорема 3.2.1 полностью описывает возможные значения
централизаторной размерности π1(A). Это дает возможность получить
описание решетки централизаторов в таких группах (замечание 3.2.27).

Теорема 3.2.1. Пусть A — редуцированное дерево с метками, π1(A) =
G, тогда cdim(G) 6 2 · |V (A)|−1, число cdim(G) нечётное. Для любого
нечётного числа l от 3 до 2 · n − 1 найдется редуцированное дерево с
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метками B на n вершинах такое, что cdim(π1(B)) = l.

В третьем параграфе мы завершаем полное описание централиза-
торной размерности GBS групп и предлагаем способ её вычисления.

Утверждение 3.3.22. Пусть A – редуцированный граф с метками,
π1(A) неабелева, ∆(π1(A)) = {1}, и b1(A) = n. Тогда cdim(π1(A)) нечёт-
на, и

3 6 cdim(π1(A)) 6 2 · |E(A)|+ 1.

Кроме того, для всякого нечётного k, 3 6 k 6 2 · m + 1 найдется
граф с метками Bm,n с m ребрами такой, что b1(Bm,n) = n 6 m,
∆(π1(Bm,n)) = {1} и cdim(π1(Bm,n)) = k.

Теорема 3.3.28. Пусть A – редуцированный граф с метками, груп-
па π1(A) неабелева, ∆(π1(A)) = {±1} и b1(A) = n. Тогда cdim(π1(A))
нечётна, и

3 6 cdim(π1(A)) 6 2 · |E(A)|+ 3.

Кроме того, для всякого нечётного k, 3 6 k 6 2 ·m + 3 найдется граф
с метками Bm,n с m ребрами такой, что 1 6 b1(Bm,n) = n 6 m,
∆(π1(Bm,n)) = {1}, и cdim(π1(Bm,n)) = k.

В четвертом параграфе мы описываем эквивалентность GBS групп,
представленных деревьями с метками, с точки зрения их универсаль-
ных (экзистенциальных) теорий.

Теорема 3.4.1. Пусть A и B — деревья с метками, и соответствую-
щие GBS группы G = π1(A), H = π1(B) неабелевы. Тогда группы G и H
универсально (экзистенциально) эквивалентны тогда и только тогда,
когда G вкладывается в H, и H вкладывается в G.

Кроме того, получен легко проверяемый критерий универсальной
(экзистенциальной) эквивалентности дляGBS групп централизаторной
размерности 3, представленных деревьями с метками (теорема 3.4.3).

В четвертой главе указан критерий Fπ-аппроксимируемости GBS
групп, описаны все группы n-узлов, которые действуют на деревьях
с бесконечными циклическими стабилизаторами вершин и рёбер, явно
описаны подгруппы конечного индекса небольших GBS групп и изуче-
ны их свойства. Тем самым получен ответ на вопрос Ж. Левитта 2015
года. Глава содержит три параграфа.

В первом параграфе мы докажем критерий Fπ-аппроксимируемости.
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Теорема 4.1.1. Пусть A – граф с метками, представляющий GBS
группу G. Группа G Fπ-аппроксимируема тогда и только тогда, когда
выполнено одно из условий:

1) G ∼= BS(1, n) и n удовлетворяет условиям утверждения 1.3.2;
2) ∆(G) = {1} и все метки A – π-числа;
3) ∆(G) = {±1}, все метки A – π-числа и 2 ∈ π.
Во втором параграфе описаны GBS группы, которые являются

группами n-узлов при n 6= 2.

Теорема 4.2.1. Пусть G — GBS группа. Тогда G является группой
1-узла тогда и только тогда, когда G ∼= T (p, q) для некоторых взаимно
простых p, q.

Теорема 4.2.2. Пусть G — GBS группа, G 6∼= Z. Тогда G является
группой n-узла для n ≥ 3 тогда и только тогда, когда G изоморфна
факторгруппе либо группы BS(m,m+1), где m ≥ 1, либо группы T (p, q)
для некоторых взаимно простых p, q.

После теоремы 6.7 в [61] Ж. Левитт пишет, что было бы интересно
получить обобщение результатов работ [26, 38, 48] для небольших GBS
групп. В третьем параграфе получено такое обобщение (теорема 4.3.1).

Пятая глава содержит критерий вложения произвольной GBS
группы в GBS группу, представленную конечным числом редуциро-
ванных графов с метками. В данной главе описан алгоритм проверки
вложимости и построения вложения, для GBS групп G, заданных гра-
фом с метками с одним мобильным ребром, указан алгоритм проверки
изоморфизма произвольной GBS группы и группы G. Глава содержит
три параграфа.

В первом параграфе мы изучаем проблему вложения GBS групп:
определить алгоритмически, когда два графа с метками A1 и A2 задают
такие GBS группы G1 и G2, что G1 изоморфно вкладывается в G2. Наш
основной инструмент — теория накрытий для графов групп Х. Басса
[19]. Для графа с метками A, обозначим множество редуцированных
графов с метками, фундаментальная группа которых изоморфна π1(A),
через R(A).

Теорема 5.1.2. Пусть A и B — графы с метками. Если |R(A)| < ∞,
то проблема вложения π1(A) в π1(B) алгоритмически разрешима.

Алгоритм и вложение из теоремы 5.1.2 указаны явно.
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Второй параграф содержит описание возможных меток на ребре,
которые можно получить с помощью скольжений (теорема 5.2.1).

Ребро e графа с метками A называется мобильным, если существует
t ∈ π1(A) такой, что Gte строго содержится в Ge. Здесь Ge – реберная
циклическая группа, соответствующая ребру e.

В третьем параграфе представлен алгоритм, решающий проблему
изоморфизма в случае, когда у одного из графов с метками мобильное
ребро одно.

Теорема 5.3.1. Пусть A и B — графы с метками, и число мобильных
рёбер A не более 1. Тогда существует алгоритм, решающий проблему
изоморфизма групп π1(A) и π1(B). Если π1(A) ∼= π1(B), то изоморфизм
можно найти алгоритмически.
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