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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.

Òåìà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îòíîñèòñÿ ê òåîðåòèêî-ìîäåëüíîé àëãåáðå.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå êëàññû ïîëèãîíîâ, ïðè ýòîì àê-

öåíò äåëàåòñÿ íà êëàññû äåëèìûõ ïîëèãîíîâ. Ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ìåòî-

äîâ òåîðèè ìîäåëåé, ñðåäè êîòîðûõ òåîðèÿ ñòàáèëüíîñòè, ðàçëè÷íûå òåîðåòèêî-

ìîäåëüíûå êîíñòðóêöèè, èçó÷àþòñÿ òàêèå ñâîéñòâà ýòèõ êëàññîâ, êàê ïðèìèòèâ-

íàÿ íîðìàëüíîñòü, ïðèìèòèâíàÿ ñâÿçíîñòü, ñòàáèëüíîñòü è P -ñòàáèëüíîñòü.

Ïîëèãîíû íàä ìîíîèäàìè, ò.å. ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ äåéñòâóþò ìîíîè-

äû, âñòðå÷àþòñÿ â ðàçíûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé. Íàïðèìåð,

âñÿêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ïîëèãîíîì íàä ìîíîèäîì ñâîèõ ýíäî-

ìîðôèçìîâ; âñÿêèé ìîíîèä ÿâëÿåòñÿ ïîëèãîíîì íàä ñîáîé. Ïîëèãîíàì ïîñâÿ-

ùåíû ðàáîòû [6, 7, 24]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëèãîí íàä ìîíîèäîì ÿâëÿåòñÿ

óíàðíîé àëãåáðîé, òàê êàê óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû ìîíîèäà ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê óíàðíûå îïåðàöèè. Îáðàòíîå òîæå âåðíî: ëþáàÿ óíàðíàÿ àëãåáðà

ÿâëÿåòñÿ ïîëèãîíîì íàä ñâîáîäíûì ìîíîèäîì ñ ñèãíàòóðíûìè îïåðàöèÿìè â

êà÷åñòâå ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ýòîãî ìîíîèäà. Â ÷àñòíîñòè, óíàð ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëèãîí íàä öèêëè÷åñêèì ìîíîèäîì. Â ýòîì ñìûñëå ðàáî-

òû, ïîñâÿùåííûå òåîðåòèêî-ìîäåëüíûì ñâîéñòâàì óíàðîâ, îòíîñÿòñÿ ê ðàáîòàì

ïî òåîðèè ìîäåëåé ïîëèãîíîâ. Ýòî ðàáîòû À.À. Èâàíîâà [4], À.Í. Ðÿñêèíà [16]

è äðóãèõ.

Â òåîðèè ïîëèãîíîâ áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî äåëèìûì ïî-

ëèãîíàì, êîòîðûå îáîáùàþò äåëèìûå ãðóïïû. Äåëèìûì S -ïîëèãîíîì íàçû-

âàåòñÿ ïîëèãîí íàä ìîíîèäîì S (S -ïîëèãîí) SA , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

cA = A äëÿ ëþáîãî ñîêðàòèìîãî ñïðàâà ýëåìåíòà c ∈ S . Ïîíÿòèå äåëèìî-

ãî S -ïîëèãîíà áûëî ââåäåíî Ý. Ôåëëåðîì è Ð. Ãàíòîñ â ðàáîòå [22]. Äåëèìûå

ðàñøèðåíèÿ S -ïîëèãîíîâ âïåðâûå áûëè ðàññìîòðåíû Â. Ãîóëä â [23]. Â ýòîé

æå ðàáîòå ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ìîíîèäîâ, íàä êîòîðûìè âñå S -ïîëèãîíû

äåëèìû [23].

Ïîíÿòèå íîðìàëüíîé òåîðèè áûëî ââåäåíî íåçàâèñèìî À. Ïèëëàéåì è â
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íåÿâíîé ôîðìå Å.À. Ïàëþòèíûì. Ïðè ýòîì À. Ïèëëàé èñõîäèë èç íîðìàëüíîñòè

òåîðèè ëþáîãî ìîäóëÿ, à Å.À. Ïàëþòèí � èç íîðìàëüíîñòè ïðîèçâîëüíîé ñòà-

áèëüíîé õîðíîâîé òåîðèè. Ïðèìèòèâíî ñâÿçíûå òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ïî îïðåäåëå-

íèþ ïðèìèòèâíî íîðìàëüíûìè òåîðèÿìè. Ýòè òåîðèè äîñòàòî÷íî áëèçêè ê òåî-

ðèè ìîäóëåé. Âîïðîñû ïðèìèòèâíîé íîðìàëüíîñòè êëàññîâ âñåõ S -ïîëèãîíîâ,

ñâîáîäíûõ, ïðîåêòèâíûõ, ñèëüíî ïëîñêèõ, ðåãóëÿðíûõ S -ïîëèãîíîâ èçó÷àþòñÿ

â ðàáîòàõ À.À. Ñòåïàíîâîé [17�19], Ä.Î. Ïòàõîâà [14]. Âîïðîñàì ïðèìèòèâíîé

ñâÿçíîñòè ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.À. Ñòåïàíîâîé [17,20]. Â [17] äàåòñÿ õàðàêòåðè-

çàöèÿ ìîíîèäîâ S òàêèõ, ÷òî êëàññ âñåõ S -ïîëèãîíîâ ïðèìèòèâíî íîðìàëåí

èëè ïðèìèòèâíî ñâÿçåí. Â [18] îïèñûâàåòñÿ ñòðîåíèå S -ïîëèãîíîâ ñ ïðèìèòèâ-

íî íîðìàëüíîé òåîðèåé. Â äèññåðòàöèè âîïðîñû ïðèìèòèâíîé íîðìàëüíîñòè è

ïðèìèòèâíîé ñâÿçíîñòè ðàññìîòðåíû äëÿ êëàññà äåëèìûõ S -ïîëèãîíîâ.

Ïîíÿòèå ñòàáèëüíîé òåîðèè áûëî ââåäåíî Ñ. Øåëàõîì è ÿâèëîñü îáîáùå-

íèåì ïîíÿòèÿ òîòàëüíî òðàíñöåíäåíòíîé òåîðèè, ââåäåííîãî Ì. Ìîðëè. Äëÿ

êëàññîâ ðåãóëÿðíûõ, ïðîåêòèâíûõ, ñèëüíî ïëîñêèõ S -ïîëèãîíîâ âîïðîñû ñòà-

áèëüíîñòè, ñóïåðñòàáèëüíîñòè, ω -ñòàáèëüíîñòè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Ò.Ã. Ìó-

ñòàôèíà [1, 9, 10], Â.Ñ. Áîãîìîëîâà [1], À.Â. Ìèõàëåâà [2, 8], Å.Â. Îâ÷èííèêî-

âîé [8], À.À. Ñòåïàíîâîé [2, 8], Â. Ãîóëä [2]. Â ðàáîòå Ò.Ã. Ìóñòàôèíà [9] äîêà-

çàíî, ÷òî òåîðèÿ ëþáîãî S -ïîëèãîíà ñòàáèëüíà (ñóïåðñòàáèëüíà) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà S � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä (âïîëíå óïîðÿäî÷åííûé ìî-

íîèä). Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñòàáèëüíîñòè, ñóïåðñòàáèëüíîñòè,

ω -ñòàáèëüíîñòè äëÿ êëàññà äåëèìûõ S -ïîëèãîíîâ.

Ïîíÿòèå P -ñòàáèëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííîé ñòàáèëü-

íîñòè ïîëíûõ òåîðèé [11]. Àáåëåâû ãðóïïû ñ P -ñòàáèëüíîé òåîðèé îïèñà-

íû â ðàáîòå Å.À. Ïàëþòèíà [12]. Â [15] Ì.À. Ðóñàëååâ äàåò ïîëíîå îïèñàíèå

(P, 1) -ñòàáèëüíûõ òåîðèé â òåðìèíàõ îïðåäåëèìîé èíòåðïðåòèðóåìîñòè â òåî-

ðèè ÿçûêà îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ. Â ðàáîòå Ä.Î. Ïòàõîâà [13] ðàññìîòðå-

íû S -ïîëèãîíû ñ (P, 1) -ñòàáèëüíîé òåîðèåé. Êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî (P, s) -

, (P, a) -, (P, e) -ñòàáèëüíîñòü êëàññà âñåõ S -ïîëèãîíîâ íàä ìîíîèäîì S ýêâè-

âàëåíòíà òîìó, ÷òî S � ãðóïïà. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû,
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ñâÿçàííûå ñ P -ñòàáèëüíîñòüþ íåêîòîðûõ êëàññîâ S -ïîëèãîíîâ. Â ÷àñòíîñòè,

ïîëó÷åíî îïèñàíèå ìîíîèäà S , íàä êîòîðûì êëàññû ñâîáîäíûõ, ïðîåêòèâíûõ,

ñèëüíî ïëîñêèõ, äåëèìûõ, ðåãóëÿðíûõ S -ïîëèãîíîâ P -ñòàáèëüíû.

Öåëè è çàäà÷è äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â èçó÷åíèè ñòðîå-

íèÿ ìîíîèäîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòèêî-ìîäåëüíûõ ñâîéñòâ êëàññà äåëè-

ìûõ S -ïîëèãîíîâ íàä íèìè; èññëåäîâàíèå òàêèõ ñâîéñòâ êëàññà äåëèìûõ

S -ïîëèãîíîâ, êàê ïðèìèòèâíàÿ íîðìàëüíîñòü, ïðèìèòèâíàÿ ñâÿçíîñòü, ñòàáèëü-

íîñü, P -ñòàáèëüíîñòü.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòî-

äû òåîðèè ìîäåëåé òàêèå, êàê òåîðèÿ ñòàáèëüíîñòè, ðàçëè÷íûå òåîðåòèêî-

ìîäåëüíûå êîíñòðóêöèè, à òàêæå ìåòîäû òåîðèè S -ïîëèãîíîâ.

Íîâèçíà è íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâ-

ëÿþòñÿ íîâûìè è íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

â òåîðåòèêî-ìîäåëüíîé àëãåáðå, â òåîðèè S -ïîëèãîíîâ, ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ

ïî òåîðèè ìîäåëåé, íàïèñàíèè ó÷åáíûõ ïîñîáèé è ìîíîãðàôèé.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Èññëåäîâàíû ìîíîèäû, íàä êîòîðûìè êëàññ äåëèìûõ S -ïîëèãîíîâ ïðè-

ìèòèâíî íîðìàëåí èëè ïðèìèòèâíî ñâÿçåí. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ìîíîèäà S êëàññ äåëèìûõ S -ïîëèãîíîâ ïðèìèòèâíî íîðìàëåí òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà S � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä, ïðèìèòèâíî ñâÿçåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ãðóïïà. Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [25].

2. Äàíî îïèñàíèå ìîíîèäîâ S , òàêèõ ÷òî òåîðèÿ ëþáîãî äåëèìîãî

S -ïîëèãîíà ñòàáèëüíà, ñóïåðñòàáèëüíà, ω -ñòàáèëüíà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî,

÷òî òåîðèÿ ëþáîãî äåëèìîãî S -ïîëèãîíà ñòàáèëüíà (ñóïåðñòàáèëüíà) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ëèíåéíî (âïîëíå) óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä. Òàêæå ïîêà-

çàíî, ÷òî äëÿ êîììóòàòèâíîãî ìîíîèäà S òåîðèÿ ëþáîãî äåëèìîãî S -ïîëèãîíà

ω -ñòàáèëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî S � àáåëåâà ãðóïïà ñ íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïîäãðóïï, ëèáî S êîíå÷åí è èìååò åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé

èäåàë. Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [26].

3. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ P -ñòàáèëüíîñòüþ íåêîòîðûõ êëàñ-
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ñîâ S -ïîëèãîíîâ. Äîêàçàíî, ÷òî êëàññû S -Act âñåõ S -ïîëèãîíîâ, F âñåõ ñâî-

áîäíûõ S -ïîëèãîíîâ, SF âñåõ ñèëüíî ïëîñêèõ S -ïîëèãîíîâ, P âñåõ ïðîåêòèâ-

íûõ S -ïîëèãîíîâ, S -Div âñåõ äåëèìûõ S -ïîëèãîíîâ (P, 1) -ñòàáèëüíû òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, êîãäà S � îäíîýëåìåíòíûé ìîíîèä. Îïèñàíû ìîíîèäû, íàä êî-

òîðûìè êëàññ R âñåõ ðåãóëÿðíûõ ïîëèãîíîâ (P, 1) -ñòàáèëåí. Ïîêàçàíî, ÷òî

êëàññû S -Act âñåõ S -ïîëèãîíîâ, S -Div âñåõ äåëèìûõ S -ïîëèãîíîâ (P, s) -

, (P, a) -, (P, e) -ñòàáèëüíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà S � ãðóïïà. Ïðè-

âåäåíà õàðàêòåðèçàöèÿ êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ, äëÿ êîòîðûõ êëàññ R âñåõ

ðåãóëÿðíûõ ïîëèãîíîâ (P, s) -, (P, a) -, (P, e) -ñòàáèëåí. Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâà-

íû â [27].

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëàãàëèñü àâòîðîì íà ñå-

ìèíàðå ¾Òåîðèÿ ìîäåëåé¿ èìåíè Å.À. Ïàëþòèíà Èíñòèòóòà èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà

ÑÎ ÐÀÍ (ã. Íîâîñèáèðñê), ñåìèíàðå ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ Èíñòèòóòà èì. Ñ.Ë.

Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ã. Íîâîñèáèðñê), à òàêæå íà íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöè-

ÿõ ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿ (ã. Íîâîñèáèðñê, 2017�2020), Ðåãèîíàëüíûõ íàó÷íî-

ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî åñòå-

ñòâåííûì íàóêàì (ã. Âëàäèâîñòîê, 2017�2019), Íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåí-

öèÿõ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñòóäåíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ Øêîëû åñòå-

ñòâåííûõ íàóê ÄÂÔÓ (ã. Âëàäèâîñòîê, 2017, 2018).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â

ðàáîòàõ [25�35]. Ðàáîòû [25�27] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, êîòîðûå âõîäÿò â ïå-

ðå÷åíü ÂÀÊ ðîññèéñêèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ, â êîòîðûõ äîëæíû

áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíûõ ñòå-

ïåíåé äîêòîðà è êàíäèäàòà íàóê, à òàê æå èíäåêñèðóåìûõ â íàóêîìåòðè÷åñêèõ

ñèñòåìàõ (SCOPUS è ò.ä.). Ðàáîòû [25, 27, 29] íàïèñàíû â íåðàçðûâíîì ñîòðóä-

íè÷åñòâå ñî À.À. Ñòåïàíîâîé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ

ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Êîìïüþòåðíûé íàáîð âûïîëíåí ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïàêåòà LATEX. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 59 ñòðàíèö. Áèáëèîãðà-

ôèÿ âêëþ÷àåò 35 íàèìåíîâàíèé.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàó÷íûõ ðàáîò îòå-

÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé äèññåðòàöèè, è êðàòêî

ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ îïèñàíèå ìîíîèäîâ, íàä êîòîðûìè êëàññ äåëèìûõ

S -ïîëèãîíîâ ïðèìèòèâíî íîðìàëåí èëè ïðèìèòèâíî ñâÿçåí.

Ïîä ëåâûì S -ïîëèãîíîì SA (èëè ïðîñòî S -ïîëèãîíîì) ïîíèìàåòñÿ àë-

ãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ⟨A;LS⟩ ÿçûêà Ls = {f (1)s |s ∈ S} òàêàÿ, ÷òî fs(ft(a)) =

fst(a) è f1(a) = a äëÿ ëþáûõ a ∈ A , s, t ∈ S . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ïîíÿòèå ïðàâîãî S -ïîëèãîíà. Ïîäñèñòåìà SB S -ïîëèãîíà SA íàçûâàåòñÿ ïîä-

ïîëèãîíîì ïîëèãîíà SA . Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå SB ⊆ SA .

Äëÿ ëþáîãî s ∈ S óíàðíóþ îïåðàöèþ fs ∈ Ls íà A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç s.

Êëàññ âñåõ S -ïîëèãîíîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç S -Act .

Ýëåìåíò c ∈ S íàçûâàåòñÿ ñîêðàòèìûì ñïðàâà, åñëè èç ðàâåíñòâà ac = bc

ñëåäóåò ðàâåíñòâî a = b äëÿ ëþáûõ a, b ∈ S . Äåëèìûé S -ïîëèãîí �� ýòî

S -ïîëèãîí SA , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ cA = A äëÿ ëþáîãî ñîêðàòèìîãî

ñïðàâà ýëåìåíòà c ∈ S . Êëàññ âñåõ äåëèìûõ S -ïîëèãîíîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç

S -Div .

Ìîíîèä S íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî (âïîëíå) óïîðÿäî÷åííûì, åñëè ìíîæåñòâî

{Sa | a ∈ S} ëèíåéíî (âïîëíå) óïîðÿäî÷åíî îòíîñèòåëüíî ⊇ .

Ôîðìóëà âèäà

∃x1 · · · ∃xn(Φ0 ∧ · · · ∧ Φk),

ãäå Φi , i ≤ k, � àòîìàðíûå ôîðìóëû, íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé.

Ïóñòü Φ(x̄, ȳ) � ïðèìèòèâíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà L , ā � êîðòåæ ýëåìåíòîâ

è |ā| = |ȳ| . Ìíîæåñòâî âèäà Φ(C, ā) íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì. Åñëè b̄ �

êîðòåæ ýëåìåíòîâ è |b̄| = |ȳ| , òî ìíîæåñòâà Φ(C, ā) è Φ(C, b̄) íàçûâàþòñÿ

ïðèìèòèâíûìè êîïèÿìè.

Ýêâèâàëåíòíîñòü α íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X n -îê ýëåìåíòîâ èç C ,
îïðåäåëåííàÿ â C c ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïðèìèòèâíîé ôîðìóëû Φ(x̄1, x̄2) , íà-
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çûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ X òàêîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè α îïðåäåëÿåòñÿ â C ïðèìèòèâíîé ôîðìóëîé Φ(x̄, x̄) , è îáîçíà-

÷àåòñÿ ÷åðåç dom (α) . Åñëè ā ∈ X , òî ÷åðåç ā/α áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ýêâè-

âàëåíòíîñòè α ñ ïðåäñòàâèòåëåì a . Ýêâèâàëåíòíîñòü α íàçûâàåòñÿ íóëåâîé,

åñëè âñå α -êëàññû îäíîýëåìåíòíû.

Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî íîðìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ïðèìè-

òèâíûõ êîïèé X,Y âûïîëíåíî X = Y èëè X ∩ Y = ∅ . Êëàññ ñòðóêòóð K

ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî íîðìàëüíûì, åñëè òåîðèÿ Th(A) ïðèìèòèâ-

íî íîðìàëüíà äëÿ ëþáîé ñòðóêòóðû A êëàññà K .

Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî ñâÿçíîé, åñëè îíà ïðèìèòèâíî íîð-

ìàëüíà è ëþáûå îáîáùåííî ïðèìèòèâíûå êîïèè ëèáî ïðèìèòèâíî ñâÿçàíû, ëèáî

îáå îäíîýëåìåíòíû. Êëàññ ñòðóêòóð K ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî ñâÿç-

íûì, åñëè òåîðèÿ Th(A) ïðèìèòèâíî ñâÿçíà äëÿ ëþáîé ñòðóêòóðû A êëàññà

K .

Äëÿ ìîíîèäîâ, íàä êîòîðûìè êëàññ äåëèìûõ S -ïîëèãîíîâ ïðèìèòèâíî

íîðìàëåí, áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.10 Äëÿ ìîíîèäà S ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) êëàññ S -Div ïðèìèòèâíî íîðìàëåí;

(2) êëàññ S -Act ïðèìèòèâíî íîðìàëåí;

(3) S � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä.

Òàêæå áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå ìîíîèäîâ, íàä êîòîðûìè êëàññ äåëèìûõ

S -ïîëèãîíîâ ïðèìèòèâíî ñâÿçåí:

Òåîðåìà 1.14 Äëÿ ìîíîèäà S ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) êëàññ S -Div ïðèìèòèâíî ñâÿçåí;

(2) êëàññ S -Act ïðèìèòèâíî ñâÿçåí;

(3) S � ãðóïïà.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ìîíîèäû, íàä êîòîðûìè òåîðèÿ êëàññà äå-

ëèìûõ S -ïîëèãîíîâ ñòàáèëüíà, ñóïåðñòàáèëüíà, ω -ñòàáèëüíà.

Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíîé â ìîùíîñòè κ èëè κ�ñòàáèëüíîé, åñëè

|S(X)| ≤ κ äëÿ ëþáîé ìîäåëè A òåîðèè T è ëþáîãî X ⊆ A ìîùíîñòè κ .
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Åñëè òåîðèÿ T κ�ñòàáèëüíà äëÿ íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîãî κ , òî T íàçûâàåòñÿ

ñòàáèëüíîé. Åñëè òåîðèÿ T κ�ñòàáèëüíà äëÿ âñåõ κ ≥ 2|T | , òî T íàçûâàåòñÿ

ñóïåðñòàáèëüíîé. Åñëè òåîðèÿ T íå ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé, òî T íàçûâàåòñÿ

íåñòàáèëüíîé.

Ïóñòü K � êëàññ S -ïîëèãîíîâ. Ìîíîèä S íàçûâàåòñÿ K -

ñòàáèëèçàòîðîì (K -ñóïåðñòàáèëèçàòîðîì, K -ω -ñòàáèëèçàòîðîì), åñëè

Th(SA) ñòàáèëüíà (ñóïåðñòàáèëüíà, ω -ñòàáèëüíà) äëÿ ëþáîãî S -ïîëèãîíà

SA ∈ K . Åñëè K = S -Act , òî K -ñòàáèëèçàòîð (K -ñóïåðñòàáèëèçòîð,

K -ω -ñòàáèëèçàòîð) áóäåì íàçûâàòü ñòàáèëèçàòîðîì (ñóïåðñòàáèëèçàòîðîì,

ω -ñòàáèëèçàòîðîì).

Äîêàçàíî, ÷òî òåîðèÿ êëàññà âñåõ äåëèìûõ S -ïîëèãîíîâ ñòàáèëüíà (ñóïåð-

ñòàáèëüíà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ëèíåéíî (âïîëíå) óïîðÿäî÷åííûé

ìîíîèä:

Òåîðåìà 2.6 Äëÿ ìîíîèäà S ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) S ÿâëÿåòñÿ S -Div -ñòàáèëèçàòîðîì;

(2) S ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàòîðîì;

(3) S ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìîíîèäîì.

Òåîðåìà 2.7 Äëÿ ìîíîèäà S ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) S ÿâëÿåòñÿ S -Div -ñóïåðñòàáèëèçàòîðîì;

(2) S ÿâëÿåòñÿ ñóïåðñòàáèëèçàòîðîì;

(3) S ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åíûì ìîíîèäîì.

Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êîììóòàòèâíîãî ìîíîèäà S òåîðèÿ êëàññà âñåõ

äåëèìûõ S -ïîëèãîíîâ ω -ñòàáèëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî S � àáå-

ëåâà ãðóïïà ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïîäãðóïï, ëèáî S êîíå÷åí è èìååò

åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé èäåàë:

Òåîðåìà 2.8 Äëÿ êîììóòàòèâíîãî ñ÷åòíîãî ìîíîèäà S ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) S ÿâëÿåòñÿ S -Div -ω -ñòàáèëèçàòîðîì;

(2) S ÿâëÿåòñÿ ω -ñòàáèëèçàòîðîì;

(3) ëèáî S � àáåëåâà ãðóïïà ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïîäãðóïï,
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ëèáî S êîíå÷åí è èìååò åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé èäåàë.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ P -

ñòàáèëüíîñòüþ íåêîòîðûõ êëàññîâ S -ïîëèãîíîâ. Ïîìèìî êëàññà äåëèìûõ

S S-ïîëèãîíîâ èññëåäóþòñÿ êëàññû ñâîáîäíûõ, ïðîåêòèâíûõ, ñèëüíî ïëîñêèõ,

äåëèìûõ, ðåãóëÿðíûõ S -ïîëèãîíîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî îïèñàíèå ìîíîèäà

S , íàä êîòîðûì êëàññû ñâîáîäíûõ, ïðîåêòèâíûõ, ñèëüíî ïëîñêèõ, äåëèìûõ,

ðåãóëÿðíûõ S -ïîëèãîíîâ P -ñòàáèëüíû.

Ïóñòü T � òåîðèÿ ÿçûêà L , C � ìîíñòð-ìîäåëü, ò.å. íàñûùåííàÿ â äî-

ñòàòî÷íî áîëüøîé ìîùíîñòè ìîäåëü òåîðèè T ,

T (X) = {φ(ā) | ā ∈ X, C |= φ(ā), φ(x̄)− ôîðìóëà ÿçûêà L},

ÿçûê LP ïîëó÷àåòñÿ èç ÿçûêà L äîáàâëåíèåì íîâîãî îäíîìåñòíîãî ïðåäèêàò-

íîãî ñèìâîëà P , ∆ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé ÿçûêà LP . Òåîðèÿ

T íàçûâàåòñÿ P∆ -ñòàáèëüíîé â ìîùíîñòè λ , åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X

â òåîðèè T ìîùíîñòè 6 λ ìíîæåñòâî

T∆(X) = T (X) ∪ {P (a) | a ∈ X} ∪∆

èìååò íå áîëåå λ ïîïîëíåíèé â ÿçûêå (L(X))P . Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ P∆ -

ñòàáèëüíîé, åñëè îíà P∆ -ñòàáèëüíà â íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè λ .

Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ (P, s) -ñòàáèëüíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ P∆ -

ñòàáèëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà ∆, ñîñòîÿùåãî èç ïðåäëîæåíèé, âûðàæàþùèõ çà-

ìêíóòîñòü ïðåäèêàòà P îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé, îïðåäåëèìûõ ôóíêöèîíàëü-

íûìè ñèìâîëàìè ÿçûêà L. Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ (P, a) -ñòàáèëüíîé, åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ P∆ -ñòàáèëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà ∆, ñîñòîÿùåãî èç ïðåäëîæåíèé, âûðà-

æàþùèõ òîò ôàêò, ÷òî ïðåäèêàò P ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ìíîæå-

ñòâîì, ò.å. ñîäåðæèò âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, îïðåäåëèìûå â àëãåáðàè÷åñêîé

ñèñòåìå C ôîðìóëàìè ÿçûêà L ñ ïàðàìåòðàìè èç ïðåäèêàòà P. Òåîðèÿ T íà-

çûâàåòñÿ (P, e) -ñòàáèëüíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ P∆ -ñòàáèëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà

∆, ñîñòîÿùåãî èç ïðåäëîæåíèé, âûðàæàþùèõ òîò ôàêò, ÷òî ïðåäèêàò P ÿâ-
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ëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïîäñèñòåìîé. Êëàññ K àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L

íàçûâàåòñÿ (P, 1)− ( (P, s) -, (P, a) -, (P, e)− ) ñòàáèëüíûì, åñëè òåîðèÿ Th(A)

(P, 1)− ( (P, s) -, (P, a) -, (P, e) ) ñòàáèëüíà äëÿ ëþáîãî A ∈ K . Àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñèñòåìà A ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ (P, 1)− ( (P, s) -, (P, a) -, (P, e) -) ñòàáèëüíîé,

åñëè Th(A) (P, 1)− ( (P, s) -, (P, a) -, (P, e) -) ñòàáèëüíà.

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îòíîñÿòñÿ ïîìèìî êëàññà äåëèìûõ

S -ïîëèãîíîâ, òàêæå ê êëàññàì ñâîáîäíûõ, ïðîåêòèâíûõ, ñèëüíî ïëîñêèõ,

ðåãóëÿðíûõ S -ïîëèãîíîâ.

Ñâîáîäíûì S -ïîëèãîíîì (ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ X ⊆ F )

â êëàññå S -Act íàçûâàåòñÿ S -ïîëèãîí SF òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî S -ïîëèãîíà

SA è îòîáðàæåíèÿ θ : X → A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì θ :S

F → SA òàêîé, ÷òî θι = θ , ãäå ι : X → F � ýòî âëîæåíèå. Êëàññ âñåõ

ñâîáîäíûõ S -ïîëèãîíîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç F .

Ïðîåêòèâíûì S -ïîëèãîíîì SP íàçûâàåòñÿ òàêîé S -ïîëèãîí, ÷òî äëÿ

ëþáîé äèàãðàììû S -ïîëèãîíîâ è ãîìîìîðôèçìîâ

SP

θ
��

SM
φ //

SN,

ãäå φ � ýïèìîðôèçì, ñóùåñòâóåò ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì

ψ :S P →S M òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

SP
ψ

||yy
yy
yy
yy

θ
��

SM
φ //

SN

êîììóòàòèâíà.

Åñëè AS � ïðàâûé S -ïîëèãîí è SB � ëåâûé S -ïîëèãîí, òî òåíçîðíîå

ïðîèçâåäåíèå AS è SB , îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç AS ⊗S B , ýòî ôàêòîð-ìíîæåñòâî

ìíîæåñòâà A × B îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì

{((as, b), (a, sb)) | a ∈ A, b ∈ B, s ∈ S} . Äëÿ a ∈ A è b ∈ B êëàññ ýêâèâà-
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ëåíòíîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëåì (a, b) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç a⊗ b . Îòîáðàæåíèå

− ⊗ B ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì èç êàòåãîðèè Act�S âñåõ ïðàâûõ S -ïîëèãîíîâ

â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ. Ñèëüíî ïëîñêèì S -ïîëèãîíîì íàçûâàåòñÿ S -ïîëèãîí

SB òàêîé, ÷òî ôóíêòîð −⊗B ñîõðàíÿåò óíèâåðñàëüíûå êâàäðàòû. Îáîçíà÷èì

êëàññ âñåõ ñèëüíî ïëîñêèõ S -ïîëèãîíîâ ÷åðåç SF .

Ïóñòü SA � S -ïîëèãîí. Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ act�ðåãóëÿðíûì, åñëè

ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì φ : SSa −→ SS òàêîé, ÷òî φ(a)a = a . Ðåãóëÿðíûì

S -ïîëèãîíîì íàçûâàåòñÿ S -ïîëèãîí, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî act�ðåãóëÿðíû.

Òåîðåìà 3.12 Ïóñòü êëàññ K S -ïîëèãîíîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîïðî-

èçâåäåíèé è ñóùåñòâóþò S -ïîëèãîí SA ∈ K è e2 = e ∈ S , òàêèå ÷òî SSe ⊆ SA .

Åñëè êëàññ K ÿâëÿåòñÿ (P, 1) -ñòàáèëüíûì, òî ïîëèãîí SSe îäíîýëåìåíòåí.

Èç òåîðåìû 3.12 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå 3.13 Ïóñòü êëàññ K S -ïîëèãîíîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êî-

ïðîèçâåäåíèé è ñóùåñòâóåò S -ïîëèãîí SA ∈ K , òàêîé ÷òî SS ⊆ SA . Êëàññ K

ÿâëÿåòñÿ (P, 1) -ñòàáèëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |S| = 1.

Òàê êàê êëàññû S -Act , F , SF , P , S -Div çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî êî-

ïðîèçâåäåíèé è ñîäåðæàò S -ïîëèãîí SA ∈ K , òàêîé ÷òî SS ⊆ SA , òî èç

ñëåäñòâèÿ 3.13 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.14Ïóñòü K � îäèí èç êëàññîâ: S -Act , F , SF , P , S -Div .

Êëàññ K ÿâëÿåòñÿ (P, 1) -ñòàáèëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |S| = 1 .

Äëÿ êëàññà âñåõ ðåãóëÿðíûõ S -ïîëèãîíîâ ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå 3.15 Ïóñòü R ̸= ∅ . Êëàññ R (P, 1) -ñòàáèëåí òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà |Se| = 1 äëÿ ëþáîãî e = e2 ∈ R , ãäå R � ðåãóëÿðíûé öåíòð

ìîíîèäà S .

Äëÿ (P, e) -ñòàáèëüíîñòè ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.16 Ïóñòü êëàññ K S -ïîëèãîíîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîïðî-

èçâåäåíèé è ñêëååê è ñóùåñòâóþò S -ïîëèãîí SA ∈ K è e2 = e ∈ S , òàêèå ÷òî

SSe ⊆ SA . Åñëè êëàññ K ÿâëÿåòñÿ (P, e) -ñòàáèëüíûì, òî Ste = Se äëÿ ëþáîãî

t ∈ S .

Îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå 3.16, ïîëó÷àåì
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Ñëåäñòâèå 3.17 Ïóñòü êëàññ K S -ïîëèãîíîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êî-

ïðîèçâåäåíèé è ñêëååê S -ïîëèãîíîâ è ñóùåñòâóåò S -ïîëèãîí SA ∈ K , òàêîé

÷òî SS ⊆ SA . Äëÿ ìîíîèäà S ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) êëàññ K (P, s) -ñòàáèëåí;

2) êëàññ K (P, a) -ñòàáèëåí;

3) êëàññ K (P, e) -ñòàáèëåí;

4) S � ãðóïïà.

Òàê êàê êëàññû S -Act è S -Div çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî êîïðîèçâåäåíèé

è ñêëååê è ñîäåðæàò S -ïîëèãîí SA ∈ K , òàêîé ÷òî SS ⊆ SA , òî èç ñëåä-

ñòâèÿ 3.17 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.18 Ïóñòü K � îäèí èç êëàññîâ: S -Act , S -Div . Äëÿ ìî-

íîèäà S ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) êëàññ K (P, s) -ñòàáèëåí;

2) êëàññ K (P, a) -ñòàáèëåí;

3) êëàññ K (P, e) -ñòàáèëåí;

4) S � ãðóïïà.

Äëÿ êëàññà âñåõ ðåãóëÿðíûõ S -ïîëèãîíîâ ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà 3.20 Ïóñòü êëàññ R àêñèîìàòèçèðóåì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ôîðìóëüíîé îïðåäåëèìîñòè èçîìîðôíûõ îðáèò. Äëÿ ìîíîèäà S ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) êëàññ R (P, s) -ñòàáèëåí;

2) êëàññ R (P, a) -ñòàáèëåí;

3) êëàññ R (P, e) -ñòàáèëåí;

4) Ste = Se äëÿ ëþáîãî èäåìïîòåíòà e ∈ R , ãäå R � ðåãóëÿðíûé öåíòð

ìîíîèäà S .

Ñëåäñòâèå 3.21 Ïóñòü S � êîììóòàòèâíûé ìîíîèä. Äëÿ ìîíîèäà S ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) êëàññ R (P, s) -ñòàáèëåí;

2) êëàññ R (P, a) -ñòàáèëåí;

3) êëàññ R (P, e) -ñòàáèëåí;
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4) Ste = Se äëÿ ëþáîãî èäåìïîòåíòà e ∈ R , ãäå R � ðåãóëÿðíûé öåíòð

ìîíîèäà S .

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-

ëþ, ä.ô.-ì.í., äîöåíòó Ñòåïàíîâîé Àëåíå Àíäðååâíå çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê

ðàáîòå è âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó.
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