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Общая характеристика работы

Постановка задачи и актуальность темы диссертации.

Тема диссертации относится к теоретико-модельной алгебре. Пред-
метом исследования являются некоторые классы полигонов. Под левым
S -полигоном SA над моноидом S или просто полигоном понимается
множество A, на котором определено действие элементов из S, причем
единица действует на A тождественно. Понятие полигона относится к
фундаментальным в таких областях, как теория представлений, алгеб-
раическая теория динамических систем и др. Большое количество работ
по теории полигонов посвящено гомологической классификации полиго-
нов, а именно, характеризации моноидов с помощью категорных свойств
полигонов, таких как проективность, инъективность, плоскость. Это ра-
боты Л.А.Скорнякова [10], М.Кильпа [4], [19], У.Кнауэра [19] , А.В.Миха-
лева [19] и др. Вопросы, связанные со свойством регулярности полигонов,
рассмотрены такими математиками, как М.Кильп [20], У.Кнауэр [20], [21],
А.В.Михалев [21], Л.Х.Трэн [28] и др. На полигон над моноидом можно
смотреть как на обобщение понятия модуля над кольцом. Именно поэто-
му многие задачи в теорию моделей полигонов пришли из теории моделей
модулей. Одной из стандартных задач теории моделей модулей является
задача описания колец, над которыми некоторый класс модулей обладал
бы свойством P, где под P может пониматься аксиоматизируемость,
или полнота, или стабильность и др.

В работах В. Гоулд [18], [17], С.Балмэн–Флеминг[17], А.А. Степа-
новой [11] дается характеризация моноидов S таких, что классы слабо
плоских, плоских, сильно плоских, проективных и свободных полигонов
аксиоматизируемы. В работе А.А. Степановой [11] изучаются моноиды,
над которыми аксиоматизируемые классы сильно плоских, проективных
и свободных полигонов полны, модельно полны, категоричны. В работах
Т.Г. Мустафина [6], А.А. Степановой [12] рассматриваются вопросы ста-
бильности классов сильно плоских, проективных и свободных полигонов.

Аддитивные и примитивно связные теории являются обобщением
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теории модулей. Как и теория модулей над кольцом данные теории до-
пускают элиминацию кванторов до примитивных формул (см.[7], [23]).
Класс аддитивных теорий содержится в классе примитивно связных тео-
рий. В отличии от примитивно связных теорий, в аддитивных теориях на
факторах любых примитивных копий по некоторой примитивной экви-
валентности можно определить с помощью примитивной формулы изо-
морфные абелевы группы. Это свойство аддитивных теорий обобщает
известное свойство модулей: в любом модуле примитивные копии явля-
ются классами смежности некоторой абелевой группы. Аддитивные и
примитивно связные теории являются по определению примитивно нор-
мальными теориями.

Полигоны с примитивно нормальной и аддитивной теорией изуча-
ются в работе А.А. Степановой [14]. В работе [13] того же автора ис-
следуются моноиды, над которыми класс всех полигонов примитивно
нормален, примитивно связен или аддитивен. В работе [15] изучаются
моноиды, над которыми аксиоматизируемый класс регулярных полиго-
нов примитивно связен. Таким образом, представляет интерес описание
моноидов, классы сильно плоских, проективных и свободных полигонов
над которыми примитивно нормальны, аддитивны, примитивно связны.

Одним из объектов изучения теоретико-модельной алгебры являет-
ся классификация элементарных теорий. Одним из способов получения
этой классификации является классификация по количеству типов в этих
теориях (т.е. совместных с теорией множеств формул со свободными пе-
ременными и с фиксированным множеством параметров, являющихся
элементами модели данной теории). Исследования в этом направлении
начались с работ Р. Вота [29], К. Рыль-Нардзевского [24] и М. Морли [22].
М. Морли глубоко исследовал тотально трансцендентные теории, т.е. тео-
рии, в которых имеется лишь счетное число типов над любым счетным
множеством параметров. В дальнейшем понятие тотально трансцендент-
ной теории было обобщено С.Шелахом до понятия стабильной теории [25]
– теории, в которой для некоторой бесконечной мощности κ мощность
множества полных 1-типов над множеством параметров мощности κ не
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превосходит этой мощности κ.
Далее эта область исследований, которую называют теорией ста-

бильности, развивалась в нескольких направлениях. Одно из направле-
ний — изучение подклассов стабильных теорий, обладающих теми или
иными интересными свойствами. С другой стороны, развиваются направ-
ления, целью которых является обобщить понятие стабильности, сохра-
няя при этом те или иные полезные свойства и методы исследования.

Интересное обобщение понятия стабильности было предложено
Т.Г. Мустафиным [5], которое было в последствии уточнено до понятия
E∗ -стабильности Е.А. Палютиным [8]. Так же Е.А. Палютин доказал для
этого уточнения теорему об определимости типов, обобщающую как опре-
делимость типов для стабильных теорий, полученную С. Шелахом [26],
так и результат Т.Нурмагамбетова и Б.Пуаза для теории пар. Понятие
E∗ -стабильности представляет собой новую шкалу стабильности, основ-
ным параметром которой является некоторое отображение типов полной
теории в типы другой теории. Частным случаем E∗ -стабильности явля-
ется P -стабильность.

Основное содержание диссертации.
В данной работе исследуются моноиды S, над которыми аксиома-

тизируемый класс всех свободных, проективных или сильно плоских по-
лигонов является примитивно нормальным, а также доказывается, что
ни для какого моноида S указанные аксиоматизируемые классы не яв-
ляются аддитивными.

Рассматриваются полигоны с (P, 1) -стабильной теорией. Доказы-
вается критерий (P, 1) -стабильности полигона. В качестве следствия,
при условии, что S – группа доказывается, что полигон SS, являет-
ся (P, 1) -стабильным тогда и только тогда, когда S – конечная груп-
па. Показывается, что класс всех полигонов над моноидом S является
(P, 1) -стабильным тогда и только тогда, когда S – одноэлементный мо-
ноид. Приводятся критерии (P, 1) -стабильности полигонов над моноида-
ми правых и левых нулей.

Изучаются вопросы (P, s) -, (P, a) - и (P, e) -стабильности полиго-
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нов. Доказывается, что (P, s) -, (P, a) - и (P, e) -стабильность класса всех
полигонов над моноидом S эквивалентна тому, что S – группа. Кро-
ме того, дается описание строения (P, s) -, (P, a) - и (P, e) -стабильных
полигонов SA над счетным моноидом S левых нулей и, при условии
неразличимости множества A \ SA, над моноидом правых нулей.

Цели и задачи данной работы заключаются в изучении строе-
ния моноидов с точки зрения теоретико-модельных свойств классов по-
лигонов над ними, в частности, классов свободных, проективных, сильно
плоских полигонов; исследование таких свойств этих классов, как при-
митивная нормальность, аддитивность, P -стабильность.

Выносимые на защиту положения. На защиту выносятся сле-
дующие основные результаты диссертации:

1. Доказано, что аксиоматизируемый класс всех свободных, проек-
тивных или сильно плоских полигонов над моноидом S является прими-
тивно нормальным тогда и только тогда, когда полигон SS примитивно
нормален (опубликовано в [35]).

2. Доказано, что если аксиоматизируемый класс полигонов аддити-
вен, то все полигоны этого класса являются связными (опубликовано в
[35]).

3. Найден критерий (P, 1) -стабильности полигона. Доказано, что
то полигон над группой (P, 1) -стабилен тогда и только тогда, эта группа
конечна (опубликовано в [30]).

4. Доказано, что (P, s) -, (P, a) - и (P, e) -стабильность класса всех
полигонов над моноидом S эквивалентна тому, что S – группа (опуб-
ликовано в [31]).

5. Доказано, что полигон над моноидом левых нулей (P, 1) -стабилен
тогда и только тогда, когда число неодноэлементных компонент связно-
сти этого полигона конечно. Найден критерий (P, 1) -стабильности поли-
гона над моноидом правых нулей (опубликовано в [30]).

6. Для счетного моноида левых нулей найден критерий (P, s) -
стабильности полигона, так же доказана эквивалентность (P, a) - и
(P, e) -стабильности. Доказано, что для полигонов SA над моноидом
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правых нулей, у которых неразличимо множество A \ SA , эквива-
лентны условия (P, 1) - и (P, s) -стабильности. Найден критерий (P, a) -
стабильности полигона над моноидом правых нулей(опубликовано в [31]).

Методы исследования. В работе используются классические ме-
тоды теории моделей такие, как теорема компактности, теория катего-
ричности, а также методы теории полигонов.

Новизна и научная значимость работы. Результаты диссерта-
ции являются новыми и носят теоретический характер. Они могут быть
использованы в теоретико-модельной алгебре, в теории полигонов, при
чтении спецкурсов по теории моделей, написании учебных пособий и мо-
нографий.

Апробация работы. Результаты диссертации излагались автором
на семинарах Института математики СО РАН (г. Новосибирск), Институ-
та прикладной математики ДВО РАН (г. Владивосток), Дальневосточ-
ного федерального университета (г. Владивосток), а также на следую-
щих конференциях: международной конференции “Мальцевские чтения”
(г. Новосибирск, 2012, 2015), региональной научно-практической конфе-
ренции студентов, аспирантов и молодых учёных по естественным наукам
(г. Владивосток, 2013, 2015).

Публикации. Результаты автора по теме диссертации опублико-
ваны в работах [30-38], при этом работы [30, 31, 35] опубликованы в изда-
нии, которое входит в перечень ВАК российских рецензируемых научных
журналов, в которых должны быть опубликованы основные результаты
диссертаций на соискание учёных степеней доктора и кандидата наук, а
так же индексируемом в наукометрических системах (SCOPUS и т.д.). Ра-
боты [31, 32] написаны в неразрывном сотрудничестве со Степановой А.А.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,
трёх глав и списка литературы. Все утверждения занумерованы двой-
ками индексов, из которых первый является номером главы, второй –
номером утверждения в данной главе. Компьютерный набор выполнен
с использованием пакета LATEX. Общий объем диссертации 59 страниц.
Библиография включает в себя 42 наименование.
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Содержание работы

Первая глава работы посвящена исследованию свойств примитив-
ной нормальности и аддитивности на классах свободных, проективных
и сильно-плоских полигонов. В первом параграфе первой главы приве-
дены некоторые определения, а так же известные факты, которые будут
использоваться для формулировки и доказательства основных результа-
тов.

Свободным полигоном над множеством X называется полигон SF

такой, что для любого полигона SA и отображения θ : X → A суще-
ствует единственный S -морфизм θ̄ : F → A, для которого iθ̄ = θ, где
i : X → F – вложение. Через Fr обозначается класс всех свободных по-
лигонов. Известно, что полигон SF является свободным тогда и только
тогда, когда он изоморфен копроизведению полигонов вида SS.

Проективным полигоном называется полигон SP такой, что для
любых полигонов SN и SM и S -морфизмов φ : N → M,ψ : P → M,

где φ – сюръекция, существует S -морфизм χ : P → N такой, что
ψ = φ ◦ χ. Через P обозначается класс всех проективных полигонов.
Известно, что полигон SP является проективным тогда и только тогда,
когда он изоморфен копроизведению полигонов вида SSe, где e – идем-
потент моноида S .

Сильно плоским полигоном называется полигон SB такой, что
функтор − ⊗ SB сохраняет универсальные квадраты. Через SF обо-
значается класс всех сильно плоских полигонов. Стенстрём сформулиро-
вал условия (P) и (E), которые вместе эквивалентны сильной плоскости
полигона.

Предложение 1.1 Полигон SB является сильно плоским тогда и
только тогда, когда SB удовлетворяет условиям (P) и (E):

(P): если x, y ∈ B и s, t ∈ S такие, что sx = ty, то существуют
элементы z ∈ B и s′, t′ ∈ S такие, что x = s′z, y = t′z и ss′ = tt′ ;

(E): если x ∈ B и s, t ∈ S такие, что sx = tx, то существуют
z ∈ B и s′ ∈ S такие, что x = s′z и ss′ = ts′.
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Пусть C – достаточно насыщенная модель полной теории T язы-
ка L, элементарно содержащая все рассматриваемые модели теории T.

Формула вида
∃x̄(Φ0 ∧ · · · ∧ Φk),

где Φi – атомарные формулы (0 ≤ i ≤ k), называется примитивной
формулой. Множество Φ(C, ā) называется примитивным, где ā ∈ C.
Множества Φ(C, ā) и Φ(C, b̄) называются примитивными копиями, где
ā, b̄ ∈ C и |a| = |b|. Теория T называется примитивно нормальной,
если X = Y или X ∩ Y = ∅ для любых примитивных копий X,Y. Ак-
сиоматизируемый класс K структур языка L называется примитивно
нормальным, если теория этого класса примитивно нормальна.

Эквивалентность α на некотором множестве X n -ок элементов
из C, определенная в C c помощью некоторой примитивной форму-
лы Φ(x̄1, x̄2), называется примитивной эквивалентностью. Множество
X называется ∆ –примитивным, если оно является пересечением при-
митивных множеств. Эквивалентность α называется ∆ -примитивной,
если она является пересечением примитивных эквивалентностей. Клас-
сы X и Y одной ∆ –примитивной эквивалентности α называются ∆ –
примитивными копиями. Множество вида X = X∗/α = {a/α | a ∈ X∗},
где X∗ – ∆ -примитивное множество, α – примитивная эквивалентность
и выполнено X∗ ⊆ dom(α), называется обобщенно примитивным мно-
жеством, при этом X∗ называется основой, а α называется образу-
ющей эквивалентностью. Обобщенно примитивные множества X1, X2

называются обобщенно примитивными копиями, если у них есть об-
щая образующая эквивалентность, а их основы X∗

1 , X
∗
2 являются ∆ –

примитивными копиями.

Пусть обобщенно примитивные множества X1 и X2 являются обоб-
щенно примитивными копиями и α – их образующая эквивалентность.
Говорят, что X1 аддитивно связано с X2, если существуют примитив-
ные формулы Φ(x̄, ȳ, z̄, ū), Ψ(x̄, ȳ, d̄) (с параметрами d̄ ), примитивная
эквивалентность β и кортежи элементов b̄1, b̄2 такие, что
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(a) (α ∩ (X∗
i )

2) ⊆ β, i ∈ {1, 2} ;

(b) для любого i ∈ {1, 2} формула Φ(x̄, ȳ, z̄, b̄i) задает в C на X∗
i /β

абелеву группу, причем эта группа нетривиальна, если множество X1

или X2 более, чем одноэлементно;

(c) формула Ψ(x̄, ȳ, d̄) задает изоморфизм групп, определенных в
(b).

Теория T называется аддитивной, если она примитивно нормальна
и любые обобщенно примитивные копии аддитивно связаны. Аксиома-
тизируемый класс структур K языка L называется аддитивным, если
теория этого класса аддитивна.

Во втором параграфе первой главы исследуются моноиды S, над
которыми аксиоматизируемый класс всех свободных, проективных или
сильно плоских полигонов является примитивно нормальным.

Всюду в данном параграфе класс K – один из классов: P,Fr,SF .
Теорема 1.2 Пусть класс K – один из классов: P,Fr,SF и K

аксиоматизируемый. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) класс K примитивно нормален;

2) полигон SS примитивно нормален;

3) для любых попарно непересекающихся множеств индексов
I, J,K, любых si, tj , r

1
k, r

2
k, a1, a2, a3 ∈ S (i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K), если

SS |=
∧
i∈ I

sia1 = sia2 ∧
∧
j∈ J

tja2 = tja3 ∧
∧

k∈K

∧
m∈{1,2,3}

r1kam = r2kam,

то существует b ∈ S такой, что

SS |=
∧
i∈ I

sia3 = sib ∧
∧
j∈ J

tjb=tja1 ∧
∧

k∈K

r1kb = r2kb;

4) любые примитивные эквивалентности α и β, определенные на
S, перестановочны, т.е. α ◦ β = β ◦ α.

В третьем параграфе первой главы доказывается, что классы
P,Fr,SF не являются аддитивными ни для какого моноида S.

Теорема 1.3 Если аксиоматизируемый класс полигонов аддитивен,
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то все полигоны этого класса являются связными

Следствие 1.4 Если аксиоматизируемый примитивно нормаль-
ный класс полигонов замкнут относительно копроизведений, то не яв-
ляется аддитивным классом.

Поскольку классы P, Fr, SF замкнуты относительно копроизве-
дений, то имеет место следующее утверждение.

Следствие 1.5 Пусть K – один из классов P,Fr,SF . Не суще-
ствует моноида S такого, что класс K является аксиоматизируемым
и аддитивным.

Во второй главе изучаются свойства P -стабильности полигонов.
Первый параграф второй главы содержит необходимые сведения для
формулировки и доказательства дальнейших результатов.

Пусть T – теория языка L. Через L(X) будем обозначать язык,
который получается из языка L добавлением множества X в качестве
множества новых констант. Через T (X) будем обозначать следующее
множество формул языка L(X) :

{φ(ā) | ā ∈ X,C |= φ(ā), φ(x̄)− формула языка L}.

Ясно, что T (X) будет полной теорией языка L(X).

Пусть язык LP получается из языка L добавлением нового одно-
местного предикатного символа P, ∆ — некоторое множество предло-
жений языка LP . Теория T называется P∆ -стабильной в мощности
λ, если для любого множества X в теории T мощности 6 λ множество

T∆(X) = T (X) ∪ {P (a) | a ∈ X} ∪∆ (1)

имеет не более λ пополнений в языке (L(X))P . Теория T называется
P∆ -стабильной, если T является P∆ -стабильной в некоторой бесконеч-
ной мощности λ. Структура A языка L называется P∆ -стабильной,
если теория Th(A) является P∆ -стабильной. Класс структур языка L

называется P∆ -стабильным, если каждая структура этого класса явля-
ется P∆ -стабильной. Ниже приведем важные случаи P∆ -стабильности.
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1) Теория T называется (P, 1) -стабильной, если она является P∆ -
стабильной для ∆ = ∅.

2) Теория T называется (P, s) -стабильной, если она является P∆ -
стабильной для множества ∆, состоящего из предложений, выражающих
замкнутость предиката P относительно функций, определимых функци-
ональными символами языка L.

3) Теория T называется (P, a) -стабильной, если она является P∆ -
стабильной для множества ∆, состоящего из предложений, выражающих
тот факт, что предикат P является алгебраически замкнутым множе-
ством, т.е. содержит все конечные множества, определимые в структуре
C формулами языка L с параметрами из предиката P.

4) Теория T называется (P, e) -стабильной, если она является P∆ -
стабильной для множества ∆, состоящего из предложений, выражающих
тот факт, что предикат P является элементарной подсистемой.

Во втором параграфе второй главы доказывается критерий (P, 1) -
стабильности полигонов.

Теорема 2.1 Полигон SA является (P, 1) -стабильным тогда и
только тогда, когда для любого t ∈ S множество

tA\{a ∈ A | ta = a} ∪ {a ∈ A | ta = a ∧ ∃b(tb = a ∧ b ̸= a)}

конечно.

Следствие 2.2 Пусть SA =
⊔
i∈I

SAi, |I| ≥ 2, где SAi – компонен-

ты связности полигона SA. Полигон SA является (P, 1) -стабильным
тогда и только тогда, когда для любого i ∈ I полигоны SAi являются
(P, 1) -стабильными и для любого t ∈ S

|{i ∈ I | ∃a ∈ Ai(ta ̸= a)}| < ω.

Следствие 2.3 Пусть S – группа. Полигон SS является (P, 1) -
стабильным тогда и только тогда, когда S – конечная группа.

Следствие 2.4 Класс S−Act является (P, 1) -стабильным тогда
и только тогда, когда |S| = 1.

Во третьем параграфе второй главы исследуются полигоны с (P, s) -
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, (P, a) - и (P, e) -стабильными теориями.

Теорема 2.5 Для моноида S следующие условия эквивалентны:

1) класс S −Act всех полигонов (P, s) -стабилен;

2) класс S −Act всех полигонов (P, a) -стабилен;

3) класс S −Act всех полигонов (P, e) -стабилен;

4) S – группа.

В первом параграфе третьей главы исследуются свойства P -
стабильности полигонов над моноидами левых нулей.

Моноид S называется моноидом левых нулей, если для любых
a, b ∈ S выполняется a · b = a.

Следствие 3.1 Пусть S – моноид левых нулей. Полигон SA яв-
ляется (P, 1) -стабильным тогда и только тогда, когда число неодно-
элементных компонент связности полигона SA конечно.

Через S̄ обозначим полугруппу S \ {1}. Для полигона SA =⊔
i∈IA SAi, где SAi – компонента связности полигона SA (i ∈ IA) , вве-

дем обозначения:

IA1 = {i ∈ IA | |Ai| ≥ ω}, IA2 = {i ∈ (IA \ IA1 ) | 0 < |Ai \ S̄Ai| < ω},

IA3 = I \ (IA1 ∪ IA2 ).

Теорема 3.2 Пусть S – счетный моноид левых нулей. Полигон

SA является (P, s) -стабильным тогда и только тогда, когда

1) |IA1 ∪ IA2 | < ω ;

2) существует n ∈ ω такой, что |Ai| ≤ n для любого i ∈ IA3 ;

3) для любого a ∈
∏

i∈IA
3
Ai существуют m ∈ ω, t0, . . . , tm ∈ S̄,

подмножества J0, . . . , Jm множества IA3 такие, что IA3 = J0∪. . .∪Jm
и tka(j) = a(j) для любых k, 0 ≤ k ≤ m и j ∈ Jk.

Теорема 3.3 Пусть S – счетный моноид левых нулей. Следующие
условия эквивалентны:

1) полигон SA является (P, e) -стабильным;

2) полигон SA является (P, a) -стабильным;

3) |IA1 | < ω и существует n ∈ ω такой, что |Ai| ≤ n для любого
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i ∈ IA2 ∪ IA3 .
Так же в этом параграфе приводится пример (P, s) -стабильного

полигона над моноидом левых нулей, который не является (P, 1) -
стабильным.

Во втором параграфе третьей главы исследуются свойства P -
стабильности полигонов над моноидами правых нулей.

Моноид S называется моноидом правых нулей, если для любых
a, b ∈ S выполняется a · b = b.

Пусть SA – полигон над моноидом правых нулей. Обозначим YA =

{y ∈ A | sy = y для всех s ∈ S}, XA = A \ YA.
Утверждение 3.4. Пусть S – моноид правых нулей. Полигон SA

является (P, 1) -стабильным тогда и только тогда, когда для любого
t ∈ S выполняется |t · YA| < ω .

Пусть A – структура языка L, X – подмножество множества A,

строго линейно упорядоченное отношением <, которое может быть од-
ним их принадлежащих языку L отношений, а может и не быть им.
Множество элементов X называется неразличимым в A (по отношению
к упорядочению < ), если A({x0, . . . , xn}) ≡ A({y0, . . . , yn}) для всех n

и для любых последовательностей x1 < . . . < xn и y1 < . . . < yn из
множества X.

Теорема 3.5 Пусть SA – полигон над моноидом правых нулей и
множество XA неразличимо в SA. Следующие условия эквивалентны:

1) полигон SA является (P, 1) -стабильным;
2) полигон SA является (P, s) -стабильным;
3) |tXA| < ω для любого t ∈ S̄.

Теорема 3.6 Пусть SA – полигон над моноидом правых нулей,
множество XA неразличимо в SA. Тогда полигон SA является (P, a) -
стабильным.
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