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Актуальность темы. Диссертация посвящена алгебраической геометрии
над алгебраическими системами, новому направлению математики, располо-
женному на стыке алгебры, геометрии и теории моделей. Внутри алгебраи-
ческой геометрии над алгебраическими системами можно выделить универ-
сальную алгебраическую геометрию, результатами которой являются утвер-
ждения, справедливые для всех алгебраических систем. Ознакомиться с ос-
новными результатами универсальной алгебраической геометрии можно по
монографии Э. Данияровой, А. Мясникова, В. Ремесленникова [29] (или по
серии статей этих же авторов [19]– [28]), а также по работам Б. Плотки-
на [74]–[83]. Следует отметить, что языки изложения основ универсальной
алгебраической геометрии в работах Б. Плоткина и первой группы авторов
существенно отличаются друг от друга, и в настоящей диссертации мы бу-
дем следовать монографии [29], а также нашим лекциям по универсальной
алгебраической геометрии [129].

Универсальная алгебраическая геометрия исторически возникла как по-
пытка обобщить результаты классической алгебраической геометрии (над
полями) на класс всех алгебраических систем. Однако, дословное обобще-
ние не всегда возможно. По этой причине для большинства результатов уни-
версальной алгебраической геометрии выделяют область истинности то есть
специальные классы алгебраических систем, для которых тот или иной ре-
зультат останется истинным. К таким важнейшим классам алгебраических
систем относится класс нетеровых по уравнениям алгебраических систем (и
его различные обобщения), а также класс эквациональных областей. В свя-
зи с этим многие исследования данной диссертации направлены на изучение
этих классов в различных многообразиях алгебраических систем.

Помимо результатов общего характера (относящихся к универсальной ал-
гебраической геометрии) алгебраическая геометрия над алгебраическими си-
стемами представлена изучением алгебраических геометрий над конкретны-
ми алгебраическими системами. Полученные здесь результаты показывают
(см., например, историю решения известной проблемы Тарского для свобод-
ной группы), что изучение алгебраической геометрии над некоторой алгеб-
раической системой A является отправной точкой при исследовании элемен-
тарной теории A. Таким образом, алгебраическая геометрии над алгебраиче-
скими системами имеет важнейшие приложения в математической логике и
теории моделей.

Интерес современных исследователей к алгебраической геометрии над раз-
личными алгебраическими системами может продемонстрировать следую-
щий (далеко не полный) перечень работ, посвященных изучению алгебра-
ической геометрии над следующими алгебраическими системами:
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1. свободной группой [5, 33, 48, 49, 50, 51, 57, 68, 70, 86, 107, 108, 109];

2. гиперболическими группами [3, 34, 35, 37, 36];

3. частично коммутативными группами (в различных многообразиях) [6,
7, 8, 40, 41, 42, 64, 65, 66, 112, 113, 114];

4. свободной метабелевой группой [9, 89, 90, 91, 93, 94, 95, 98];

5. разрешимыми группами [39, 71, 99, 100, 101, 102, 103, 104];

6. алгебрами Ли и антикоммутативными алгебрами [10, 15, 16, 18, 17, 31,
84, 92, 97, 92, 30];

7. свободной полугруппой [46, 58, 59, 60, 110].

Исследования настоящей диссертации продолжают указанный выше спи-
сок работ и посвящены изучению алгебраической геометрии в различных
классах полугрупп и булевых алгебр.

Важность свойства нетеровости по уравнениям при изучении алгебраиче-
ской геометрии над алгебраической системой A была указана выше. К насто-
ящему времени нетеровость по уравнениям (или ее отсутствие) доказана для
многих алгебраических систем. Например, нетеровой по уравнениям является
любая линейная группа над нетеровым кольцом (в частности, любая свобод-
ная группа, любая полициклическая группа, любая конечно порожденная ме-
табелева группа) [1, 5, 38], любая гиперболическая группа без кручения [109],
любая свободная разрешимая группа [39], любая частично коммутативная
группа, граф которой не содержит треугольников [6], любая конечно порож-
денная метабелева (или нильпотентная) алгебра Ли [14]. Кроме того, отметим
работу [97], посвященную нетеровости по уравнениям универсальной оберты-
вающей алгебры сплетения абелевых алгебр Ли, и работу [43] о нетеровости
вполне простых полугрупп.

С другой стороны, не являются нетеровыми по уравнениям все бесконечно
порожденные нильпотентные группы [69], сплетение A o B неабелевой груп-
пы A и бесконечной группы B [4], минимаксные алгебраические системы
MR = 〈R; max,min, ·,+,−, 0, 1〉 и MN = 〈N; max,min,+, 0, 1〉 [32], конечно
порожденные полугруппы с бесконечно убывающими цепочками идемпотен-
тов (в частности, свободные инверсные полугруппы) [44], конечно порожден-
ные нехопфовые группы (в частности, группа Баумслага-Солитэра) [44].

Особо отметим монографию [54], где строится много примеров нетеровых
и не нетеровых по уравнениям полугрупп и изучаются их свойства.
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Заметим, что открытым является вопрос о нетеровости по уравнения сво-
бодной антикоммутативной, свободной ассоциативной и свободной алгебры
Ли. Кроме того, неизвестно, будет ли свободное произведение двух нетеро-
вых по уравнениям групп нетеровой по уравнениям группой.

Понятия qω(uω)-компактности являются обобщениями свойства нетерово-
сти по уравнениям и играют важную роль в исследованиях по универсаль-
ной алгебраической геометрии. В работе Б.И. Плоткина [77] строится при-
мер группы, являющейся qω-компактной, но не нетеровой по уравнениям. В
работе М.Котова [52] построен аналогичный пример в языке, состоящем из
счетного множества унарных функциональных символов. Также работа [52]
содержит необходимые условия qω- и uω-компактности алгебр произвольного
языка L.

В настоящей диссертации исследуются классы qω- и uω-компактных буле-
вых алгебр и полурешеток.

Укажем некоторые важнейшие результаты об эквациональных областях.
В [22] были полностью описаны эквациональные области в классе алгебр Ли,
антикоммутативных и ассоциативных алгебр. Отметим, что исторически пер-
выми примерами эквациональных областей в классе групп являются свобод-
ные неабелевы группы (впервые было доказано Г. Гуревичем, доказательство
см. в [57]), гиперболические группы без кручения [1, 73], конечные неабелевы
простые группы (см. доказательство в [62]) и свободное произведение G1 ∗G2

произвольных групп G1, G2 (кроме случая Z2 ∗ Z2) [2].
В настоящей диссертации исследуются эквациональные области в различ-

ных классах полугрупп.
В заключение укажем на нюанс, который возникает при переносе об-

щих результатов универсальной алгебраической геометрии на конкретную
группу (полугруппу, булеву алгебру, . . .). Дело в том, что многие алгебро-
геометрические свойства группы (полугруппы, булевой алгебры, . . .) суще-
ственно зависят от языка, в котором она рассматривается как алгебраическая
система. Зависимость алгебро-геометрических свойств от языка настолько
сильная, что результаты, полученные для группы (полугруппы, булевой ал-
гебры, . . .) в языке L, могут быть уже не верны при обеднении или обога-
щении языка L. Например, если группа G в языке L является нетеровой по
уравнениям (эквациональной областью), тоG может уже не быть таковой при
обогащении (обеднении) языка L. В настоящей диссертации данный эффект
наблюдается при изучении эквациональных областей в классе полугрупп, по-
скольку полугруппу S можно рассматривать в одном из следующих языков
{·}, {·} ∪ {s | s ∈ S}, {·, −1}, {·, −1} ∪ {s | s ∈ S}.
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Основные результаты. На защиту выносятся следующие результаты
(ниже в виде ссылок указаны работы, где был опубликован соответствую-
щий результат).

1. Для булевой алгебры, рассматриваемой в языке с константами, найдены
необходимые и достаточные условия слабой нетеровости, a также qω- и
uω-компактности. Получены результаты о геометрической эквивалент-
ности булевых алгебр [117].

2. Доказано, что если полугруппа, рассматриваемая в языке без констант,
является эквациональной областью, то она тривиальна [118].

3. Описаны эквациональные области в следующих классах полугрупп (во
всех пунктах ниже полугруппы рассматриваются в языке с константами,
и кроме того в пунктах (a)–(c) полугруппы рассматриваются с операцией
обращения):

(a) инверсные полугруппы [119];
(b) клиффордовы полугруппы [121];
(c) вполне простые полугруппы [122];
(d) конечные простые полугруппы [120];
(e) полугруппы с конечным минимальным идеалом (в частности, все

конечные полугруппы) [125].

4. Доказано, что свободная полурешетка бесконечного ранга F , рассмат-
риваемая в языке с константами, нетерова по совместным системам.
Описаны координатные полурешетки, соответствующие неприводимым
алгебарическим множествам над F . Указан критерий совместности си-
стем уравнений над F . Приведен алгоритм проверки совместности си-
стем уравнений над F [123].

5. Развита универсальная алгебраическая геометрия над языками, содер-
жащими предикатный символ 6=. Получена классификация ко-областей,
нетеровых по уравнениям, qω- и uω-компактных алгебраических систем
таких языков. Кроме того, для произвольной алгебраической системы A
языка L, содержащего предикатный символ 6=, описаны неприводимые
множества и неприводимые координатные алгебры [127].

6. Для линейно упорядоченной полурешетки Ll из l элементов изучены
свойства неприводимых алгебраических множеств. Кроме того, вычисле-
но среднее число неприводимых компонент алгебраических подмножеств
в Lnl [126].
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7. Найдена полурешетка порядка n, над которой число несовместных урав-
нений от m переменных максимально (минимально). Показано, что наи-
более вероятным решением случайно выбранного уравнения от одной
переменной над произвольной полурешеткой ранга n ≥ 6 будет пустое
множество [124].

Указанные выше результаты диссертации являются решениями следую-
щих основных проблем алгебраической геометрии над алгебраической систе-
мой A.

Проблема 1. ([29], параграф 2.4., задачи 1–2) Классифицировать все алгеб-
раические множества и координатные алгебры над A.

Проблема 2. ([29], параграф 2.4., задачи 3–4) Классифицировать все непри-
водимые алгебраические множества и неприводимые координатные алгебры
над A.

Для неприводимых алгебраических множеств авторами монографии [29]
была поставлена следующая проблема.

Проблема 3. ([29], параграф 2.4., задача 5) Выяснить, когда конечные объ-
единения алгебраических множеств образуют алгебраическое множество
над алгебраической системой A.

Согласно определению, любое конечное объединение алгебраических мно-
жеств над эквациональной областью A является алгебраическим множе-
ством. Следовательно, решение следующей проблемы играет существенную
роль при решении проблемы 3.

Проблема 4. Выяснить, является ли алгебраическая система A экваци-
ональной областью.

В монографии [29] и в работах Б.И. Плоткина отмечается важность раз-
личных классов, содержащих в себе класс нетеровых по уравнениям алгеб-
раических систем. Так, например, важность класса qω- и uω-компактных ал-
гебраических систем следует из того, что для первых справедлива вторая
Объединяющая теорема монографии [29], а для uω-компактных алгебраиче-
ских систем справедливы обе Объединяющие теоремы из [29]. Таким образом,
решение следующей проблемы является ключевым при изучении алгебраи-
ческой геоетрии над алгебраической системой A.

Проблема 5. Выяснить, является ли алгебраическая система A qω- или
uω-компактной.
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Научная новизна работы. Все основные результаты диссертации явля-
ются новыми.

Методика исследований. В качестве методов исследования использо-
вались методы теории полугрупп, теории булевых алгебр, теории моделей,
универсальной алгебраической геометрии.

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит теоре-
тический характер. Ее результаты могут быть использованы в дальнейших
исследованиях по универсальной алгебраической геометрии, теории полу-
групп, булевых алгебр, при чтении спецкурсов для студентов и аспирантов.
Как было указано выше, нами были опубликованы записи лекций по уни-
версальной алгебраической геометрии [129], в которых упоминаются многие
результаты настоящей диссертации.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на Ом-
ском алгебраическом семинаре (2011-2016), международных математиче-
ских конференциях “Мальцевские чтения” (Новосибирск, 2011-2016), школе-
конференции “Алгоритмические вопросы теории групп и смежных областей”
(Эрлагол, 2012), конференции “Алгебра и линейная оптимизация”, посвящен-
ной 100-летию Н.С. Черникова (Екатеринбург, 2012), нью-йоркском семинаре
по теории групп (Нью-Йорк, США, 2014), алгебраическом семинаре в Stevens
Institute of Technology (Хобокен, США, 2014), международном вебинаре по
теории групп (2014), конференции “Аппроксимация логических моделей, ал-
горитмов и задач” (Омск, 2015), восьмой иранской международной конфе-
ренции по теории групп (Тебриз, Иран, 2016), конференции “Groups, Algebras
and Identities”, посвященной 90-летию Б.И. Плоткина (Иерусалим, Израиль,
2016), Алгебра и Логика: Теория и Приложения (Красноярск, 2016), Обще-
институтском семинаре ИМ СО РАН (Новосибирск, 2017).

Структура и объём работы. Диссертация изложена на 173 страни-
цах, содержит введение, главу с предварительными сведениями, шесть глав
с полученными результатами и список литературы. Главы разбиты на пара-
графы, список литературы содержит 130 наименований. Нумерация утвер-
ждений (теорем, лемм, следствий), определений и примеров сквозная внутри
каждой главы и состоит из двух чисел: первое число — это номер главы,
второе — порядковый номер внутри главы.

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в работах [115]–
[127], входящих в перечень ВАК рецензируемых научных журналов, в кото-
рых должны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций
на соискание ученых степеней доктора и кандидата наук.
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Содержание работы

Диссертация начинается с нулевой главы, в которой даются основные опре-
деления теории полугрупп, теории булевых алгебр, теории моделей и универ-
сальной алгебраической геометрии. Приведём лишь некоторые из них.

Пусть A — алгебраическая система (L-алгебра) некоторого языка L. Урав-
нением над языком L (L-уравнением) называется атомарная формула языка
L. Системой L-уравнений (L-системой) называется произвольное множество
L-уравнений, которые в совокупности зависят от конечного множества пе-
ременных X. Систему L-уравнений S над L-алгеброй A мы будем называть
Ek-системой, если |VA(S)| = k, но для любой конечной подсистемы S′ ⊆ S
выполнено |VA(S)| =∞.

Пусть A является L-алгеброй и S(X) — это система L-уравнений от пере-
менныхX = {x1, x2, . . . , xn}. Множество всех решений L-системы S в алгебре
A обозначается через VA(S(X)) ⊆ An.

Множество Y ⊆ An называется алгебраическим над L-алгеброй A, если
существует L-система уравнений S от переменныхX = {x1, x2, . . . , xn} такая,
что VA(S) = Y . Пусть Y ⊆ An — алгебраическое множество над L-алгеброй
A. Радикал множества Y определяется как RadA(Y ) = {t(X) = s(X)|Y ⊆
VA(t(X) = s(X))}. Соответственно, радикал системы L-уравнений S пола-
гается равным радикалу множества VA(S).

Непустое алгебраическое множество Y ⊆ An называется неприводимым,
если Y нельзя представить в виде конечного объединения алгебраических
множеств Yi:

Y = Y1 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Yk, Yi 6= Y, Yi * Yj (i 6= j). (1)

Алгебраическая система A языка L является нетеровой по уравнениям ес-
ли любая бесконечная система L-уравнений S эквивалентна над A некоторой
своей конечной подсистеме S′.

Любое алгебраическое множество Y над нетеровой по уравнениям алгеб-
рой A языка L допускает представление в виде объединения (1), где Yi непри-
водимы, и данное представление единственно с точностью до перестановки
множеств Yi. Множества Yi при этом называются неприводимыми компонен-
тами множества Y .

Пусть Y — алгебраическое множество над алгебройA, определенной систе-
мой уравнений от переменных X. Обозначим через TL(X) термальную алгеб-
ру всех L-термов от переменных X. Фактор-алгебра ΓA(Y ) = TL(X)/θRadA(Y )

по радикальной конгруэнции θRadA(Y ) называется координатной L-алгеброй
алгебраического множества Y .
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Две L-алгебры A1,A2 называются геометрически эквивалентными, ес-
ли для любой системы L-уравнений S координатные L-алгебры множеств
VA1

(S), VA2
(S) изоморфны друг другу.

L-алгебра A называется qω-компактной, если для любой системы S и
уравнения t(X) = s(X) такого, что VA(S) ⊆ VA(t(X) = s(X)) существу-
ет конечная подсистема S′ ⊆ S со свойством VA(S′) ⊆ VA(t(X) = s(X)).
L-алгебра A называется uω-компактной, если для любой системы S и урав-
нений {ti(X) = si(X) | 1 ≤ i ≤ m} таких, что VA(S) ⊆

⋃m
i=1 VA(ti(X) =

si(X)) существует конечная подсистема S′ ⊆ S со свойством VA(S′) ⊆⋃m
i=1 VA(ti(X) = si(X)). L-алгебра A называется нетеровой по совместным

системам, если для любой совместной системы L-уравнений S существует
эквивалентная ей конечная подсистема. L-алгебра A называется слабо нете-
ровой, если для любой системы L-уравнений S существует эквивалентная ей
конечная система S0 (здесь мы уже не требуем, чтобы система S0 являлась
бы подсистемой системы S).
L-алгебра A называется эквациональной областью (ко-областью), если

любое конечное объединение алгебраических множеств Y1∪Y2∪. . .∪Yn таких,
что Yi * Yj при i 6= j и n ≥ 2, (не) является алгебраическим множеством над
A.

В первой главе изучается алгебраическая геометрия над булевыми ал-
гебрами, которые рассматриваются как алгебраические системы расширен-
ного константами языка Lb(C) = {∨(2), ·(2),¬(1), 0, 1} ∪ {c | c ∈ C}, где C —
некоторая булева алгебра. Выбор языка Lb(C) приводит к тому, что любая
рассматриваемая в работе булева алгебра является C-алгеброй, то есть содер-
жит подалгебру изоморфную C. В диссертации доказаны критерии слабой
нетеровости, qω-компактности и uω-компактности булевых C-алгебр.

Теорема 1. Булева C-алгебра B слабо нетерова по уравнениям тогда и
только тогда, когда алгебра C полна в B, то есть любое множество эле-
ментов {cj|j ∈ J} ⊆ C имеет точную нижнюю грань в алгебре B, и эта
точная нижняя грань принадлежит подалгебре C.

Теорема 2. Булева C-алгебра B qω-компактна тогда и только тогда, когда
над B не существует E0- и E1-систем.

Теорема 3. Булева C-алгебра B uω-компактна тогда и только тогда, когда
над B не существует Ek-систем для любого k ∈ N.

Также в первой главе диссертации рассматриваются вопросы геометриче-
ской эквивалентности булевых алгебр и доказывается следующая теорема.
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Теорема 4. Две булевы C-алгебры B1,B2 геометрически эквивалентны то-
гда и только тогда, когда выполнены следующие условия:

1. любая несовместная над B1 система уравнений несовместна над алгеб-
рой B2 и наоборот;

2. точная нижняя грань множества элементов {cj|j ∈ J} ⊆ C суще-
ствует и равна 0 в B1 тогда и только тогда, когда она существует и
равна 0 в B2.

Вторая глава диссертации посвящена описанию эквациональных обла-
стей в различных классах полугрупп (и в различных полугрупповых языках).

Для полугрупп, рассматриваемых в языке без констант Ls = {·}, верна
следующая теорема.

Теорема 5. Если полугруппа является эквациональной областью в языке
Ls, то она тривиальна.

Для инверсных полугрупп в расширенном константами языке Ls−inv(S) =
{·,−1 } ∪ {s | s ∈ S} был получен следующий результат.

Теорема 6. Если инверсная полугруппа S является эквациональной обла-
стью в языке Ls−inv(S), то S — группа.

Отметим, что последняя теорема обобщает следующий результат рабо-
ты [96].

Теорема 7. [96] Если множество {(x1, x2, x3, x4) | x1 = x2 ∨ x3 = x4} пред-
ставимо в виде решения одного (а не системы уравнений как в теореме 6)
уравнения языка Ls−inv(C) = {·,−1 } ∪ {ci | i ∈ I} над некоторой инверсной
полугруппой S, то S является группой.

Приведем аналогичный результат для клиффордовых (вполне регуляр-
ных) полугрупп.

Теорема 8. Если клиффордова полугруппа S является эквациональной об-
ластью в языке Ls−inv(S) = {·, −1} ∪ {s|s ∈ S}, то S вполне проста.

Далее в диссертации рассматриваются вполне простые полугруппы в язы-
ке Ls−inv(S). Как следует из приведенной ниже теоремы, в классе вполне
простых полугрупп существуют нетривиальные примеры эквациональных об-
ластей.
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Теорема 9. Вполне простая полугруппа S = (G,P,Λ, I) является экваци-
ональной областью в языке Ls−inv(S) = {·, −1} ∪ {s|s ∈ S} тогда и только
тогда, когда выполнены следующие условия

1. сэндвич-матрица P не вырождена (то есть ее нормализованная форма
не содержит одинаковых строк и столбцов);

2. структурная группа G является эквациональной областью в группо-
вом языке Lg(G) = {·, −1, 1} ∪ {g | g ∈ G}.

Из последней теоремы следуют результаты о свободных вполне простых
полугруппах и свободных произведениях.

Следствие 10. Любая свободная вполне простая полугруппа S = Fcss(X)
ранга n ≥ 2 является эквациональной областью в языке Ls−inv(S).

Следствие 11. Свободное произведение произвольных вполне простых по-
лугрупп является эквациональной областью в языке Ls−inv(S).

Отметим, что в отличие от многообразия групп, свободное произведение
Z2 ∗ Z2 в многообразии вполне простых полугрупп является эквациональной
областью.

Как следует из указанной ниже теоремы, для конечных простых полу-
групп языка Ls(S) = {·} ∪ {s | s ∈ S} мы имеем критерий аналогичный
теореме 10.

Теорема 12. Конечная простая полугруппа S = (G,P,Λ, I) является эква-
циональной областью в языке Ls(S) тогда и только тогда, когда выполнены
следующие условия:

1. матрица P не вырождена;

2. группа G является эквациональной областью в групповом языке
Lg(G) = {·, −1, 1} ∪ {g | g ∈ G}.

Также в диссертации приведено несколько необходимых условий принад-
лежности произвольной полугруппы классу эквациональных областей в язы-
ке Ls(S).

Теорема 13. Пусть I — левый (правый) идеал полугруппы S, элемент e ∈
S коммутирует со всеми элементами идеала I, и существует элемент a ∈
I для которого ea 6= a. Тогда полугруппа S не может быть эквациональной
областью в языке Ls(S).
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Теорема 14. Любая полугруппа S с неединичным центром (то есть в
S существуют центральный элемент e и a ∈ S такие, что ae 6= a) не
является эквациональной областью в языке Ls(S).

Следствие 15. Верны следующие утверждения:

1. любая нетривиальная полугруппа S с нулем не является эквациональ-
ной областью в языке Ls(S);

2. любая нетривиальная коммутативная полугруппа S не является эк-
вациональной областью в языке Ls(S);

3. если гомогруппа S является эквациональной областью в языке Ls(S),
то S — группа.

Далее в диссертации рассматривается полугруппы, имеющие вполне про-
стой минимальный двусторонний идеал (ядро). Заметим, что данный класс
полугрупп достаточно широк: такими свойством обладают, например, все ко-
нечные полугруппы. Для полугрупп с вполне простым ядром получено сле-
дующее необходимое условие принадлежности классу эквациональных обла-
стей.

Теорема 16. Пусть полугруппа S имеет ядро K = (G,P,Λ, I) и являет-
ся эквациональной областью в языке Ls(S), тогда ядро K ⊆ S, является
эквациональной областью в языке Ls(K).

Для формулировки дальнейших результатов нам понадобятся следующие
определения. Пусть полугруппа S имеет двусторонний идеал I. Отображение
fα(x) : I → I называется внутренней левой (правой) трансляцией идеала I,
если существует такой α ∈ S, что fα(x) = αx (fα(x) = xα) для всех x ∈ I. Ес-
ли элементы α, β ∈ S определяют одинаковые внутреннюю левую и правую
трансляции, то такие элементы будем называть эквивалентными и обозна-
чать α ∼I β. Отношение эквивалентности ∼I будем называть тривиальным,
если каждый класс эквивалентности состоит ровно из одного элемента полу-
группы S.

Теорема 17. Пусть полугруппа S имеет двусторонний идеал I. Если от-
ношение эквивалентности ∼I нетривиально, то полугруппа S не может
быть эквациональной областью в языке Ls(S).

Следующая теорема содержит необходимые и достаточные условия для
того, чтобы произвольная полугруппа с конечным ядром являлась бы эква-
циональной областью в языке Ls(S).
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Теорема 18. Полугруппа S с конечным ядром K = (G,P,Λ, I) являет-
ся эквациональной областью в языке Ls(S) тогда и только тогда, когда
выполнены следующие условия:

1. ядро K является эквациональной областью в языке Ls(K);

2. отношение эквивалентности ∼K тривиально

(кроме того, из второго условия следует, что эквациональная область S с
конечным ядром должна быть конечной полугруппой).

В третьей главе диссертации изучается алгебраическая геометрия над
свободной полурешеткой бесконечного ранга F , рассматриваемой в языке с
константами Ls(F). Приведем лишь наиболее важные результаты, получен-
ные в этом направлении.

Теорема 19. Любая совместная система уравнений над F эквивалентна
своей конечной подсистеме. Иными словами, полурешетка F нетерова по
совместным системам. Однако над F существует бесконечная несовмест-
ная система, все конечные подсистемы которой конечны.

Из общих результатов универсальной алгебраической геометрии следует,
что любая координатная полурешетка алгебраического множества над F в
языке Ls(F) должна содержать подполурешетку изоморфную F (то есть яв-
ляться F -полурешеткой). В следующей теореме описываются координатные
F -полурешетки неприводимых алгебраических множеств над F .

Теорема 20. Пусть F — свободная полурешетка бесконечного ранга, с
множеством свободных порождающих {ai | i ∈ I}; S — конечно порожден-
ная F-полурешетка и множество F-гомоморфизмов между полурешетка-
ми S,F не пусто. Тогда следующие условия эквивалентны:

1. S является координатной F-полурешеткой некоторого неприводимого
алгебраического множества над F ;

2. S вложима (как алгебраическая система языка Ls(F)) в F [t1, t2, . . . , tn]
для некоторого n < ω, где F [t1, t2, . . . , tn] — свободная полурешетка,
порожденная множеством {ai | i ∈ I} ∪ {t1, t2, . . . , tn};

3. на S истинны универсальные формулы Σ = {ϕi, ψi | i ∈ I},

ϕi : ∀x, y (xai = yai → (xai = y ∨ x = yai ∨ x = y)) ,

ψi : ∀x, y (xy ≤ ai → (x ≤ ai ∨ y ≤ ai)) .
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В четвертой главе диссертации рассматривается пополнение L 6= = L ∪
{6=} произвольного функционального языка L новым предикатным символом
6= с естественной интерпретацией 6= на алгебраической системеA. Оказывает-
ся, алгебраическая геометрия над алгебраической системой языка L 6= должна
удовлетворять достаточно сильным условиям, которые сужают возможности
для реализации ее тех или иных свойств. Например, алгебраические систе-
мы языка L 6= обладают специфически устроенным семейством неприводимых
алгебраических множеств (см. следующие две теоремы).

Теорема 21. Алгебраическое множество Y ⊆ An над алгебраической си-
стемой A языка L 6= неприводимо тогда и только тогда, когда для любых
термов t(X), s(X) ровно одно из уравнений t(X) = s(X), t(X) 6= s(X) при-
надлежит радикалу множества Y .

Теорема 22. Алгебраическое множество Y ⊆ An над алгебраической си-
стемой A языка L 6= неприводимо тогда и только тогда, когда Y является
атомом полурешетки алгебраических множеств пространства An.

Кроме того, для алгебраических систем языка L 6= можно описать ко-
области, нетеровые по уравнениям, qω- и uω-компактные алгебры.

Теорема 23. Алгебраическая система A языка L 6= является ко-областью
тогда и только тогда, когда L 6=-алгебра A тривиальна, то есть |A| = 1.

Теорема 24. Алгебраическая система A языка L 6= нетерова по уравнени-
ям тогда и только тогда, когда для каждого n ≥ 1 число алгебраических
множеств пространства An конечно.

Теорема 25. Для алгебраической системы A языка L 6= следующие три
условия эквивалентны:

1. алгебраическая система A uω-компактна;

2. алгебраическая система A qω-компактна;

3. над A не существует бесконечной несовместной системы уравнений,
у которой все конечные подсистемы совместны.

Для алгебраической системы A языка L6= достаточно просто устроено се-
мейство координатных алгебр неприводимых алгебраических множеств.

Теорема 26. Пусть Γ(Y ) — координатная алгебра некоторого алгебраиче-
ского множества Y над алгебраической системой A языка L 6=. Алгебраиче-
ское множество Y неприводимо тогда и только тогда, когда в Γ(Y ) верна
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следующая универсальная формула

∀x∀y((x = y)↔ ¬((x 6= y)))

(то есть значения предикатов “равно” и “не равно” согласованы для каждой
пары элементов координатной алгебры Γ(Y )).

Развитие алгебраической геометрии над алгебраическими системами при-
водит к появлению новых направлений исследований алгебро-геометрических
свойств алгебраических систем. Одно из возникших направлений можно
условно назвать комбинаторно-вычислительной алгебраической геометрией,
которой и принадлежат исследования последних двух глав диссертации.

В пятой главе для множества решений Y произвольного уравнения
t(X) = s(X) над линейно упорядоченной полурешеткой из l элементов Ll
мы вычисляем неприводимые компоненты, а также находим среднее число
неприводимых компонент множества решений всех уравнений от n перемен-
ных над Ll.

В шестой главе мы изучаем уравнения над полурешетками, находим по-
лурешетку порядка n, над которой число несовместных уравнений от m пе-
ременных максимально (минимально) и доказываем следующий результат.

Теорема 27. Пусть S — произвольная полурешетка, |S| = n ≥ 6, и Y ⊆ S
— непустое алгебраическое множество над S. Тогда

|Eq1(Y )| < |Eq1(∅)|

(Eq1(Y ) — множество уравнений от одной переменной с решением Y ).
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