
ОТЗЫВ
официального оппонменга Шлапунова Александра Анатольевича

на диссертацию КОПЫЛОВА Ярослава Анатольевича
еГогиологичсские аспекты теории локально выпуклых пространств, пространств Лебега и

Орлича дифференциальных форм и гармонического анализав,
представленную на соискание ученой степени доктора физико~матеьдатических наук
по специальности 01.01.01 - вещественный, комплексный и функциональный анализ

Как хорошо известно, переопределенные дифференциальные операторы, например, опе-
ратор градиента Ч или вихревой оператор гоі: тесно свизань1 со многими базовыми урав-
неииими современного естествознании. Их изучение привело к введению понитии диффе-
ренцишьной форд-зы, рассмотренъ-зю комплекса де Рама и, позднее, к определению более
общих объектов исследовании - ,єптфсреренцътаціьных комплексов на римановых многообра-
зиих. Как оказалось, теорию разрешимости соответствующих (дюкально, систем) переопре-
деленных дифференциальных уравнений удобно строить на изыке гохиотіогической аа1гебры,
особенно если речь идет о работе в категориих бесконечно гладких или аналитических функ-
ций. Хоти общаи теории дьіфференциаатьных комплексов далека от завершении, ее раздел
касающийси комплексов Гиьльберта (в частности, коь-птлексов де Рама и Дольбо) содерисит
вполне удовлегвори1~ец1ьнь1е резушьтааъ: в категории бесконечно дифференцируемых функд
ций. Однако с Ггочки зрении математической физики и приложений матемаггики гораздо
естественное рассматривать дифференцигхльные ,уравнении как операторные в подходищих
пространствах Банаха (пространства Гельдера Сдд, Лебега ДР или Соболева ИФ) или в
других пространствах, допускающих дпіскретлазацню и применение численных хтетоддов. В
частности, когомогюгии де Рама над различными пространствах-па Банаха и Фроше прочно
вошли в анализ на римановых многообразиих, а когомологии Дольбо - на многообразиих
Кзлера.

Наиболее удобными дли дискретизации оказались функциональные пространства учи-
тывающие интегральные свойства сечений ъісследугемьлх расслоений, например, простран-
ства лебеговского типа. Использование Ьд-методов дли изучении римановых гиногообразий
восходит к середине ХХ в. По-видимоьцу, рдной из первых в атом направлении ивлиетсн
работа Л. Хёрмандера (1965), посвищеннаи комплексу Дольбо; примечаггельно, что другие
гиетодды не давали на то времи таких полных ответов о когомодюгигах комплекса Дольбо над
проогранстваь1г1 Банаха в областих из С".

В 1976 г. М. Ацгьи определил Ьд-когоьюдюгь-пі (де Рама) риманова ьшогообіэазии и по*
лоикитл начало их использованию дли изучении некомпактных римановых многообразий и
римановых многообразий с особенноогиь-па. В начале ЅО-х годов ХХ в. В. М. Гольдштсйн,
В. И. Кузьминов и И. А. Шведов начали исследование Ьр-дифференциаыіьных форм на ри-
мннсэвых многообразинх при проіазвольноь-ж р Е [1, оо]. Ігїхив: были введены пространства Иэн,
{П*',;',,,) тех форм из БР, у которых обобщенный внешний дифференциал (в смысле потоков
де Рама) леэкит е Ьд, и определены Ь,,,,,-когоь1о.лог1›1и риманова многообразии ІИ. Суще-
ственное ошптчие от слдгчаи Ьд здесь состоит в том, что при р ф 2 Ьр-формы (как и 11,5-
функции] образуют относительно І/,П-нормы банахово, а не гильберасво пространство, что
делает методы исследовании Ьдд-когоь-1ологий нныь-іи. Ъдд-когомод1огь1ь1 рвімановьхх много~
образий были в последние годы объектом внимании В. МІ. Гольдштейна и М. Троннова,
С. К. Бодопьинова и Син Дун Ли.

Подобно фущкциональныги пространствах-і Орлича, пространства Орлича ЬФ дифферен+
циальных форм ивлнют-си естесггвєгпньпуі обобщением ІІространстн Ьр. Пространства Орли-
ча дифференциац1ьных форм на областих в К" были впервые раьсчемотрены Т. Иванцоги и
Г. Іуїаргиноь-я, которые установилъ-і теорему *гипа Рисса дли пространств Орлича дифферен-



циальных форм на области в Е". Пространства Орлича дифференці-таціьных форм на рттма-
новых многообразиих, пшвндъамоь-туг, были впервые рассмотрены в совместной работе автора
с Р. А. Паненко в 2015 г., а также М. Карраско Пьиджо (2017).

П. Пансю, М. Громов и Г. Элок распространъ-ъгпі использование ЬР-методов на графы,
симтптътциагтьньте комплексы, а также на конечнопорожденные дискретные группы. Нз-за
интересных свизей одномерных Ьр-когот-тоцюгт-тй со свойствах-ти конечнопорожденной груп-
пы (концы группы, аменабельность, действии груттпы на банаховых пространствах) кого-
мологические Ьр-методы в теории групп в последние годы подтучили активное развитие
(ГМ. Бурдон, Ф. Ры-Іартен, А. Вантетт, М. Бурдон и щи). Недавно Р. Тессера доказал, что
групповые Ьд-когомологитт свизттой группы Ли совпадают с Ьр-когоьтотюгттиьии етой группы
как многообразии. Нариду с простраистгвами Ьр на локально комхптктных группах интерес
вызывают также пространства Орлича БФ, позволиющие давать более развъттые характе
ризации свойств группы. Пространства Орлзача на локально компактных 'гопологическтіх
группах рассматриветлись И. Бундом, А. Каминьской и Й. Іуїугсетттткоги, а также совсем недав-
но М. М. Рао, И. Акбарбагціу и С. Магсуди.

С точки зрении теории дифференциальных комплексов, рассмотрение ,ттифференциатть-
ных форм, принаддлсжащътх Ьр т--тли пространству Орлича, естественным образом приво-
дит к рассълотрет-пъю коцепных комплексов в категории банаховых пространств и других
подкатегориих категорные тюкахтьно выпуклых пространств. В свизи с атим возникает про-
блема распространении известных гомологи ческих теорем в абелевых категориих на более
общие аддитттвные подкатегории категории докально выпуклых пространств, таких, как
категории банаховых просщгрєтнств, пространств Фреше (квазттабелевы подкатегории) или
подкатегорий бочечных и борнологттческттх локально выпуклых пространств (папуабедттэ-
вых категорътії Пац1амодова). Если дли первых двух подкатегории были известны версии
стандартных утвержденътй гомологт-тческой алгебры (лсмма о змее, 5- и 9-.г1ег.-п--1ы, гомоло-
гическаи 1юсдтеттоватецтьность строго точной последовательности комплексов), то интерес к
полуабачевывт категорттим, введенным В. П. Патптмодовым около 50 лет назад, вырос в по~
следние годы. Впрочем, уже в категории банаховь1х пространств вопрос об описании образа
замкнутого плотно определенного линейного оператора ивлиетси иеобозрит1ым в общем слу-
чае и требует существенной спецификации дли различного типа пространств и операігоров.
По-видимогиу, вопросы нормальной разрещнмости операторных уравнений и отделимости
когомологий ивлиютси здесь ключевых-ти.

Диссертации Я. А.Копы.лона посвищена всем очерченньлм выше вопросам, а именно, изу-
чению различных теорем о котомоттогт-тих как в анализе на многообразиих и гармоническовт
анализе, так и в упоминутых выше категориих локально выпуклых пространств.

Диссертацлаи состоит из введении и четырех глав. Введение содержит* некоторые необ-
ходимые поиитии, историческую справку и обсуждение основных результатов. В первой
главе рассь-татгрл-тваютси различные вопросы гомологической алгебры в важных аддитив-
ных подкатегориих категории локально выпуклых пространств. Бтораи глава посвищена
Ь,,,_,,-когоь1о.погг:иь-1 ртаматтовых многообразий (ласкривттенных и скрученных произведений
и группы Гейзенберга). Третьи главе посвищена исследованию одномерных групп когомо~
логий локально~коь111актеых и ,цитжретных групп. В четвертой главе доказываетси двой-
ственнсть Гёльдера-Пугатткаре дли когомодтогтт Орлича риманово ь-тпогообразии, а также
даютси некоторые вычисленъти когомологътй Орлича.

В диссертации получены следующие основные результатът:

1. Разработаны категорные методы тасследовании тіредабелевых и Р-ттолуабелевьшх под~
категорий категории локально выпуклых пространств, Эти методы позволили установить
,дли категорий бочечных и борнотюгических локально выпуклых пространсъгв: достаточные
уюловии точности Кег~Сокет-последонгттедтьности и (ко)гоь1о.логической последовательности,
соответствующцей короткой строго точной последовательности комплексов; подходищие ан а-



логи стандартного инстру-хтентарття готтопогической адтгебры, как, например, ,чеммы о пяти
и девяти гомоморфизмах; условии возможности построении спектральной последовательно-
сти точной пары. Для банаховых пространств и пространств Фреше исследованы некоторые
обобщения Кет-Сокет-последователы-юсттт_

2. Получены условия нетрттвт-іавльносгті Ьдд-когохтоцтогий искрнвленного цилиндра в тер-
минах двухвесового неравенства Харди на полутпттерваате и, как приложение, необходимые
условия нормальной разрешимости оператора внешнего дифференцировании на поверхно-
сти вращении в ЕПН. Найдены условия тривиальности редуцированных и нередуцирован~
ных ЬРд-когонтод1о1~нй скрученного цилиндра. Доказано, что при р с: о одномерные БМ.-
хогонюлогии общей группы Гейзеттберта Нд бесконечномерны.

3. Найден новый критеритй аменабельносттт для заьдкндгтой подгруппы локально ком-
пактной группы в терминах ее ,действтти на пространстве Орлича. самой группы, а также
новый критерий атменабельностъа однородтюго пространства. Ъісттаноанена связь одномерных
когомодюгий Орлнча дискретной тручтпы с наличиет-ш неаменабельной подтгруппы.

4. Развита теории ,цвойстветчнотгттт для пространств Ордъича дифференциальных форм и
редуцированных когомодюгт-тй Орлича в рефлексивнохи случгте, а также в общем случае опи-
саны линейные непрерывные функционалы на замыкании 11одн1росч1эа.т-іс:тва шадких форм
с коьапактныхт носителем (ттространстве І\«'Іорса--Трзнсю) в пространстве Орлича. Изучены
когомоцютчаи Орлича некоторых модельных многообразий.

Все основные результаты являются новыми, снабжены полными доказательстваь-ітт и
опубликованы в российских и зарубежных журналах, входящих в перечень ВАК. Результа-
ты работ неоднократно докладывалтісь соттскатецлехт на научных конференциях и семинарах
н хорошо известны специалистам по шобапьноьъу и гармоническотм-ту анализу и гомтодтогиче-
ских-т тиетодати функционального анализа. в России и за рубежом. Автореферат правильно
и полно отражает содержание дттссертацтн-т.

Диссертации представляет собой завершенное научное исследование на актуальную те-
тиу, в котором решены проблемы, имеющие важное значение для гох-ъовчогнческих аспектов
функционального, глобального и гармонтіческото анализа. Резу-цпьтаты ,диссертации таотуч~
найти дальнейшее применение в лазучетлит-т некомпактных рнмановых многообразий и топо-
логических групп, а также в теории локально выпуклых пространств.

Основным общим замечанием является* то, что содержание первой главы диссертации
немного диссонъіруеч* с *тремя последующнх1т1 планами. Ит-тспно, после погружения в теорию
обьектов достаточно высокого угровни абстракцита, в главах 24 автор фактически возвра-
щается к комплексу де Рама над банаховыми ттрострал-тсатвалти лебеговского типа (включая
нострансгва Ордтича). При атом общая теория первой главы не находит в диссертацити _дру-
гих содержательных примеров.

Среди мтэлких замтечант-тй отмечу* некоторый разнобой в обозначеннях (тіаттритнер, автор
пишет то ЬР, то Ьр для пространств сПебега), лю-вт-тдтітнохту, неизбежный в работах такой
лины, и выше среднего количество опечаток в главе 2 (напрт-тл-тер, "гедезичесхттх" вместо

"геодезических" на с. 136, стр. 4 сверху, "покритттю" вместо "покртьтттпо" на с. 187, перед
формулой (231), "диффеоаторфттптзх-зтат" вместо "диффеолторфизт-жы" на с. 194, строка 2
снизу, "вышк" вместо "выше" на с. 195, строка 12 снизу, и *т.д.), котчзрые однако не влияют
на оценку результатов диссертации.



Считаю, что дъассертацин Ярослава Анатольевъ-іча Конылова еГомологические аспекты
теории ,локально выпуклых пространств, пространств Лебега и Орлича дифференциальных
форм н гармонического аналиагаа удовлетворяет требованннъа пп. 9-11 «Положении о порнд-
ке присуждении ученык степеней =~:›, предънвлнеь-іьхьт к днссертацинм на соискание степени
доктора наук, а её автор, Копылов Ярослав А.на'го.г1ьеваач, беаднсловно, ааса1уз-киваеч* при-
су-'нсденин ученой степени доктора фиаико-ліатеъ-іатическик наук но специальности 01.01.01
- вещественный, комплексный и функциональный аналъ-із.
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