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Впервые понятие частично коммутативной группы появилось в работе
А.Баудиша в 1981 году. Эта группа определялась по свободной группе
конечного ранга F и графу, вершинами которого служат фиксирован-
ные свободные порождающие группы F. При замене свободной группы
F на группу, свободную в некотором многообразии групп, возникают ча-
стично коммутативные группы из данного многообразия. В 1980 году
Л.Макар-Лиманов и соавторы опубликовали работу об изоморфизме ча-
стично коммутативных ассоциативных алгебр. Они называли эти алгеб-
ры графовыми. Графовы алгебры были определены аналогично группам
в многообразии ассоциативных алгебр. Начиная с 80-х годов прошлого
века интенсивно исследовались частично коммутативные группы и зна-
чительно меньше алгебры. Так через 15 лет неполный обзор по частично
коммутативным группам содержал уже 82 наименования. Развитие тео-
рий частично коммутативных групп и алгебр происходило в тесной свя-
зи, обогащая друг друга. Результаты, полученные для частично коммута-
тивных алгебр, позволяли доказать теоремы для частично коммутатив-
ных групп. Так, например, автор этого отзыва установил, что элементар-
ные теории частично коммутативных метабелевы групп совпадают тогда
и только тогда, когда они изоморфны. При доказательстве существенную
роль сыграла теорема из упомянутой работы Макар-Лиманова. Вместе
с тем существенное влияние на развитие частично коммутативных ал-
гебр оказывают результаты, полученные для групп. Работа диссертанта
является убедительным свидетельством плодотворного влияния теории
частично коммутативных групп на частично коммутативные алгебры.

Диссертация находится на стыке алгебры и математической ло-
гики, что характерно для тематики школы, основанной академиком
А.И.Мальцевым. Автор исследует строение и элементарные теории ча-
стично коммутативных алгебр Ли и близких к ним алгебр. Следует осо-
бенно подчеркнуть, что рассматриваемые в диссертации частично ком-
мутативные алгебры определены не только конечными графами, как это
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обычно делалось ранее, но и бесконечными графами.
Перейдем к обзору основных результатов диссертации.
1. Построены линейные базисы для частично коммутативных алгебр

Ли и частично коммутативных метабелевых алгебр Ли. В первом случае,
используя метод базисов Грёбнера — Ширшова, строится множество мо-
номов LR(A;G), которое и служит базисом. Во втором случае применя-
ются методы, позволившие решить аналогичную задачу для метабелевых
частично коммутативных групп.

Теорема 2.7. Пусть R — область целостности и G — неориентирован-
ный граф без петель, с множеством вершин A. Тогда множество всех
PCLS-слов является базисом частично коммутативной R-алгебры Ли
LR(A;G).

Теорема 2.11. Пусть R — область целостности и G — неориентирован-
ный граф без петель. Множество Bas(A;G) является базисом частично
коммутативной метабелевой R-алгебры ЛиMR(A;G).

2. Полностью описаны централизаторы частично коммутативных ал-
гебр Ли (теорема 3.15). Для частично коммутативных метабелевых ал-
гебр Ли дано не полное, но достаточно эффективное описание (теорема
3.23). Кроме того приведено более детальное описание централизаторов
линейных комбинаций порождающих в частных случая, когда определя-
ющий граф является циклом или деревом.

3. Произведено сравнение универсальных теорий частично коммута-
тивных алгебр, определенных деревьями конечного или бесконечного ти-
па, а также циклами. Более точно, доказаны следующие теоремы.

Теорема 4.4. Пусть R — область целостности, а Cn и Cm — цикличе-
ские графы на n и m вершинах, соответственно, (n, m > 3). Частично
коммутативные R−алгебры Ли LR(A;Cn) и LR(B;Cm) универсально эк-
вивалентны тогда и только тогда, когда n = m.

Теорема 4.24. Пусть R — область целостности, G — дерево бесконечно-
го типа с множеством вершин A, а H — дерево конечного типа с множе-
ством вершинB. Тогда частично коммутативныеR-алгебры Ли LR(A;G)
и LR(B;H) не являются универсально эквивалентными.

По графу G определяется граф G∗ и доказываются следующие кри-
терии.

Теорема 4.25. Пусть R — область целостности, G и H — деревья ко-
нечного типа с множествами вершин A и B, соответственно, причем
|A| > 2, |B| > 2. Частично коммутативные R-алгебры Ли LR(A;G)
и LR(B;H) универсально эквивалентны тогда и только тогда, когда
G∗ ' H∗.
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Теорема 4.29. Пусть R — область целостности, G и H — деревья бес-
конечного типа с множествами вершин A и B, соответственно. Частично
коммутативные R-алгебры Ли LR(A;G) и LR(B;H) универсально экви-
валентны тогда и только тогда, когда деревья G∗ и H∗ взаимно локально
вложимы.

Аналогичные теоремы получены для метабелевых алгебр Ли (4.9,
4.38–4.40) и для метабелевых групп (4.43–4.45).

Теорема 4.52 утверждает, что существуют две частично коммутатив-
ные метабелевы алгебры Ли, одна из которых определена деревом, а дру-
гая графом с циклами, универсальные теории которых совпадают. Таким
образом, для рассматриваемых алгебр имеет место ситуация, аналогич-
ная частично коммутативным метабелевым группам.

4. Доказаны критерии элементарной эквивалентности для частично
коммутативных и частично коммутативных метабелевых алгебр Ли (как
двуосновных систем). Приведем точную формулировку первой части од-
ной из теорем.

Теорема 5.6. Пусть F — произвольное поле, G и H — конечные неори-
ентированные графы без петель, с множествами вершин A и B, соот-
ветственно. Частично коммутативные алгебры Ли LF(A;G) и LF(B;H),
рассматриваемые как двуосновные алгебраические системы, элементар-
но эквивалентны тогда и только тогда, когда G ' H.

Интересен аналогичный критерий для колец Ли.
Теорема 5.12. Пусть G и H — произвольные конечные неориентиро-

ванные графы без петель, с множествами вершин A и B, соответственно.
Частично коммутативные кольца Ли LZ(A;G) и LZ(B;H), элементарно
эквивалентны тогда и только тогда, когда G ' H.

Теоремы 5.6 и 5.12 доказаны также для метабелевых алгебр и колец,
соответственно.

5. Пусть F алгебраически замкнутое поле характеристики ноль, для
которого существует алгоритм, проверяющий разрешимость произволь-
ной конечной системы линейных уравнений над F. Доказано, что суще-
ствует алгоритм для вычисления коммутаторной ширины произвольного
элемента g из производной мультиоднородной метабелевой алгебры Ли
над F (теоремы 6.11 и 6.12).

6. Получен новый критерий для примитивных систем элементов сво-
бодного метабелева кольца. А именно, доказана

Теорема 7.8. Система элементов свободного метабелевого конечно по-
рожденного кольцаMZ(A) примитивна тогда и только тогда, когда она
равномерно распределена на многообразии метабелевых колец Ли.
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Этот результат дополняет другой критерий примитивности си-
стем элементов указанного кольца (теорему 7.4), доказанный ранее
У.У.Умирбаевым для свободных метабелевых алгебр Ли над полем.

7. Найдены базисы Грёбнера — Ширшова для алгебры Онсагера (тео-
рема 8.3) и тетраэдной алгебры (теорема 8.4).

Таким образом, диссертация Порошенко Евгения Николаевича
” Строения и теории частично коммутативных и близких к ним алгебр
Ли” является работой, в которой на основании выполненных автором ис-
следований разработаны теоретические положения, совокупность кото-
рых можно квалифицировать как новое крупное достижение в развитии
соответствующего научного направления.

В связи с вышеизложенным считаю, что диссертация Порошенко
Евгения Николаевича ” Строения и теории частично коммутативных и
близких к ним алгебр Ли” удовлетворяет требованиям, предъявляемым
к докторским диссертациям, а ее автор заслуживает присуждения ему
ученой степени доктора физико-математических наук по специальности
01.01.06 — математическая логика, алгебра и теория чисел.

Научный консультант
Заслуженный работник высшей школы,
доктор физико-математических наук,
профессор Е.И.Тимошенко
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