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íàóê.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ è ðàçðàáîòêå áûñò-
ðûõ àëãîðèòìîâ ïîäñ÷¼òà òî÷åê è ïîëó÷åíèþ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðè-
âûõ.

Àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå øèðîêî èçó÷àëèñü íà ïðîòÿæåíèè âñåé èñ-
òîðèè ìàòåìàòèêè. Èõ èññëåäîâàíèÿ óõîäÿò êîðíÿìè åùå â äðåâíåãðå-
÷åñêèå âðåìåíà íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òîãäà êðèâûå åùå íå çàïèñûâàëèñü
óðàâíåíèÿìè. Îñíîâû ñîâðåìåííîãî ïîäõîäà ê ýòîé îáëàñòè áûëè çàëî-
æåíû òàêèìè ìàòåìàòèêàìè, êàê Ôåðìà è Ýéëåð, êîòîðûå ñâÿçûâàëè àë-
ãåáðàè÷åñêèå êðèâûå ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé ÷èñåë. Â äàëüíåéøåì ðàç-
âèòèå òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñâÿçàíî ñ èìåíàìè Ðèìàíà, Õàññå è
Âåéëÿ. Ñòàëî óäåëÿòüñÿ áîëüøå âíèìàíèÿ íà àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå íàä
êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Â 40-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ Õàññå è Âåéëü äàëè
îöåíêó ÷èñëà ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê äëÿ êðèâîé íàä êîíå÷íûì ïîëåì. Òåì
íå ìåíåå, èíòåðåñ ê ïîèñêó êðèâûõ ñî ìíîãèìè ðàöèîíàëüíûìè òî÷êà-
ìè îñòàâàëñÿ íåçíà÷èòåëüíûì âïëîòü äî 1980 ãîäà, êîãäà Ãîïïà íàøåë
âàæíûå ïðèëîæåíèÿ êðèâûõ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè â òåîðèè êîäèðîâà-
íèÿ. Ñ òåõ ïîð ìíîãèå ìàòåìàòèêè ïðîÿâèëè èíòåðåñ ê àëãåáðàè÷åñêèì
êðèâûì íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, è â ýòîé îáëàñòè âåäåòñÿ èíòåíñèâíàÿ
èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü.

Â ñåðåäèíå 70-õ ãîäîâ 20-ãî ñòîëåòèÿ Äèôôè è Õåëëìàí âûñêàçà-
ëè èäóùóþ îò Ìåðêëÿ èäåþ øèôðîâàíèÿ ñ îòêðûòûì êëþ÷åì. Òîãäà
æå îíè ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûé â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ ïðîòîêîë ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷à, íîñÿùèé èõ èìåíà. Â êà-
÷åñòâå ïëàòôîðìû äëÿ ýòîãî ïðîòîêîëà áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü
ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû êîíå÷íûõ ïîëåé. Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ñòîé-
êîñòü ïðîòîêîëà îñíîâûâàåòñÿ íà òðóäíîðàçðåøèìîé ïðîáëåìå âû÷èñëå-
íèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà.

Â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿëÿåòñÿ âàæ-
íîìó êëàññó ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ñ êàæäîé òàêîé êðèâîé ñâÿçûâàåòñÿ
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àáåëåâà ãðóïïà, êîòîðóþ ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ïëàòôîðìû äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ñèñòåì è ïðîòîêîëîâ. Èñïîëüçîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ â
êðèïòîãðàôèè áûëî íåçàâèñèìî ïðåäëîæåíî Íèëîì Êîáëèöåì è Âèêòî-
ðîì Ìèëëåðîì â 1985 ãîäó. Ïîÿâèëàñü ýëëèïòè÷åñêàÿ âåðñèÿ äèñêðåò-
íîãî ëîãàðèôìà è ýëëèïòè÷åñêèé àíàëîã ïðîòîêîëà Äèôôè-Õåëëìàíà,
èìåþùèå ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ îðèãèíàëàìè íà ïëàòôîð-
ìàõ êîíå÷íûõ ïîëåé. Âïîñëåäñòâèè ðàçëè÷íûå ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû è
ïðîòîêîëû áûëè çàôèêñèðîâàíû â êà÷åñòâå ñòàíäàðòîâ, â òîì ÷èñëå è â
Ðîññèè.

Ñïóñòÿ íåñêîëüêî ëåò çà ýòèì ïîñëåäîâàëî ïðåäëîæåíèå èñïîëüçîâàòü
ãðóïïû êëàññîâ äèâèçîðîâ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä êîíå÷íûì
ïîëåì. Ñòàëè àêòóàëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ýô-
ôåêòèâíîé ðåàëèçàöèåé ãðóïïîâîãî çàêîíà è íàõîæäåíèåì äèñêðåòíûõ
ëîãàðèôìîâ â ãðóïïàõ êëàññîâ äèâèçîðîâ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, òàê-
æå èçâåñòíûõ êàê ãðóïïû Ïèêàðà. Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå â êà÷åñòâå
ïëàòôîðì äëÿ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ âñå ÷àùå ñòàëè ïðåäëà-
ãàòüñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå. Â îñíîâå ýòèõ ïðèìèòèâîâ, êàê è â
ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, ëåæèò òðóäíîðàçðåøèìàÿ çàäà÷à âû÷èñ-
ëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòåí ñóáýêñïî-
íåíöèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ äàæå
íà êðèâûõ ìàëîãî ðîäà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìûé óðîâåíü áåçîïàñíîñòè ïðè
èñïîëüçîâàíèè ýòèõ ïðèìèòèâîâ äîñòèãàåòñÿ ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëü-
øèõ ïàðàìåòðàõ. Íàïðèìåð, îí òðåáóåò êëþ÷è ìåíüøèõ ðàçìåðîâ, ÷åì
ýòî íóæíî äëÿ êðèïòîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû RSA.

Â äàííîé ðàáîòå íàõîäÿòñÿ è ðàçðàáàòûâàþòñÿ áûñòðûå àëãîðèòìû
ïîäñ÷¼òà òî÷åê è íàõîäÿòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ êëàññà C ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä êîíå÷íûìè ïî-
ëÿìè, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè âèäà

y2 = x2g+1 + axg+1 + bx,

à òàêæå èõ ôàêòîð êðèâûõ ïî àâòîìîðôèçìàì è êðèâûõ ñ ãåîìåòðè÷å-
ñêè ðàçëîæèìûì ÿêîáèàíîì. Èìååòñÿ áîëüøàÿ ïîòðåáíîñòü â ïîñòðîåíèè
êðèâûõ ñ òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè. Â îäíèõ ñëó÷àÿõ (â ïðîòîêîëàõ,
îñíîâàííûõ íà òðóäíîðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî
ëîãàðèôìà) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîðÿäîê ãðóïïû êðèâîé äåëèëñÿ íà áîëü-
øîå ïðîñòîå ÷èñëî. Â äðóãèõ, íàïðîòèâ, íóæíî, ÷òîáû ïîðÿäîê ãðóïïû
èìåë òîëüêî íåáîëüøèå ïðîñòûå äåëèòåëè, õîòÿ è äîëæåí ñàì ïî ñåáå
áûòü áîëüøèì. Èçâåñòíûõ îöåíîê áûâàåò íåäîñòàòî÷íî, íóæíî âû÷èñ-
ëÿòü òî÷íûå ïîðÿäêè. Ýòà òåìàòèêà íåñîìíåííî àêòóàëüíà è âîñòðåáî-
âàíà â êðèïòîãðàôèè, îñíîâàííîé íà êðèâûõ. Îíà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
è ñàìà ïî ñåáå.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñëåäóþùèå:

1. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîäñ÷¼òà òî÷åê íà ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëîæè-
ìûõ ÿêîáèàíàõ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ïðîèçâîëüíîãî ðîäà,
îáîáùàþùèé ðåçóëüòàòû Ñàòî, Ãèåâèê è Âåðíî äëÿ ðîäà 2.

2. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîäñ÷¼òà òî÷åê äëÿ êðèâûõ èç êëàññà C.

3. Óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà Pm(x) è êðèâûõ
ñ àáñîëþòíî íåïðèâîäèìûì ÿêîáèàíîì, îáîáùàþùåå êëàññè÷åñêóþ
ñâÿçü ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ ìíîãî÷ëåíàìè Pp−1/i äëÿ i = 2, 3, 4, 6.

4. Ìåòîäû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî ñïèñêà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ (mod p) êðèâîé C è å¼ ôàêòîðêðèâûõ.

5. Ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëèçèðîâàííûå àëãîðèòìû è ìåòîäû ïîäñ÷¼òà
òî÷åê äëÿ êðèâûõ èç êëàññà C ðîäà g = 3, 4, èññëåäîâàíà ñëîæíîñòü
ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîâ.

Ïðè ýòîì ðåøàëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå êîíêðåòíûå çàäà÷è. Íàïðèìåð, äëÿ
ðåçóëüòàòà (1) ïîêàçàí àëãîðèòì ðàçáèåíèÿ ÿêîáèàíà, ïðåäúÿâëåí ìåòîä
íàõîæäåíèÿ òî÷íîé ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ, íàä êîòîðûì ðàçáèåíèå èìååò
ìåñòî, è óêàçàí âûâîä ÿâíûõ óðàâíåíèé êðèâûõ â ðàçáèåíèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:
1. Íîâûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ ÿêî-

áèàíà ïðîèçâîëüíîé êðèâîé èç êëàññà C è ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿâíûõ óðàâ-
íåíèé äëÿ ÿêîáèàíîâ êðèâûõ â ðàçëîæåíèè, òàêæå âû÷èñëåíèå òî÷íûõ
ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñøèðåíèé. Ýòîò ðåçóëüòàò ñóùåñòâåííî îáîá-
ùàåò è êëàññèôèöèðóåò ðåçóëüòàòû Òîïà, Ñìèòà, Ñàòî, Ïàóëþñ è ðÿäà
äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé.

2. Íîâûì ÿâëÿåòñÿ îáùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ êðèâûõ èç êëàññà C.

3. Âïåðâûå ïîëó÷åíû ïîëíûå ñïèñêè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ (mod p) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà p ≥ 3 íå äåëèò ðîä êðè-
âîé g, à òàêæå ñïèñêè âñåõ âîçìîæíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
(mod p) äëÿ êðèâûõ ðîäà 2 ≤ g ≤ 7 â âèäå âûðàæåíèé îò ìíîãî÷ëåíîâ
Ëåæàíäðà.

4. Ìíîãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà ñîïîñòàâëåíû êðèâûå ñ àáñîëþòíî ïðî-
ñòûìè ÿêîáèàíàìè, è ïðåäëîæåí ìåòîä äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà òî÷åê íà
îñíîâå äàííîãî ñîïîñòàâëåíèÿ.

3



5. Ïîëó÷åíû ñïåöèàëèçèðîâàííûå àëãîðèòìû äëÿ ðîäîâ g = 3 è g = 4
íà îñíîâå ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà è ðàçëîæåíèÿ ÿêîáèàíà ñ âåðîÿòíîñò-
íîé ýâðèñòè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ Õ(log4q) è Õ(log8(q), ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè
ñëîæíîñòè ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîæíîñòè îáùå-
ãî àëãîðèòìà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ:

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïèðàþòñÿ íà êëàññè÷åñêèå òåîðåìû òåîðèè
àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, êðèâûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè â öåëîì. Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì â ïîäñ÷¼òå òî÷åê íà êðèâîé êëàññà
C èãðàåò äçåòà ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ. Åå îñíîâíûå ñâîéñòâà � ðàöèîíàëüíîñòü, ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå è àíàëîã ãèïîòåçû Ðèìàíà � äîêàçàíû Âåéëåì, Äâîðêîì, Õàñ-
ñå, Äåëèíåì, Ñòåïàíîâûì è Áîìáüåðè. Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ðåçóëüòàòû
Òåéòà, Õîíäû, êîîðäèíàòû Ìàìôîðäà è äðóãèå ýëåìåíòû âûñîêîãî óðîâ-
íÿ. Àâòîð äåìîíñòðèðóåò ñâîå âëàäåíèå äàííîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé.
Îí ïðèìåíÿåò êàê èçâåñòíûå ìåòîäû, ðàçâèâàÿ èõ, òàê è ñâîè îðèãèíàëü-
íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ñëîæíûõ ïðîáëåì. Èñïîëüçîâàëèñü ÷àñòè÷íûå
ðåçóëüòàòû èç ðàáîò Òîïà, Ñìèòà, Ïàóëþñ, ìåòîä Êàíè-Ðîóçåíà, äàíî
îáîáùåíèå àëãîðèòìîâ Ñàòî, Ãèåâèê è Âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðîäà,
èñïîëüçîâàëñÿ è ïîëó÷èë ðàçâèòèå ìåòîä Êàðòüå-Ìàíèíà.

Ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ:

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå ïðèëî-
æåíèå â êðèïòîãðàôèè. Èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ,
äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî òî÷åê â ÿêîáèàíå äåëèòñÿ íà áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî,
òî åñòü íå ÿâëÿåòñÿ �ãëàäêèì� è ïîýòîìó íå ïîääàåòñÿ èçâåñòíûì ìåòîäàì
åãî âû÷èñëåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðîòîêîëû, îñíîâàííûå íà
òðóäíîðàçðåøèìîñòè äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà è ïîðÿäêà ãðóïïû. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû ìåòîäû ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü äëÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëîæè-
ìûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî èçîãåíèè. Ñëîæ-
íîñòü çàäà÷è ïîäñ÷¼òà òî÷åê ëåæèò â îñíîâå êðèïòîñèñòåì íà ãðóïïàõ ñ
íåèçâåñòíûì ïîðÿäêîì, ïîýòîìó ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü óÿçâèìîñòü ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì. Ïîñòðîåíû êîíêðåòíûå ïðèìåðû òàêèõ �ñëàáûõ�
êðèâûõ.

Âñå ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàíû è ïîëíî-
ñòüþ äîêàçàíû. Ðåçóëüòàòû èìåþò çíà÷åíèå êàê äëÿ òåîðèè àëãåáðàè÷å-
ñêèõ êðèâûõ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, òàê è äëÿ êðèïòîãðàôèè íà ýòèõ
êðèâûõ. Îíè òàêæå èìåþò ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì, òàê è äëÿ èõ àíàëèçà. Äèññåðòàöèÿ âûãëÿäèò
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çàâåðøåííûì òðóäîì. Îíà õîðîøî îôîðìëåíà, íàïèñàíà ÿñíûì ÿçûêîì,
äîñòàòî÷íî êîìïàêòíà. Ïóáëèêàöèè ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò ñîäåðæà-
íèþ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäû-
âàëèñü íà Ñèáèðñêîé íàó÷íîé øêîëå-ñåìèíàðå ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷à-
ñòèåì �Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü è êðèïòîãðàôèÿ (SIBECRYPT)�, íà
ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ â Íîâîé Çåëàíäèè, Ãåðìàíèè, íàó÷íûõ
ñåìèíàðàõ â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Èíñòèòóòå ïðîáëåì ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè èìåíè À. À. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ, Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñ.
Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, ÍÃÓ.

Êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ Ñ. À. Íîâîñåëîâà ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâó-
åò Ïîëîæåíèþ î ïîðÿäêå ïðèñóæäåíèÿ ó÷åíûõ ñòåïåíåé. À èìåííî: îíà
ÿâëÿåòñÿ íàó÷íî-êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòîé, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ ðå-
øåíèå íàó÷íîé çàäà÷è, èìåþùåé çíà÷åíèå äëÿ ðàçâèòèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé îòðàñëè çíàíèé.

Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîð
Ðîìàíüêîâ Âèòàëèé Àíàòîëüåâè÷,
ïðîôåññîð Îìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî
19.04.2022
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