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Введение

Актуальность темы исследования

Напомним, что группа X называется аппроксимируемой классом групп C отно-
сительно отношения θ, если для любых элементов и множеств элементов данной
группы, не состоящих в отношении θ, найдется гомоморфизм группы X на груп-
пу из класса C, при котором образы указанных элементов и множеств по-прежнему
не состоят в отношении θ. Если θ — это отношение вхождения элемента в задан-
ное подмножество Y , то говорят об отделимости (соответствующим классом групп)
подмножества Y . Аппроксимируемость классом всех конечных групп (относительно
любого отношения) принято называть финитной.

Хорошо известно, что если группа X конечно определена, то из ее финитной ап-
проксимируемости относительно θ следует разрешимость алгоритмической пробле-
мы, состоящей в определении того, находятся ли заданные элементы и подмноже-
ства группы X в отношении θ [43]. Именно это обстоятельство послужило причи-
ной для начала интенсивных и систематических исследований аппроксимационных
свойств групп, продолжающихся до сих пор. Однако, в настоящее время известен и це-
лый ряд других применений указанных свойств; некоторые из них описываются ниже.

Финитная аппроксимируемость (относительно равенства элементов) тесно свя-
зана с такими свойствами, как хопфовость и линейность [40], гиперболичность [116],
локальная разрешимость [154]. Из финитной аппроксимируемости конечно порож-
денной группы X следует финитная аппроксимируемость ее группы автоморфиз-
мов [56, 92]. Известные критерии финитной аппроксимируемости и описания конеч-
ных гомоморфных образов могут служить целям классификации групп и их под-
групп (см., например, [97,99,130,171,176]).

Аппроксимируемость конечными p-группами для всех p из некоторого бесконеч-
ного множества простых чисел означает упорядочиваемость [172] и, в некоторых слу-
чаях, нильпотентность [8, 55] группы. Почти аппроксимируемость групп конечными
p-группами (или даже конечными P-группами для некоторого множества P простых
чисел) может оказаться достаточной для доказательства финитной аппроксимиру-
емости свободной конструкции, построенной из этих групп, в то время как из од-
ной лишь финитной аппроксимируемости указанных групп аппроксимируемость кон-
струкции вывести не удается [9]. Известные необходимые и достаточные условия
аппроксимируемости конечными p-группами очень сильно упрощают исследования
нильпотентной аппроксимируемости конечно порожденных групп [2, 13, 28, 53, 143].
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Аппроксимируемость нильпотентными и разрешимыми группами имеет прило-
жения в теории многообразий и CW-комплексов [44, 75, 141, 157, 158], используется
при изучении групп кос, узлов и зацеплений [18,19,84–86]. Кроме того, аппроксими-
руемость нильпотентными группами без кручения является необходимым условием
аппроксимируемости свободными группами [155].

Финитная аппроксимируемость относительно сопряженности конечно порожден-
ной группы X в сочетании с некоторыми свойствами автоморфизмов этой груп-
пы обеспечивает финитную аппроксимируемость (относительно равенства) группы
внешних автоморфизмов OutX = AutX/ InnX [117]. Известен частичный аналог
данного утверждения для случая аппроксимируемости конечными p-группами [166].

Отделимость объединенных или связанных подгрупп почти всегда является од-
ним из необходимых и/или достаточных условий аппроксимируемости (относитель-
но равенства) свободных конструкций групп. Аналогичные взаимосвязи существуют
между аппроксимируемостью и отделимостью относительно сопряженности (послед-
няя обозначает аппроксимируемость относительно сопряженности элемента группы
с одним из элементов заданной подгруппы) [137,139].

Таким образом, свойства аппроксимируемости различными классами групп от-
носительно различных отношений существенно взаимосвязаны и обладают много-
численными применениями в математической логике, алгебре и геометрии.

Свободные конструкции групп (свободные, древесные и полигональные произве-
дения, HNN-расширения, фундаментальные группы графов групп и др.) естествен-
ным образом возникают в топологии и играют важную роль как в комбинаторной,
так и в геометрической теории групп, во-первых, выступая в качестве средства по-
строения новых групп с желаемыми свойствами и, во-вторых, обеспечивая возмож-
ность изучения заданной группы путем ее представления в виде конструкции, со-
ставленной из более просто устроенных или лучше изученных групп. Например, од-
ним из ключевых моментов в доказательстве почти аппроксимируемости конечными
p-группами групп 3-мерных многообразий является возможность описания структу-
ры последних в виде фундаментальных групп графов групп [81]. Поэтому изучение
аппроксимируемости свободных конструкций групп относительно различных отно-
шений составляет немаловажную часть исследований аппроксимационных свойств
групп в целом.

Цели, задачи и методы исследования

Цель работы состояла в развитии методов исследования аппроксимируемости
свободных конструкций групп различными, в первую очередь корневыми, классами
групп и получении с помощью этих методов конкретных необходимых и/или доста-
точных условий аппроксимируемости. Здесь имеет смысл напомнить, что согласно
одному из равносильных определений класс групп C называется корневым, если он
замкнут относительно взятия подгрупп, расширений и декартовых произведений ви-
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да
∏

y∈Y Xy, где X, Y ∈ C и Xy — изоморфная копия группы X для каждого y ∈ Y .
Легко видеть, что корневыми являются классы всех конечных групп, всех разреши-
мых групп, всех групп без кручения, конечных P-групп и периодических P-групп
конечного периода для любого непустого множества P простых чисел. Нетрудно по-
казать также, что пересечение любого числа корневых классов — снова корневой
класс. Таким образом, к числу корневых относятся многие аппроксимирующие клас-
сы групп, рассматриваемые в литературе. Классы нильпотентных и свободных групп,
тоже нередко фигурирующие в подобном качестве, корневыми не являются. Одна-
ко, аппроксимируемость классом Fp конечных p-групп для всякого простого числа p
служит необходимым условием аппроксимируемости свободными группами, а ниль-
потентная аппроксимируемость конечно порожденной группы равносильна аппрок-
симируемости объединением

⋃
pFp. Поэтому утверждения об аппроксимируемости

корневыми классами могут применяться и для доказательства аппроксимируемости
свободными и нильпотентными группами.

Вошедшие в диссертацию результаты являются частью более обширной про-
граммы исследований, подразумевающей изучение применительно к свободным кон-
струкциям групп следующих аппроксимационных свойств:

1 (1). Аппроксимируемость корневыми классами групп относительно равенства.
2 (2). Отделимость корневыми классами групп циклических (а также, вероятно,

конечно порожденных абелевых) подгрупп.
3 (2). Нильпотентная аппроксимируемость.
4 (2). Аппроксимируемость корневыми классами групп относительно сопряжен-

ности.
5 (3). Отделимость корневыми классами групп циклических (а также, вероятно,

конечно порожденных абелевых) подгрупп относительно сопряженности.
6 (3). Нильпотентная аппроксимируемость относительно сопряженности.
Каждое свойство в этом перечне имеет вес, указанный в скобках после номера.

Аппроксимационные свойства с одинаковыми весами могут рассматриваться одно-
временно и независимо друг от друга, в то время как для исследования свойства
с бо́льшим весом требуется определенный задел в изучении свойства с меньшим.
Необходимость такого задела объясняется следующими соображениями.

Аппроксимируемость группы равносильна отделимости ее единичной подгруп-
пы. Кроме того, методы исследования отделимости циклических подгрупп в свобод-
ных конструкциях групп очень похожи на те, что используются для изучения ап-
проксимируемости; все они применяются при одних и тех же условиях. Поэтому от-
делимость подгрупп обычно рассматривают в группах, аппроксимируемость которых
уже известна. Взаимный порядок аппроксимируемости относительно сопряженности
и аппроксимируемости относительно равенства еще более однозначен: из первой сле-
дует вторая. Выбор места для нильпотентной аппроксимируемости объясняется тем,
что для ее исследования предполагается использовать имеющиеся результаты об ап-
проксимируемости той же группы корневыми классами групп.

6



В приведенном выше перечне отсутствуют свойства произвольных конечно по-
рожденных подгрупп. Это связано с тем, что бо́льшая часть известных результа-
тов об отделимости таких подгрупп получена с помощью геометрических методов,
достаточно далеко отстоящих от алгебраического подхода, который в описываемой
программе исследований предполагается применять для изучения остальных аппрок-
симационных свойств.

Настоящая диссертация имеет отношение к первому, третьему, четвертому и, от-
части, второму из перечисленных выше свойств. Основными ее задачами являлись

– совершенствование и применение методов изучения аппроксимируемости от-
носительно равенства корневыми классами групп свободных конструкций групп;

– использование доказанных утверждений для исследования свойства нильпо-
тентной аппроксимируемости;

– получение базовых результатов об аппроксимируемости свободных конструк-
ций групп корневыми классами относительно сопряженности.

Кроме этого, ставилась задача изучения свойства отделимости подгрупп в абе-
левых, нильпотентных и разрешимых группах. Ее решение необходимо как для уточ-
нения полученных условий аппроксимируемости свободных конструкций групп, так
и в качестве задела для исследования отделимости подгрупп указанных конструкций.

Перечисленные задачи с самого начала предполагалось решать путем усовер-
шенствования алгебраических методов исследования аппроксимируемости свобод-
ных конструкций групп (относительно равенства и сопряженности) и их примене-
ния совместно с классическими методами комбинаторной теории групп (такими как
преобразования Тице, метод Рейдемейстера–Шрайера и др.). Помимо этого, в на-
стоящей диссертации используются некоторые свойства абелевых и нильпотентных
групп, описания подгрупп свободных конструкций групп, ряд сведений о строении
обобщенных групп Баумслага–Солитэра и отдельные факты из элементарной теории
графов.

Степень разработанности темы исследования

Если говорить об аппроксимационных свойствах групп в целом, то можно заме-
тить, что существует основной набор таких свойств, который изучается уже около
50 лет и интерес к которому пока не ослабевает. Выглядит он следующим образом.

1. Аппроксимируемость относительно равенства
– конечными группами;
– конечными p-группами;
– нильпотентными группами;
– разрешимыми группами;
– свободными группами.

2. Финитная аппроксимируемость относительно сопряженности.
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3. Финитная отделимость подгрупп (как правило, определенного типа, напри-
мер, циклических, абелевых или конечно порожденных), а также двойных смежных
классов.

Количественное представление о существующем на момент написания диссерта-
ции интересе к свойствам из данного набора можно составить, анализируя статьи со-
ответствующей тематики, опубликованные за предшествующие 5 лет. Как и следова-
ло ожидать, более 20% из них посвящены изучению финитной аппроксимируемости.
Второй по частоте встречаемости за тот же период оказалась финитная отделимость
конечно порожденных подгрупп (около 15%). Каждому из остальных свойств соот-
ветствует примерно 5% статей. Среди групп и теоретико-групповых конструкций,
для которых исследовались аппроксимационные свойства, чаще всего фигурирова-
ли обобщенные свободные произведения и HNN-расширения, группы многообразий,
а также группы кос, узлов и зацеплений.

Отложив на время более подробное рассмотрение описанного выше набора, за-
метим, что он постепенно расширяется за счет естественных аналогов и обобщений
входящих в него свойств. Так, например, в 90-х годах в связи с интенсивным изуче-
нием (применительно к свободным конструкциям групп) аппроксимируемости клас-
сомFp всех конечных p-групп и финитной аппроксимируемости относительно сопря-
женности в литературе стали использоваться понятия Fp-отделимой и сопряженно
финитно отделимой подгруппы.

Сопряженная финитная отделимость всех конечно порожденных подгрупп была
установлена в [45] для свободных и сверхразрешимых групп; первый из этих резуль-
татов обобщается в [173], где доказано, что аналогичным свойством обладают ко-
нечные расширения свободных групп, предельные (limit) группы, группы Линдона
и некоторые группы с одним определяющим соотношением. Сопряженная финитная
отделимость всех циклических подгрупп некоторых обобщенных свободных произ-
ведений и HNN-расширений рассматривается в [186] и [150] соответственно.

Исследованию свойства Fp-отделимости конечно порожденных подгрупп в абсо-
лютно свободных и свободных метабелевых группах посвящены статьи [17,83]. Fp-от-
делимость циклических подгрупп свободных конструкций групп изучалась автором
диссертации в [57,60,95,183,184]. Эти исследования (а именно, статья [95]), по-види-
мому, оказали определенное влияние на работу [94], которая содержит законченное
исследование Fp-отделимости циклических подгрупп графовых произведений групп
(graph products of groups).

Еще одним аппроксимационным свойством, интерес к которому возрос в послед-
нее время, является Fp-аппроксимируемость относительно сопряженности. Сразу же
отметим, что в работах [111,160,173] вместо или в дополнение к классу Fp рассмат-
ривается произвольный корневой класс R, состоящий из конечных групп и замкну-
тый относительно взятия фактор-групп (или, что то же самое, многообразие конеч-
ных групп, замкнутое относительно взятия расширений). В [166], [188], [160] и [190]
изучается Fp-аппроксимируемость относительно сопряженности групп поверхностей,
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прямоугольных групп Артина (right-angled Artin groups), подпрямых произведений
и фундаментальных групп некоторых многообразий соответственно. В [111] и [160]
исследуется R-аппроксимируемость относительно сопряженности графовых произ-
ведений групп и подпрямых произведений. Наконец, в [173] доказано, что в произ-
вольном расширении свободной группы при помощи R-группы все конечно порож-
денные подгруппы сопряженно R-отделимы. Отметим, что Fp-аппроксимируемость
относительно сопряженности свободных групп была установлена еще в 1971 году [54].
На протяжении следующих 40 лет указанное свойство рассматривалось, по-видимо-
му, только в работах [20,28–31,50], где указаны критерии Fp-аппроксимируемости от-
носительно сопряженности для конечно порожденных нильпотентных групп, групп
Баумслага–Солитэра и некоторых обобщенных свободных произведений двух групп.

Исследование финитной аппроксимируемости относительно сопряженности при-
вело к появлению в последние два десятилетия большого количества результатов
о финитной аппроксимируемости (относительно равенства) групп внешних автомор-
физмов. Все они получены при помощи теоремы 1 из [117], согласно которой группа
OutX финитно аппроксимируема, если группа X финитно аппроксимируема относи-
тельно сопряженности и удовлетворяет свойству A: всякий автоморфизм группы X,
переводящий классы сопряженных элементов в себя, является внутренним. Послед-
ние результаты такого типа содержатся в [79,112,140]. Интересно отметить, что если
группа X Fp-аппроксимируема относительно сопряженности, то группа OutX ока-
зывается не просто финитно аппроксимируемой, а почти Fp-аппроксимируемой [166].
Поэтому исследование Fp-аппроксимируемости относительно сопряженности приме-
нительно к группам, для которых ранее было доказано свойство A, будет немедлен-
но приводить к уточнению имеющихся сведений о финитной аппроксимируемости
их групп внешних автоморфизмов. Первые примеры таких результатов содержатся
в [112,166,188].

Возвращаясь к приведенному выше основному набору, отметим, что описание
всех известных утверждений, касающихся входящих в него свойств, могло бы со-
ставить содержание отдельного исследования. Поэтому далее ограничимся рассмот-
рением аппроксимируемости относительно равенства свободных конструкций групп:
области, к которой относится бо́льшая часть результатов настоящей диссертации.

Вопрос о том, при каких условиях заданная конструкция аппроксимируется каж-
дым из интересующих нас классов групп, полностью исследован лишь для (обыч-
ного) свободного произведения групп. А именно, для такого произведения получе-
ны критерии аппроксимируемости произвольным корневым классом групп [16, 118],
нильпотентными группами [41,149] и свободными группами [87]. Аппроксимационные
свойства более сложно устроенных свободных конструкций: свободного произведения
групп с объединенной подгруппой, древесного и полигонального произведений, HNN-
расширения, фундаментальной группы графа групп — удается исследовать, лишь
накладывая различные дополнительные ограничения на входящие в состав этих кон-
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струкций группы и объединенные или связанные подгруппы. Для групп таким огра-
ничением чаще всего служит принадлежность к классу абелевых, нильпотентных,
разрешимых или свободных групп, для подгрупп — конечность, цикличность, цен-
тральность или нормальность. С учетом необычайного разнообразия формулировок
уже доказанных утверждений логично предположить, что для перечисленных кон-
струкций никогда не будут получены критерии, столь же простые и универсальные,
как для свободного произведения групп. Скорее всего, их исследование будет ид-
ти по пути постепенного расширения списка групп, которые можно использовать
для построения конструкции, и ослабления накладываемых на эти группы и их под-
группы ограничений.

Среди аппроксимационных свойств свободных конструкций групп наибольший
интерес всегда вызывала финитная аппроксимируемость. Вследствие высокой сте-
пени разработанности данной тематики темпы ее изучения постепенно снижают-
ся. Из последних результатов, обобщающих значительное число доказанных ранее
утверждений, следует отметить

– критерии финитной аппроксимируемости HNN-расширения с центральными
связанными подгруппами [47] и тубулярной (tubular) группы [122];

– достаточные условия финитной аппроксимируемости нисходящих HNN-рас-
ширений свободных и конечно порожденных линейных групп [96];

– цикл статей о финитной аппроксимируемости обобщенных свободных про-
изведений и HNN-расширений разрешимых групп и групп конечного общего ран-
га [4–7,9, 10].

Кроме этого, имеет смысл упомянуть результаты о финитной аппроксимируе-
мости

– HNN-расширений с циклическими связанными подгруппами, нормальными
в базовой группе [193];

– автоморфно индуцированных HNN-расширений [152,153];
– полигональных произведений свободных групп [134];
– некоторых древесных произведений групп [156,194].
Вторым по частоте рассмотрения в литературе является свойство аппроксими-

руемости классом Fp конечных p-групп. В 90-х — 2000-х годах с помощью крите-
рия Fp-аппроксимируемости обобщенного свободного произведения двух конечных
групп [121] и аналога фильтрационной методики из [93] было получено достаточно
много результатов об Fp-аппроксимируемости обобщенных свободных и древесных
произведений [2,3,12,38,57,95,107,135,136,138,195]. Критерии Fp-аппроксимируемо-
сти HNN-расширения конечной группы были найдены в [46,80,170] и сформулирова-
ны в различных терминах. В [48,49] получены также критерии Fp-аппроксимируемо-
сти HNN-расширения произвольной группы с конечно порожденными центральными
связанными подгруппами и HNN-расширения конечно порожденной нильпотентной
группы с конечными связанными подгруппами. В [81, 189] некоторые из описанных
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выше результатов были распространены на фундаментальные группы произвольных
графов групп.

В 2010-х годах Fp-аппроксимируемость свободных конструкций групп практи-
чески не исследовалась. Ей на смену пришла аппроксимируемость классом FP всех
конечных P-групп, где P — непустое множество простых чисел. Ряд результатов
об FP-аппроксимируемости обобщенных свободных произведений и HNN-расшире-
ний был получен в [10, 11, 63, 64, 68] и [20, 32, 52, 66] соответственно. К настоящему
времени многие из них обобщены на случай произвольного корневого класса групп.
В [108] доказан критерий FP-аппроксимируемости обобщенной группы Баумслага–
Солитэра.

Если не учитывать результаты об аппроксимируемости конечными p-группами
и произвольными корневыми классами групп, то можно без труда перечислить ста-
тьи, где рассматривалась аппроксимируемость свободных конструкций групп разре-
шимыми или нильпотентными группами (все они упомянуты ниже). Ряд утвержде-
ний об аппроксимируемости обобщенного свободного произведения указанными клас-
сами групп доказан в [2, 82, 123–125] и [2, 26–28, 146] соответственно. Единственным
результатом об аппроксимируемости разрешимыми группами конструкции HNN-рас-
ширения является теорема 1.1 из [169], согласно которой данным классом аппрок-
симируется произвольное HNN-расширение конечно порожденной абелевой группы.
Критерии нильпотентной аппроксимируемости для HNN-расширений конечной и ко-
нечно порожденной абелевой группы приводятся в [170]. В [189] первый из них
распространен на фундаментальные группы произвольных графов конечных групп.

При изучении аппроксимируемости свободными группами наряду с классом RΦ

групп, обладающих этим свойством, обычно рассматривается и класс FRΦ (fully
residually free-групп), принадлежность которому группы X означает, что для лю-
бого своего конечного подмножества Y она обладает гомоморфизмом на свобод-
ную группу, действующим инъективно на Y . Аппроксимируемость свободных кон-
струкций групп свободными группами исследовалась, по-видимому, лишь в [87–89,
91, 168, 191]. Вместе с тем, за последние 25 лет было получено множество результа-
тов о строении и свойствах (включая проблему изоморфизма) конечно порожденных
RΦ- и FRΦ-групп (см., в частности, [98,101,128,129,142,159,178]). Вероятно, в неко-
торых конкретных случаях этих результатов может оказаться достаточно для того,
чтобы ответить на вопрос, принадлежит ли заданная конечно порожденная группа,
представимая в виде той или иной свободной конструкции, классу RΦ или FRΦ.

Начало систематическому исследованию аппроксимируемости свободных кон-
струкций групп произвольными корневыми классами положила статья [16], где уста-
новлено, в частности, что каждая свободная группа аппроксимируется любым кор-
невым классом групп. После этого была в той или иной степени изучена аппрокси-
мируемость корневыми классами следующих свободных конструкций:

– свободного произведения двух групп с нормальными объединенными подгруп-
пами [15,65,70,209];
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– HNN-расширения с совпадающими связанными подгруппами [69,187];
– HNN-расширения с центральными связанными подгруппами при условии, что

базовая группа принадлежит аппроксимирующему классу или связанные подгруппы
конечны [22];

– свободного произведения двух групп с объединенной подгруппой, являющейся
ретрактом хотя бы в одном из свободных множителей [61];

– древесного произведения, реберные подгруппы которого служат ретрактами
в содержащих их вершинных группах [15,67,72];

– автоморфно индуцированного HNN-расширения с циклическими связанными
подгруппами [73].

Полученные результаты и некоторые технические приемы, наработанные при
их доказательстве, позволили установить критерии аппроксимируемости корневыми
классами для

– групп Баумслага–Солитэра [71];
– групп Артина и групп Коксетера с древесной структурой [72].

Подводя итог данному обзору и оценивая место и перспективы исследований
аппроксимируемости свободных конструкций произвольными корневыми классами
групп, можно сделать следующие выводы.

1. К настоящему времени все наиболее естественные ограничения, которые мож-
но было бы наложить на объединенные или связанные подгруппы, по-видимому, уже
рассмотрены. Поэтому, как правило, новые результаты о финитной аппроксимиру-
емости свободных конструкций групп получаются двумя путями. Первый из них
состоит в рассмотрении (относительно) простых конструкций (обобщенных свобод-
ных произведений и HNN-расширений), в состав которых входят новые, более сложно
устроенные группы. Это направление исследований реализовано, например, в упомя-
нутых выше работах [4–7, 9, 10]. Поскольку для вновь рассматриваемых групп усло-
вия аппроксимируемости произвольным корневым классом, скорее всего, неизвест-
ны, рассматривать аппроксимируемость такими классами вместо финитной в данном
случае невозможно.

Второй путь — прямо противоположный: сложные конструкции строятся из про-
стых, иногда совсем примитивных групп. Это направление тоже является весьма
перспективным, поскольку ряд известных групп получается именно таким спосо-
бом. В качестве примеров можно привести обобщенные группы Баумслага–Солитэра
(представляющие собой фундаментальные группы конечных графов групп с беско-
нечными циклическими вершинными и реберными группами), тубулярные группы
(отличающиеся от обобщенных групп Баумслага–Солитэра тем, что вершинные груп-
пы являются свободными абелевыми ранга 2), группы Артина с древесной структу-
рой (древесные произведения с циклическими реберными подгруппами, в которых
каждая вершинная группа — это либо обобщенное свободное произведение двух бес-
конечных циклических групп, либо HNN-расширение бесконечной циклической груп-
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пы). Для таких групп изучение аппроксимируемости сразу произвольными корневы-
ми классами групп выглядит более реалистично и позволяет получить значительно
больше результатов ценой незначительных дополнительных усилий.

2. Исследования аппроксимируемости свободных конструкций нильпотентными,
разрешимыми, свободными и конечными p-группами находятся в состоянии стагна-
ции. В первых трех случаях это связано с отсутствием подходящих методов, в чет-
вертом — с большими техническими трудностями, возникающими при использовании
фильтрационной методики в сочетании с критериями из [46, 121] (особенно при рас-
смотрении древесных произведений и фундаментальных групп графов групп). Изу-
чение аппроксимируемости произвольными корневыми классами уже сейчас ожив-
ляет это направление, причем с технической точки зрения предлагаемый подход ока-
зывается проще, чем упомянутые выше традиционные исследования аппроксимиру-
емости конечными p-группами.

Основные результаты диссертации, выносимые на защиту

Одним из основных методов исследования аппроксимационных свойств свобод-
ных конструкций групп служит фильтрационный подход Г. Баумслага, долгое время
применявшийся для изучения аппроксимируемости указанных конструкций классом
всех конечных групп и некоторыми его подклассами. Наиболее важным результатом
настоящей диссертации является выполненное в главе 2 обобщение данного метода
на случай произвольного корневого аппроксимирующего класса и фундаментальной
группы любого графа групп. Как отмечено ниже, предложенное обобщение упроща-
ет изучение аппроксимируемости свободных конструкций групп и позволяет дока-
зывать сразу несколько утверждений вместо одного. Подтверждением этому служат
полученные в главах 3–5 результаты об аппроксимируемости корневыми классами
фундаментальных групп различных графов групп с центральными реберными под-
группами. Для их доказательства используются еще два вспомогательных метода,
также входящие в число основных результатов диссертации. Первый из них опира-
ется на свойства определяемых в главе 3 конструкций обобщенного прямого и обоб-
щенного свободного произведений, ассоциированных с графом групп, и применяется
для построения гомоморфизма фундаментальной группы графа групп на группу
из аппроксимирующего класса, действующего инъективно на всех вершинных груп-
пах (отыскание таких гомоморфизмов является одной из наиболее сложных задач,
возникающих при использовании фильтрационного подхода). Второй метод служит
обобщением на случай произвольного корневого аппроксимирующего класса групп,
замкнутого относительно взятия фактор-групп, метода спуска и подъема совмести-
мых подгрупп, изначально предложенного Д. И. Молдаванским для исследования
аппроксимируемости HNN-расширений с центральными связанными подгруппами
классами всех конечных и конечных p-групп. В главе 4 он применяется для сведе́ния
задачи изучения аппроксимируемости рассматриваемых HNN-расширений к анало-
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гичной задаче для расщепляемых расширений групп, являющейся в общем случае
более простой.

С помощью перечисленных методов в диссертации получены
– критерий аппроксимируемости произвольным корневым классом фундамен-

тальной группы графа изоморфных групп (теорема 2.4.3);
– достаточные условия аппроксимируемости корневыми классами фундамен-

тальных групп графов групп с центральными реберными подгруппами при условии,
что указанные подгруппы в каждой вершинной группе пересекаются тривиально
или граф содержит не более одного простого цикла (теоремы 3.3.1, 3.3.2, 3.3.5, 3.3.6);

– достаточные условия аппроксимируемости корневыми классами HNN-расши-
рений с центральными связанными подгруппами (теоремы 4.1.1–4.1.3);

– критерий аппроксимируемости корневым классом групп, замкнутым относи-
тельно взятия фактор-групп, HNN-расширения с центральными циклическими свя-
занными подгруппами (теоремы 4.1.6–4.1.9);

– критерий аппроксимируемости обобщенной группы Баумслага–Солитэра кор-
невым классом, состоящим из периодических групп, и достаточное условие аппрокси-
мируемости той же группы корневым классом, содержащим непериодические группы
(теоремы 5.2.2, 5.2.3).

К числу основных результатов диссертации относятся также
– равносильные определения и некоторые другие свойства корневых классов

групп (§ 1.4);
– описания подгрупп, отделимых корневым классом, состоящим из периодиче-

ских групп, в абелевых, нильпотентных и разрешимых группах определенного вида,
а также в группах, аппроксимируемых нильпотентными и разрешимыми группами
такого же вида (§§ 6.2, 6.3);

– критерии аппроксимируемости относительно сопряженности корневым клас-
сом C, состоящим из конечных групп, расширения свободной группы при помощи
C-группы и фундаментальной группы конечного графа групп с конечными реберны-
ми подгруппами (теоремы 7.1.1, 7.1.3);

– критерии аппроксимируемости обобщенных групп Баумслага–Солитэра клас-
сами всех нильпотентных групп, нильпотентных групп без кручения и свободных
групп (теоремы 8.1.3, 8.1.4).

Научная новизна, теоретическая и практическая значимость работы

Диссертация носит теоретический характер. Существенной ее особенностью яв-
ляется изучение аппроксимируемости не каким-то одним конкретным классом групп,
а сразу целым семейством классов, удовлетворяющих определенному набору усло-
вий. Понятно, что данный подход позволяет сэкономить усилия, доказывая «за раз»
несколько утверждений вместо одного. Более важно, однако, то, что он обладает сле-
дующими двумя преимуществами.
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1. Благодаря фиксированному набору условий, предъявляемых к аппроксими-
рующим классам групп, получаемые результаты хорошо стыкуются друг с другом
и позволяют постепенно продвигаться в направлении усложнения рассматриваемых
конструкций и ослабления ограничений, накладываемых на группы, из которых они
построены. Если в начале исследований аппроксимируемости произвольными корне-
выми классами речь шла в основном об уточнении и обобщении известных фактов,
то теперь накопленный багаж позволяет доказывать, в том числе, и новые утвержде-
ния о финитной аппроксимируемости групп.

2. Наличие для одной и той же группы сведений о ее аппроксимируемости клас-
сами групп из достаточно представительного семейства дает возможность «зажать»
очередной аппроксимирующий класс между двумя другими, для которых необходи-
мые и/или достаточные условия аппроксимируемости уже известны. Это позволяет
либо сразу получить результат об аппроксимируемости новым классом, либо очень
существенно сократить число рассматриваемых случаев.

Если сравнивать методы исследования аппроксимируемости произвольными кор-
невыми классами с доказательствами известных утверждений об аппроксимируемо-
сти конкретными классами групп, то следует признать, что при изучении свойства
финитной аппроксимируемости они не дают заметного ускорения или упрощения.
Гораздо лучше обстоит дело с аппроксимируемостью конечными p-группами. Обыч-
но при исследовании этого свойства применяют критерий Г. Хигмена [121] и другие
аналогичные результаты, вызывающие значительные трудности технического харак-
тера в случае древесных произведений и более сложно устроенных фундаментальных
групп графов групп. Для таких конструкций использование лишь свойств, которыми
обладают все корневые классы, приводит не к уменьшению, а, напротив, к увеличе-
нию числа получающихся результатов за счет упрощения необходимых для их дока-
зательства рассуждений. По похожим причинам еще большего продвижения удается
достигнуть при изучении аппроксимируемости разрешимыми группами. Как уже бы-
ло отмечено выше, несмотря на наличие отдельных утверждений, достаточно универ-
сальных методов исследования указанного свойства применительно к свободным кон-
струкциям групп не существует. По-видимому, это связано с тем, что наиболее извест-
ные характеристики разрешимых групп (такие, как наличие нормальных рядов с абе-
левыми факторами и т. п.) мало что дают при подобных исследованиях. Использова-
ние вместо них свойств, присущих всем корневым классам, оказывается более про-
дуктивным и приводит к кратному увеличению числа результатов в данной области.

Настоящая диссертация развивает описанные выше идеи, распространяя методы
исследования аппроксимируемости корневыми классами на фундаментальные груп-
пы произвольных графов групп. Экономия усилий, о которой шла речь выше, стано-
вится еще большей за счет использования введенного в главе 2 понятия допустимой
системы совместимых подгрупп. Оно упрощает применение имеющихся результатов
в случае изменения ограничений, которым должна удовлетворять свободная кон-
струкция (подробнее об этом написано в § 2.1).
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Новыми утверждениями о финитной аппроксимируемости групп служат полу-
ченные в главе 3 достаточные условия аппроксимируемости корневыми классами
фундаментальных групп графов групп с тривиально пересекающимися центральны-
ми реберными подгруппами. Эти же теоремы, а также ряд доказанных в главе 4
критериев аппроксимируемости HNN-расширений с центральными связанными под-
группами дают неизвестные ранее условия аппроксимируемости конечными p-груп-
пами, где p — простое число. Что же касается аппроксимируемости классом всех
разрешимых групп и различными его подклассами, то здесь новые результаты до-
ставляют практически все доказанные в диссертации утверждения об аппроксими-
руемости корневыми классами групп.

Упомянутый выше подход, состоящий в окружении аппроксимирующего клас-
са двумя другими, применяется, во-первых, в § 6.4 для снятия с указанного клас-
са требования замкнутости относительно взятия фактор-групп и, во-вторых, в гла-
ве 8 для получения критерия нильпотентной аппроксимируемости обобщенной груп-
пы Баумслага–Солитэра. Последний пример особенно важен, так как показывает
возможный путь исследования нильпотентной аппроксимируемости свободных кон-
струкций групп на основе известных утверждений об аппроксимируемости тех же
конструкций корневыми классами групп.

Таким образом, в диссертации развиваются новые, более универсальные и в ря-
де случаев более продуктивные методы исследования аппроксимационных свойств
свободных конструкций групп. Получаемые с их помощью конкретные научные ре-
зультаты могут найти свое применение в теории групп и связанных с ней разделах
математики.

Описание и взаимосвязь глав диссертации

Первая из 8 глав диссертации является вводной, и характер ее содержимого су-
щественным образом меняется от параграфа к параграфу. В § 1.1 приводятся опре-
деления и необходимые далее свойства конструкций свободного произведения групп
с объединенной подгруппой и HNN-расширения. Все утверждения этого параграфа
сформулированы без доказательств, поскольку два из них являются непосредствен-
ными следствиями теорем из [102] о строении подгрупп указанных конструкций,
а остальные могут быть найдены практически в любой монографии по комбина-
торной теории групп (см., например, [37,51]).

Параграфы 1.2 и 1.3 посвящены фундаментальным группам графов групп и ап-
проксимационным свойствам соответственно. Содержащиеся в них утверждения, по-
видимому, известны, но найти их опубликованными в точности в той формулировке,
которая требуется для последующих рассуждений, может быть затруднительно. По-
этому большинство предложений в указанных параграфах даны с доказательствами.
Следует также отметить, что введенные в § 1.3 и особенно в § 1.2 обозначения ис-
пользуются до конца работы.
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Содержание § 1.4 относится к основным результатам диссертации. В нем указаны
равносильные определения корневого класса и описаны некоторые семейства групп,
заведомо принадлежащих заданному корневому классу. В конце § 1.4 сформулиро-
ваны два соглашения относительно рассматриваемых корневых классов и графов
групп, которые действуют во всей оставшейся части диссертации.

Основной целью главы 2 является распространение фильтрационного метода
Г. Баумслага на случай произвольного корневого аппроксимирующего класса групп C
и доказательство двух условий общего характера, достаточных для аппроксими-
руемости таким классом фундаментальной группы G произвольного графа групп.
В настоящей диссертации используются два способа проверки C-аппроксимируемо-
сти группы G. Первый из них описывается в § 2.2 и состоит в отыскании гомомор-
физма указанной группы на группу из класса C, действующего инъективно на всех
реберных подгруппах. Второй способ заключается в том, чтобы аппроксимировать
группу G не непосредственно C-группами, а фундаментальными группами графов
групп, C-аппроксимируемость которых установлена первым способом. Именно такая
двухступенчатая схема и составляет суть фильтрационного метода. Более формаль-
но она описана в § 2.1, а реализующее ее достаточное условие доказано в § 2.3.

Понятно, что первый способ применим лишь в случае, когда все реберные под-
группы группы G принадлежат классу C. Второй способ свободен от данного требо-
вания, но для его использования на граф групп и вершинные группы обычно прихо-
дится накладывать более жесткие ограничения. Иллюстрацией этому могут служить
теоремы 3.3.1, 3.3.2 и 3.3.5, 3.3.6 из главы 3, первая пара которых получена первым
способом, а вторая — вторым.

В §§ 2.5–2.7 исследуется вопрос о необходимости достаточных условий, дока-
занных в §§ 2.2 и 2.3. В § 2.4 второе из этих условий применяется для отыскания
критерия аппроксимируемости корневыми классами фундаментальной группы гра-
фа изоморфных групп. Последняя конструкция достаточно искусственна, но неред-
ко применяется для построения различных контрпримеров. В таком качестве она
используется и в § 2.5.

Отметим, что даже если некая изучаемая группа конечно определена, ее стро-
ение может описываться при помощи фундаментальных групп бесконечных графов
групп (например, нормальное замыкание базы HNN-расширения представляет со-
бой древесное произведение бесконечного числа изоморфных копий базовой груп-
пы). Поэтому в главах 2 и 3 были предприняты усилия к тому, чтобы всюду, где
это возможно, избежать требования конечности рассматриваемого графа, несмотря
на определенное усложнение условий и доказательств ряда утверждений.

В главе 3 описанные выше результаты применяются для изучения аппрокси-
мируемости корневым классом C фундаментальной группы G графа групп с цен-
тральными реберными подгруппами. Для реализации первого из описанных выше
способов доказательства C-аппроксимируемости группы G в § 3.1 вводится в рассмот-
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рение конструкция обобщенного прямого произведения, ассоциированного с графом
групп. В простейших случаях такое произведение является естественным гомоморф-
ным образом группы G и принадлежит классу C, а отображающий на него группу G

гомоморфизм действует инъективно на всех реберных подгруппах, что позволяет
сразу же применить достаточное условие из § 2.2. Эта идея допускает определенное
развитие, но ее использование ограничивается условиями, при которых обобщенное
прямое произведение существует (т. е., в частности, обладает свойством вложимо-
сти в него всех вершинных групп). Два таких условия указаны в § 3.2, и именно они
определяют те требования, которым должен удовлетворять граф групп в остальной
части главы 3.

Новые результаты об аппроксимируемости группы G сформулированы в § 3.3.
Как уже было отмечено выше, теоремы 3.3.1 и 3.3.2 доказаны первым способом, ко-
торый в данном случае опирается на свойства обобщенных прямых произведений
групп. Теоремы 3.3.5 и 3.3.6 получаются вторым способом, а именно, путем сов-
местного использования необходимых и достаточных условий из §§ 2.3, 2.7 и тео-
рем 3.3.1, 3.3.2. В перечисленных утверждениях предполагается, что граф групп,
задающий группу G, является деревом или в каждой его вершинной группе все ре-
берные подгруппы порождают их прямое произведение (и, стало быть, попарно не пе-
ресекаются). Теоремы 3.3.1 и 3.3.2 допускают также ситуацию, когда граф имеет
в точности один простой цикл, но в аппроксимирующий класс при этом обязательно
должны входить непериодические группы.

Неисследованным в главе 3 остается случай, когда граф групп содержит циклы
и не удовлетворяет свойству тривиальности пересечения реберных подгрупп. Фунда-
ментальная группа G простейшего графа групп указанного вида представляет собой
HNN-расширение с центральными связанными подгруппами, и изучению аппрокси-
мируемости таких HNN-расширений посвящена глава 4. Все основные результаты
данной главы сформулированы в § 4.1 и образуют две группы. В первую из них
входят теоремы 4.1.1–4.1.3, относящиеся к общему случаю. Вторую группу состав-
ляют теоремы 4.1.6–4.1.9, дающие в совокупности критерий аппроксимируемости
HNN-расширения G при условии, что связанные подгруппы являются циклически-
ми. Методы доказательства утверждений из разных групп существенно отличаются.
Хотя теоремы 4.1.6–4.1.9 относятся к более специальной ситуации, они выводятся
напрямую из результатов §§ 2.3, 2.7 с использованием теоремы 3.3.1. Доказатель-
ства теорем 4.1.1–4.1.3 гораздо сложнее и осуществляются с помощью предложенно-
го в [47, 48] метода спуска и подъема совместимых подгрупп, который в свою оче-
редь опирается на фильтрационный метод и в настоящей диссертации распространен
на случай аппроксимируемости произвольным корневым классом групп, замкнутым
относительно взятия фактор-групп. Рассуждения используют также свойства неко-
торых обобщенных прямых произведений, рассматриваемых в § 4.2, и теорему 3.3.2.
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Если потребовать, чтобы циклическими (точнее, бесконечными циклическими)
были не одни лишь реберные, а и все вершинные группы, то получить законченные
результаты об аппроксимируемости корневыми классами удается не только для HNN-
расширений, но и для фундаментальных групп любых конечных графов групп. Как
уже было отмечено выше, такие фундаментальные группы называют обобщенными
группами Баумслага–Солитэра или GBS-группами. Их аппроксимируемость корне-
выми классами изучается в главе 5. Рассматриваемый случай оказывается настоль-
ко особенным, что в доказательствах не используются результаты предыдущих трех
глав (за исключением теоремы 2.7.1). Вместо них применяются специфические свой-
ства GBS-групп, бо́льшая часть которых описана в § 5.1 и в начале § 5.3.

В условиях ряда теорем из глав 2–4 фигурируют свойства отделимости под-
группы и регулярности группы по подгруппе. Глава 6 описывает некоторые случаи,
в которых указанные свойства выполняются автоматически или могут быть относи-
тельно легко проверены. Известно много примеров ситуаций, когда отделимость под-
группы некоторым корневым классом групп C, состоящим из периодических групп,
оказывается равносильной ее P(C)′-изолированности, где P(C) — множество всех
простых делителей порядков элементов групп из класса C (подгруппа Y P(C)′-изо-
лирована в группе X, если для любых элемента x ∈ X и простого числа q /∈ P(C)
из включения xq ∈ Y следует, что x ∈ Y ). В частности, это верно для циклических
подгрупп свободных групп, но данный результат, вообще говоря, нельзя распростра-
нить на произвольные конечно порожденные подгруппы; см. [17]. В главе 6 изучает-
ся вопрос о том, какие условия достаточно наложить на абелеву или нильпотентную
группу для того, чтобы в ней для выбранного корневого класса C, состоящего из пе-
риодических групп, равносильность C-отделимости и P(C)′-изолированности имела
место для всех подгрупп. Ответом на данный вопрос служат понятия слабо C-огра-
ниченной абелевой и C-ограниченной нильпотентной группы. Свойства таких групп,
включая C-регулярность по подгруппе, изучаются в §§ 6.1–6.3. Там же приводятся
примеры, показывающие, что для разрешимых групп частичные аналоги получен-
ных результатов имеют место только в случае, когда множество P(C) содержит все
простые числа. В § 6.4 с помощью свойств C-ограниченных групп доказывается ряд
следствий из теорем 3.3.5, 3.3.6, 4.1.1, 4.1.7 и 4.1.9.

В главах 1–6 речь идет исключительно об аппроксимируемости свободных кон-
струкций групп корневыми классами относительно равенства. Последние две главы
намечают два других возможных направления исследований: они посвящены свой-
ствам нильпотентной аппроксимируемости и аппроксимируемости корневым клас-
сом групп относительно сопряженности. Основным результатом главы 7 является
утверждение о том, что если C — корневой класс групп, состоящий из конечных
групп, то произвольное расширение свободной группы при помощи группы из клас-
са C аппроксимируется этим классом относительно сопряженности. Данное утвер-
ждение открывает дорогу к изучению C-аппроксимируемости относительно сопря-
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женности свободных конструкций групп, и в качестве примера его применения дока-
зана C-аппроксимируемость относительно сопряженности фундаментальной группы
конечного графа групп с конечными реберными подгруппами. Цель главы 8 состо-
ит в том, чтобы показать (на примере обобщенных групп Баумслага–Солитэра), как
имеющиеся результаты об аппроксимируемости корневыми классами групп можно
использовать для изучения аппроксимируемости той же конструкции нильпотент-
ными группами. В рассмотренном случае вопрос удается решить полностью, полу-
чив критерии аппроксимируемости GBS-группы классами всех нильпотентных групп
и нильпотентных групп без кручения. Вполне ожидаемо, что доказательства обоих
критериев весьма существенным образом опираются на утверждения из главы 5.

Степень достоверности и апробация результатов диссертации.
Личный вклад автора

Все основные результаты диссертации содержатся в статьях [201–213], опубли-
кованных в журналах, включенных в перечень ВАК. Их достоверность подтвержда-
ется подробными доказательствами, прошедшими проверку в том числе при рецен-
зировании указанных работ. Статьи [201–205,210–212] подготовлены автором лично.
Из результатов работ [206–209,213] в диссертацию включены лишь те, которые при-
надлежат автору, а именно

– критерий аппроксимируемости корневым классом групп, замкнутым относи-
тельно взятия фактор-групп, HNN-расширения с бесконечными циклическими свя-
занными подгруппами, лежащими в центре базовой группы [206, теоремы 2–5];

– определения и свойства конструкций обобщенного прямого и обобщенного сво-
бодного произведений групп, ассоциированных с графом групп; общая идея их ис-
пользования для изучения аппроксимируемости корневыми классами фундаменталь-
ных групп графов групп [207,208];

– ряд свойств корневых классов групп [209, § 5] и гомоморфизмов фундамен-
тальных групп графов групп на группы из таких классов, действующих инъективно
на всех вершинных группах [208, § 3], [213, теоремы 2, 3];

– критерий аппроксимируемости произвольным корневым классом фундамен-
тальной группы графа изоморфных групп [213, теорема 4].

Результаты проведенных исследований были представлены на следующих меж-
дународных и всероссийских конференциях:

– Международной конференции«Мальцевские чтения»(Новосибирск,2013, 2015,
2016, 2017, 2018, 2020, 2021 гг.);

– Международной конференции, посвященной 75-летию профессора Д. И. Мол-
даванского (Иваново, 2015 г.);

– XIVМеждународной конференции «Алгебра и теория чисел: современные про-
блемы и приложения» (Саратов, 2016 г.);
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– Всероссийской конференции «Алгебра и теория алгоритмов», посвященной
100-летию факультета математики и компьютерных наук Ивановского государствен-
ного университета (Иваново, 2018 г.);

– XV Международной конференции «Алгебра, теория чисел и дискретная гео-
метрия: современные проблемы и приложения» (Тула, 2018 г.);

– XVI и XVII Международных конференциях «Алгебра, теория чисел и дискрет-
ная геометрия: современные проблемы, приложения и проблемы истории» (Тула, май
и сентябрь 2019 г.);

– Международной конференции, посвященной 90-летию кафедры высшей алгеб-
ры механико-математического факультета МГУ (Москва, 2019 г.);

– Международной конференции «Алгебра и математическая логика: теория
и приложения» (Казань, 2019 г.);

– Международнойконференциипо алгебре, анализу и геометрии (Казань, 2021г.);
– Международной алгебраической конференции, посвященной 90-летию со дня

рождения А. И. Старостина (Екатеринбург, 2021 г.);
– Международной конференции «Алгебра и динамические системы», посвящен-

ной 110-летию со дня рождения С. Н. Черникова (Нальчик, 2022 г.);
– XIV Международной школе-конференции по теории групп, посвященной па-

мяти В. А. Белоногова, В. А. Ведерникова и Л. А. Шеметкова (Брянск, 2022 г.);
– Второй конференции Математических центров России (Москва, 2022 г.).
Кроме того, результаты диссертации докладывались на семинаре «Алгебра и ло-

гика» (Новосибирск, 2022 г.) и на семинаре по теории групп Ивановского государ-
ственного университета (Иваново, 2013–2021 гг.).
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Используемые обозначения

Ниже перечислены только общеупотребительные символы и выражения, исполь-
зуемые в тексте диссертации без специальных пояснений. Некоторые более специфи-
ческие обозначения, вводимые по мере изложения, могут быть найдены в предметном
указателе.

Z, Zn кольцо целых чисел и кольцо вычетов по модулю n; если речь идет
о группе, то подразумевается аддитивная группа кольца

Q поле рациональных чисел
|x|, signx модуль и знак числа x
x | y число x делит число y
(x, y) наибольший общий делитель чисел x и y
cardX мощность множества X
kerϕ, Imϕ ядро и образ отображения ϕ
ϕ|X ограничение отображения ϕ на множество X
idX тождественное отображение множества X
sgp{X} подгруппа, порожденная множеством X

〈x〉 циклическая подгруппа, порожденная элементом x

x̂ внутренний автоморфизм, производимый элементом x

AutX группа автоморфизмов группы X

X × Y прямое произведение групп (или множеств) X и Y
[x, y] коммутатор x−1y−1xy элементов x и y
[X, Y ] взаимный коммутант подгрупп X и Y , т. е. подгруппа, порожденная

множеством
{

[x, y] | x ∈ X, y ∈ Y
}

[X :Y ] индекс подгруппы Y в группе X
〈X;Y 〉 группа, заданная множеством образующих символов X и множеством

определяющих соотношений Y
x ∼Z y элементы x и y сопряжены при помощи элемента из подгруппы Z
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Глава 1. Основные понятия

§ 1.1. Свободные произведения с объединенными подгруппами
и HNN-расширения

Почти все теоретико-групповые конструкции, рассматриваемые в настоящей дис-
сертации, могут быть описаны как фундаментальные группы некоторых графов
групп. Однако, свойства фундаментальной группы произвольного графа очень часто
оказываются непосредственными следствиями аналогичных свойств частных случа-
ев этой конструкции: обобщенных свободных произведений и HNN-расширений. По-
этому в данной главе конструкции описываются в соответствии с историческим по-
рядком их появления: сначала, в § 1.1, свободные произведения с объединенной под-
группой и HNN-расширения с одной или несколькими проходными буквами, а уже
потом, в § 1.2, древесные произведения и фундаментальные группы произвольных
графов групп.

Бо́льшая часть утверждений, сформулированных в настоящем параграфе, хо-
рошо известна. Более подробное обсуждение данных вопросов, включая некоторые
доказательства, можно найти в книгах [37,39,51,62].

Свободным произведением двух групп A и B с подгруппами H 6 A и K 6 B,
объединенными относительно изоморфизма ϕ : H → K, (или просто обобщенным
свободным произведением групп A и B) называется группа

P =
〈
A ∗B; H = K, ϕ

〉
,

образующими которой являются образующие групп A и B, а определяющими соот-
ношениями — соотношения групп A и B, а также всевозможные соотношения вида
h = hϕ, где h — слово от образующих группы A, определяющее элемент из подгруп-
пы H, hϕ — слово от образующих группы B, определяющее образ данного элемента
относительно изоморфизма ϕ. Группы A и B называются свободными множителя-
ми группы P , подгруппы H и K — объединенными подгруппами.

Известно, что тождественные отображения образующих групп A и B в груп-
пу P определяют инъективные гомоморфизмы и потому свободные множители мож-
но считать подгруппами обобщенного свободного произведения P . Легко видеть, что
каждый элемент x ∈ P может быть представлен в виде произведения x = x1x2 . . . xn,
где n > 1, xi ∈ A ∪ B (1 6 i 6 n) и, если n > 1, то для любого i ∈ {1, . . . , n − 1}
элементы xi и xi+1 лежат в разных свободных множителях и, следовательно, не со-
держатся в объединенных подгруппах. Запись такого вида называется несократи-
мой, а элементы xi (1 6 i 6 n) — слогами данной записи. Одно из основных свойств
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обобщенного свободного произведения двух групп состоит в том, что любой его эле-
мент, имеющий несократимую запись неединичной длины, отличен от 1. Пользуясь
этим фактом, можно показать, в частности, что хотя несократимая запись заданного
элемента x ∈ P определена неоднозначно, количество слогов во всех таких записях
одинаково. Оно называется длиной несократимой записи элемента x или просто дли-
ной элемента x.

Говорят, что элемент x ∈ P циклически несократим, если его длина четна или
равна 1. Легко видеть, что каждый элемент группы P сопряжен с некоторым цик-
лически несократимым элементом, поэтому следующее утверждение дает критерий
сопряженности двух элементов.

Предложение 1.1.1. Пусть x1 и x2 — два циклически несократимых элемен-
та группы P . Если x1 и x2 сопряжены в P , то их дли́ны равны одному и тому же
числу n и возможны два случая:

1) n = 1 и существуют элементы h1, h2, . . . , hk ∈ H (k > 0) такие, что сосед-
ние члены последовательности x1, h1, h2, . . . , hk, x2 сопряжены в A или в B;

2) n > 1 и x2 можно получить из x1, циклически переставляя слоги несокра-
тимой записи элемента x1 и сопрягая результат перестановки некоторым элемен-
том h ∈ H.

Очевидно, что если элемент x ∈ P обладает циклически несократимой записью
длины n > 1, то для каждого k > 1 элемент xk также циклически несократим, имеет
длину nk и, в частности, отличен от 1. Отсюда вытекает

Предложение 1.1.2. Всякий элемент конечного порядка группы P сопряжен
с некоторым элементом одного из свободных множителей.

Обобщением конструкции свободного произведения двух групп с объединенными
подгруппами служит свободное произведение произвольного семейства групп с одной
объединенной подгруппой, определяемое следующим образом.

Пусть {Aλ | λ ∈ Λ} — некоторое семейство групп, и пусть для каждого λ ∈ Λ

в группе Aλ фиксирована подгруппа Hλ. Пусть также для любых λ, µ ∈ Λ суще-
ствует изоморфизм ϕλµ : Hλ → Hµ, причем для произвольных λ, µ, ν ∈ Λ выполнены
соотношения

ϕλµϕµν = ϕλν , ϕ−1
λµ = ϕµλ, ϕλλ = idHλ .

Тогда определена группа

P =
〈
Aλ (λ ∈ Λ); Hλ = Hµ, ϕλµ (λ, µ ∈ Λ)

〉
,

порождаемая объединением (попарно непересекающихся) систем образующих всех
групп Aλ и определяемая соотношениями групп Aλ и всевозможными соотношения-
ми вида h = hϕλµ, где λ, µ ∈ Λ, h ∈ Hλ. Можно показать, что все группы Aλ вклады-
ваются в группу P посредством тождественных отображений их образующих. Под-
группы Hλ при этом оказываются совпадающими и потому построенную таким обра-
зом группу P называют свободным произведением групп Aλ (λ ∈ Λ) с одной объеди-
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ненной подгруппой. Первоначально данная конструкция возникла как частный слу-
чай обобщенного свободного произведения семейства групп, введенного Х. Нейманн
(см. § 3.1). Однако, сейчас ее удобнее рассматривать как древесное произведение, со-
ответствующее графу-звезде; подробнее об этом написано в § 1.2.

Если Hλ = 1 для всех λ ∈ Λ, то группа P называется (обычным) свободным
произведением семейства групп {Aλ | λ ∈ Λ}. Обычное свободное произведение
устроено проще, чем свободное произведение с объединенной подгруппой, поэтому
для него нередко удается получить более сильные и законченные результаты.

HNN-расширением группы B с подгруппами H 6 B и K 6 B, связанными
при помощи изоморфизма ϕ : H → K, называется группа

E =
〈
B, t; t−1Ht = K, ϕ

〉
,

образующими которой являются образующие группы B и символ t, а определяющи-
ми соотношениями — определяющие соотношения группы B, а также всевозможные
соотношения вида t−1ht = hϕ, где h и hϕ — слова от образующих группы B, опреде-
ляющие элемент из подгруппыH и его образ относительно изоморфизма ϕ. Группа B
называется базовой группой, подгруппы H и K — связанными подгруппами, а сим-
вол t — проходной буквой HNN-расширения E. Как и в случае обобщенного свободно-
го произведения, группа B вкладывается в HNN-расширение E посредством тожде-
ственного отображения образующих, что позволяет считать ее подгруппой группы E.

Нетрудно показать, что каждый элемент x ∈ E может быть записан в виде

x = b0t
ε1b1 . . . bn−1t

εnbn,

где b0, b1, . . . , bn ∈ B, ε1, . . . , εn ∈ {1,−1} и для всякого i ∈ {1, . . . , n− 1} выполня-
ются следующие условия:

1) если −εi = 1 = εi+1, то bi /∈ H;
2) если εi = 1 = −εi+1, то bi /∈ K.
Любая запись такого вида называется приведенной. Лемма Бриттона [100]

утверждает, что всякий элемент HNN-расширения E, обладающий приведенной за-
писью ненулевой длины, отличен от 1. Как и несократимая запись элемента обобщен-
ного свободного произведения, приведенная запись определена неоднозначно. Одна-
ко, в силу леммы Бриттона количество вхождений в нее букв t и t−1 является ин-
вариантом, оно называется длиной этой приведенной записи или длиной элемента
группы E.

Говорят, что элемент x ∈ E с приведенной записью

b0t
ε1b1 . . . bn−1t

εn (bn = 1)

циклически приведен, если все циклические перестановки последовательности

b0, t
ε1 , b1, . . . , bn−1, t

εn

приведены. Легко видеть, что любой элемент x ∈ E сопряжен с некоторым цикли-
чески приведенным элементом. Критерий сопряженности двух элементов HNN-рас-
ширения известен как лемма Коллинза [103].
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Предложение 1.1.3. (Лемма Коллинза) Пусть x1 и x2 — два циклически
приведенных элемента группы E. Если x1 и x2 сопряжены в E, то их дли́ны равны
одному и тому же числу n и возможны два случая:

1) n = 0 и существуют элементы b1, b2, . . . , bk ∈ H ∪ K (k > 0) такие, что
соседние члены последовательности x1, b1, b2, . . . , bk, x2 сопряжены при помощи
элемента из множества B ∪ {t, t−1};

2) n > 0 и x2 можно получить из x1, циклически переставляя сомножители
приведенной записи элемента x1 и сопрягая результат перестановки некоторым
элементом b ∈ H ∪K.

Как и в случае свободного произведения двух групп с объединенной подгруппой,
имеет место

Предложение 1.1.4. Всякий элемент конечного порядка группы E сопряжен
с некоторым элементом базовой группы.

Помимо HNN-расширения с одной проходной буквой рассматривают также HNN-
расширение с произвольным семейством проходных букв. Определяется эта кон-
струкция следующим образом.

Пусть B — группа, Λ — некоторое множество и {Hλ, H−λ | λ ∈ Λ} — семей-
ство подгрупп группы B такое, что для каждого λ ∈ Λ существует изоморфизм
ϕλ : Hλ → H−λ. Тогда HNN-расширением группы B с семейством проходных букв
{tλ | λ ∈ Λ} называется группа

E =
〈
B, tλ; t

−1
λ Hλtλ = H−λ, ϕλ (λ ∈ Λ)

〉
,

образующими которой являются образующие группы B и символы tλ (λ ∈ Λ), а опре-
деляющими соотношениями — определяющие соотношения группы B, а также все-
возможные соотношения вида t−1

λ htλ = hϕλ, где h и hϕλ — слова от образующих
группы B, определяющие элемент из подгруппы Hλ и его образ относительно изо-
морфизма ϕλ.

Запись элемента x ∈ E в виде

x = b0t
ε1
λ1
b1 . . . bn−1t

εn
λn
bn,

где
b0, b1, . . . , bn ∈ B, λ1, . . . , λn ∈ Λ, ε1, . . . , εn ∈ {1,−1},

называется приведенной, если для всякого i ∈ {1, . . . , n − 1} такого, что λi = λi+1,
выполняются следующие условия:

1) если −εi = 1 = εi+1, то bi /∈ Hλi ;
2) если εi = 1 = −εi+1, то bi /∈ H−λi .
Группа E может изучаться как с помощью свойств конструкции HNN-расши-

рения с одной проходной буквой, так и путем ее представления в виде свободного
произведения семейства групп

Eλ =
〈
B, tλ; t

−1
λ Hλtλ = H−λ, ϕλ

〉
(λ ∈ Λ)
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с одной объединенной подгруппой B (все необходимые для построения этого произ-
ведения изоморфизмы ϕλµ : B → B являются тождественными отображениями).

Описание подгрупп обобщенных свободных произведений двух групп и HNN-
расширений было получено в [126, 127] и позднее уточнено в [102]. Из результатов
последней статьи вытекают следующие два утверждения.

Предложение 1.1.5. Пусть

P =
〈
A ∗B; H = K, ϕ

〉
и N — нормальная подгруппа группы P , тривиально пересекающаяся с объединенны-
ми подгруппами H и K. Тогда подгруппа N раскладывается в (обычное) свободное
произведение некоторой свободной подгруппы, подгрупп N ∩ A и N ∩ B, а также
некоторых подгрупп вида x−1(N ∩ A)x, y−1(N ∩B)y (где x, y ∈ P \ {1}).

Предложение 1.1.6. Пусть

E =
〈
B, tλ; t

−1
λ Hλtλ = H−λ, ϕλ (λ ∈ Λ)

〉
и N— нормальная подгруппа группы E,тривиально пересекающаяся со всеми связан-
ными подгруппами Hελ (λ ∈ Λ, ε = ±1). Тогда подгруппа N раскладывается в (обыч-
ное) свободное произведение некоторой свободной подгруппы, подгруппы N∩B, а так-
же некоторых подгрупп вида x−1(N ∩B)x (где x ∈ E \ {1}).

Описание подгрупп обычного свободного произведения семейства групп получе-
но в [145] и выглядит следующим образом.

Предложение 1.1.7. Пусть P — свободное произведение групп Aλ (λ ∈ Λ), N —
произвольная подгруппа группы P. Тогда подгруппа N раскладывается в обычное
свободное произведение некоторой свободной группы и групп, каждая из которых
изоморфна подгруппе x−1Nx ∩ Aλ для некоторых x ∈ P, λ ∈ Λ.

§ 1.2. Фундаментальные группы графов групп

Все вводимые в этом параграфе обозначения будут использоваться до конца
диссертации, причем, как правило, без специальных пояснений.

Пусть Γ — непустой ориентированный граф с множеством вершин V и множе-
ством ребер E (допускаются петли и кратные ребра). Если e ∈ E , то через e(1) и e(−1)

будем обозначать вершины графа Γ, являющиеся концами ребра e.
Сразу же нужно отметить, что ориентация ребер графа Γ требуется лишь для за-

дания представления определяемой ниже фундаментальной группы. Во всех осталь-
ных случаях (когда речь идет о путях, циклах, компонентах связности, остовных
деревьях и лесах) предполагается, что мы «забываем» о направлениях ребер на вре-
мя поиска требуемого подграфа или проверки соответствующих условий. Например,
приводимая далее фраза «пусть Φ — некоторый остовный лес в графе Γ» означает,
что мы удалили из графа Γ информацию об ориентации ребер, затем нашли остовный
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лес в получившемся неориентированном графе и после этого восстановили направле-
ния ребер леса Φ так, что они получили в точности ту же ориентацию, какую имели
в графе Γ.

Зададим над Γ структуру графа групп, сопоставив каждой вершине v ∈ V неко-
торую группу Gv, а каждому ребру e ∈ E — группу He и инъективные гомоморфизмы

ϕ+e : He → Ge(1), ϕ−e : He → Ge(−1).

В результате получим граф групп

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
.

Будем называть группы Gv (v ∈ V) и He (e ∈ E) вершинными и реберными группами
соответственно, подгруппы Heϕ+e и Heϕ−e — реберными подгруппами. Последние
для краткости будем обозначать через H+e и H−e. Отметим, что в графе групп G(Γ)

ребру e сопоставлены два, вообще говоря, различных гомоморфизма ϕ+e, ϕ−e даже
в том случае, когда e является петлей, т. е. e(1) = e(−1).

Всюду далее, если Γ′ — непустой подграф графа Γ, через G(Γ′) будем обозначать
граф групп, вершинам и ребрам которого сопоставлены те же группы и гомоморфиз-
мы, что и в графе G(Γ).

Пусть Φ — некоторый остовный лес в графе Γ, EΦ — множество ребер графа Γ,
входящих в лес Φ. Фундаментальной группой графа групп G(Γ) называется группа

π1(G(Γ)) =
〈
Gv (v ∈ V), te (e ∈ E \ EΦ);

hϕ+e = hϕ−e (e ∈ EΦ, h ∈ He), t
−1
e hϕ+ete = hϕ−e (e ∈ E \ EΦ, h ∈ He)

〉
,

образующими которой служат образующие групп Gv (v ∈ V) и символы te (e ∈ E\EΦ),
а определяющими соотношениями — соотношения групп Gv (v ∈ V) и всевозможные
соотношения вида

heϕ+e = heϕ−e (e ∈ EΦ, he ∈ He),

t−1
e (heϕ+e)te = heϕ−e (e ∈ E \ EΦ, he ∈ He),

где hϕεe (ε = ±1) — слово в образующих группы Ge(ε), задающее образ элемента h
относительно гомоморфизма ϕεe [179, § 5.1]. Если граф Γ является деревом, то груп-
па π1(G(Γ)) называется древесным произведением групп Gv (v ∈ V) [126].

Очевидно, что представление группы π1(G(Γ)) зависит от выбора остовного ле-
са Φ. Известно [179, § 5.1], что все группы с представлениями описанного выше вида,
соответствующими различным остовным лесам графа Γ, изоморфны, и это позво-
ляет говорить о фундаментальной группе графа групп без упоминания конкретного
остовного леса. Тем не менее, используя обозначение π1(G(Γ)), мы всегда будем неяв-
но предполагать, что некоторый остовный лес Φ в графе Γ, определяющий представ-
ление этой группы, выбран и зафиксирован. Иногда, чтобы уточнить, какой именно
лес имеется в виду, будем писать π1(G(Γ),Φ) вместо π1(G(Γ)).

Заметим, что все конструкции из § 1.1 являются частными случаями фундамен-
тальной группы графа групп. Так, если граф Γ состоит из двух вершин и соединя-

28



ющего их ребра e, то группа π1(G(Γ)) представляет собой свободное произведение
групп Ge(1) и Ge(−1) с объединенными подгруппами H+e и H−e. Если Γ имеет только
одну вершину v и хотя бы одну петлю, то π1(G(Γ)) — HNN-расширение группы Gv

с множеством проходных букв {te | e ∈ E}. Если E = ∅, то π1(G(Γ)) — (обычное)
свободное произведение групп Gv (v ∈ V). Наконец, нетрудно показать, что свобод-
ное произведение групп Gλ (λ ∈ Λ) с одной объединенной подгруппой H изоморфно
древесному произведению, соответствующему графу-звезде, листьям которого сопо-
ставлены группы Gλ (λ ∈ Λ), а центральной вершине и ребрам — группа H, отобра-
жение id|H и вложения H → Gλ (λ ∈ Λ).

Известно, что для каждой вершины v ∈ V тождественное отображение образую-
щих группы Gv в группу π1(G(Γ)) определяет инъективный гомоморфизм [179, § 5.2]
и, следовательно, группу Gv можно считать подгруппой группы π1(G(Γ)). Обобще-
нием данного утверждения является

Предложение 1.2.1. Пусть T — непустой связный подграф леса Φ и Γ′ — под-
граф графа Γ, для которого T является остовным деревом. Тогда тождественное
отображение образующих группы π1(G(Γ′), T ) в группу π1(G(Γ),Φ) определяет инъ-
ективный гомоморфизм.

Доказательство. Пусть граф Γ получается из Γ путем стягивания подграфа Γ′

в точку, и пусть u и Φ — образы подграфа Γ′ и леса Φ в графе Γ. Из равенства
T = Φ ∩ Γ′ легко следует, что Φ — остовный лес графа Γ. Сопоставим вершине u
группу π1(G(Γ′), T ), остальным вершинам и ребрам графа Γ — те же группы, что
и в графе групп G(Γ). Если ребро e графа Γ и число ε = ±1 таковы, что e(ε) = u,
поставим в соответствие паре (e, ε) гомоморфизм ψεe = ϕεeιe(ε), где ιe(ε) : Ge(ε) →
π1(G(Γ′), T ) — вложение, определяемое тождественным отображением образующих
группы Ge(ε). Всем остальным парам (e, ε) сопоставим те же гомоморфизмы, что
и в графе групп G(Γ). Обозначим полученный в результате граф групп через G(Γ).

Непосредственно проверяется, что представление группы π1(G(Γ),Φ) идентично
представлению группы π1(G(Γ),Φ). Поскольку вершинная группа π1(G(Γ′), T ) вкла-
дывается в группу π1(G(Γ),Φ) посредством тождественного отображения образую-
щих, отсюда вытекает требуемый результат. �

Еще одно вложение описывает

Предложение 1.2.2. Для любого e ∈ E группа π1(G(Γ)) содержит подгруппу,
изоморфную свободному произведению P групп Ge(1) и Ge(−1) с подгруппами H+e

и H−e, объединенными относительно изоморфизма ϕ−1
+eϕ−e : H+e → H−e.

Доказательство. Если ребро e не является петлей, то оно принадлежит неко-
торому остовному лесу графа Γ и требуемое утверждение вытекает из предложе-
ния 1.2.1. Если e — петля, то согласно тому же предложению 1.2.1 группа π1(G(Γ))

содержит подгруппу, изоморфную HNN-расширению E группы Ge(1) = Ge(−1) с под-
группами H+e и H−e, связанными посредством изоморфизма ϕ−1

+eϕ−e : H+e → H−e.
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Рассмотрим отображение σ порождающих группы P в группу E, действующее на об-
разующих группы Ge(1) по правилу x 7→ t−1

e xte, а на образующих группы Ge(−1) —
по правилу x 7→ x. Очевидно, что, будучи продолженным до отображения слов, σ пе-
реводит все определяющие соотношения группы P в равенства, верные в группе E,
и потому задает гомоморфизм. Легко видеть также, что σ действует инъективно
на группах Ge(1) и Ge(−1) и ставит в соответствие любому элементу группы P , име-
ющему несократимую запись неединичной длины, элемент группы E, обладающий
неприводимой записью ненулевой длины. Таким образом, гомоморфизм σ инъекти-
вен и, следовательно, обобщенное свободное произведение P вкладывается в груп-
пу π1(G(Γ)). �

Легко видеть, что если Γi (i ∈ I) — все компоненты связности графа Γ, то груп-
па π1(G(Γ)) представляет собой (обычное) свободное произведение групп π1(G(Γi))

(i ∈ I), а каждая группа π1(G(Γi)) в свою очередь является HNN-расширением дре-
весного произведения π1(G(Ti)), где Ti — некоторое остовное дерево графа Γi. Таким
образом, некоторые свойства группы π1(G(Γ)) могут быть выведены из свойств сво-
бодных конструкций, описанных в § 1.1. Примером этому служит

Предложение 1.2.3. Всякий элемент конечного порядка группы π1(G(Γ)) со-
пряжен с элементом одной из вершинных групп.

Доказательство. Заметим прежде всего, что граф Γ можно считать связным.
Если это не так, добавим к нему недостающие ребра и сопоставим им в графе
групп G(Γ) единичные группы. Понятно, что группа π1(G(Γ)) при этом не изменится.

Пусть T — остовное дерево в графе Γ, g — элемент конечного порядка груп-
пы π1(G(Γ)) и w — некоторое слово от образующих группы π1(G(Γ)) = π1(G(Γ), T ),
задающее элемент g. Определим подмножества Vg ⊆ V и Eg ⊆ E следующим обра-
зом: v ∈ Vg тогда и только тогда, когда слово w содержит некоторый образующий
группы Gv или обратный к нему; e ∈ Eg тогда и только тогда, когда в слово w входит
символ te или t−1

e . Пусть T ′ — конечное поддерево дерева T , содержащее все верши-
ны из множества

Vg ∪ {e(ε) | e ∈ Eg, ε = ±1},

и Γ′ — подграф графа Γ, получающийся путем добавления к дереву T ′ всех ребер
из множества Eg. Тогда согласно предложению 1.2.1 группа π1(G(Γ′)) = π1(G(Γ′), T ′)
вкладывается в группу π1(G(Γ)) посредством тождественного отображения образую-
щих и g ∈ π1(G(Γ′)). Поскольку Γ′ — конечный связный граф, из предложений 1.1.2
и 1.1.4 при помощи очевидной индукции выводится, что элемент g сопряжен в груп-
пе π1(G(Γ′)) с элементом некоторой вершинной группы Gv. Ввиду указанного выше
вложения Gv является вершинной группой и в π1(G(Γ)). �

Еще одним примером использования результатов из § 1.1 является

Предложение 1.2.4. Пусть Γ — связный граф с конечным числом вершин
и N — нормальная подгруппа группы π1(G(Γ)), тривиально пересекающаяся с каж-
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дой подгруппой Hεe (e ∈ E , ε = ±1). Тогда подгруппа N раскладывается в (обычное)
свободное произведение некоторой свободной подгруппы, подгрупп N ∩ Gv (v ∈ V)
и подгрупп вида x−1(N ∩Gv)x (v ∈ V , x ∈ π1(G(Γ)) \ {1}).

Доказательство. Пусть T — остовное дерево в графе Γ, используемое для зада-
ния представления группы π1(G(Γ)). Предположим сначала, что Γ = T и воспользу-
емся индукцией по числу n ребер в графе Γ. Если n = 0, то рассматриваемый граф
содержит только одну вершину и утверждение предложения тривиально.

Пусть n > 0, e — некоторое ребро графа Γ и Γ1, Γ−1 — компоненты связности гра-
фа, получающегося из Γ путем удаления ребра e. Тогда группа π1(G(Γ)) представляет
собой свободное произведение групп π1(G(Γ1)) и π1(G(Γ−1)) с объединенными под-
группами H+e и H−e. Так как N ∩H+e = 1 = N ∩H−e, то в силу предложения 1.1.5
подгруппа N раскладывается в свободное произведение некоторой свободной под-
группы, подгрупп N ∩π1(G(Γ1)) и N ∩π1(G(Γ−1)), а также некоторых подгрупп вида

x−1
(
N ∩ π1(G(Γ1))

)
x, y−1

(
N ∩ π1(G(Γ−1))

)
y

(где x, y ∈ π1(G(Γ)) \ {1}). Подгруппы N ∩ π1(G(Γ1)) и N ∩ π1(G(Γ−1)) тривиально
пересекаются со всеми реберными подгруппами групп π1(G(Γ1)) и π1(G(Γ−1)) соот-
ветственно. Поэтому, применяя к указанным группам и подгруппам индуктивное
предположение, получаем требуемый результат.

В общем случае группа π1(G(Γ)) представляет собой HNN-расширение груп-
пы π1(G(T )) со связанными подгруппами Hεe (e ∈ E , ε = ±1) и согласно пред-
ложению 1.1.6 подгруппа N раскладывается в свободное произведение некоторой
свободной подгруппы, подгруппы N ∩ π1(G(T )), а также некоторых подгрупп вида
x−1
(
N ∩ π1(G(T ))

)
x (где x ∈ π1(G(Γ)) \ {1}). Остается заметить, что ввиду доказан-

ного выше подгруппа N ∩ π1(G(T )) имеет разложение требуемого вида. �

Пусть для каждой вершины v ∈ V в группе Gv выбрана некоторая нормальная
подгруппа Rv. Семейство R = {Rv | v ∈ V} будем называть системой совместимых
нормальных подгрупп в группе π1(G(Γ)), если для любого ребра e ∈ E справедливо
равенство

(Re(1) ∩H+e)ϕ
−1
+e = (Re(−1) ∩H−e)ϕ−1

−e.

Пусть

Gv = Gv/Rv (v ∈ V), Re = (Re(1) ∩H+e)ϕ
−1
+e = (Re(−1) ∩H−e)ϕ−1

−e (e ∈ E),

He = He/Re (e ∈ E), Hεe = HεeRe(ε)/Re(ε) (e ∈ E , ε = ±1).

Легко видеть, что отображение ϕεe : He → Ge(ε) (e ∈ E , ε = ±1), переводящее
смежный класс hRe (h ∈ He) в элемент (hϕεe)Re(ε), корректно определено и является
изоморфизмом группы He на подгруппу Hεe. Поэтому наряду с графом групп

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He (e ∈ E), ϕεe (e ∈ E , ε = ±1)

)
определен граф групп

GR(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He (e ∈ E), ϕεe (e ∈ E , ε = ±1)

)
.
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Пусть Φ — некоторый остовный лес в графе Γ. Нетрудно показать, что с помо-
щью преобразований Тице представление группы π1(GR(Γ),Φ) может быть приведено
к виду〈

Gv (v ∈ V), te (e ∈ E \ EΦ); rv = 1 (v ∈ V , rv ∈ Rv),

hϕ+e = hϕ−e (e ∈ EΦ, h ∈ He), t
−1
e hϕ+ete = hϕ−e (e ∈ E \ EΦ, h ∈ He)

〉
.

Отсюда сразу же вытекает

Предложение 1.2.5. Пусть R = {Rv | v ∈ V} — система совместимых нор-
мальных подгрупп в группе π1(G(Γ)) и Φ — некоторый остовный лес в графе Γ. Тогда
справедливы следующие утверждения.

1. Тождественное отображение образующих символов группы π1(G(Γ),Φ)в груп-
пу π1(GR(Γ),Φ) определяет сюръективный гомоморфизм ρR, ядро которого совпада-
ет с нормальным замыканием в группе π1(G(Γ),Φ) множества

⋃
v∈V Rv.

2. Для любой вершины v ∈ V гомоморфизм ρR продолжает естественный го-
моморфизм Gv → Gv/Rv и потому ker ρR ∩Gv = Rv.

Далее, когда речь будет идти о группе π1(GR(Γ)) или о гомоморфизме ρR для не-
которой системы R совместимых нормальных подгрупп, мы всегда будем предпола-
гать, что представление группы π1(GR(Γ)) соответствует тому же остовному лесу,
что и представление группы π1(G(Γ)).

Предложение 1.2.6. Справедливы следующие утверждения.
1. Если N — произвольная нормальная подгруппа группы π1(G(Γ)), то семей-

ство R = {N ∩ Gv | v ∈ V} является системой совместимых нормальных под-
групп в группе π1(G(Γ)) и существует гомоморфизм группы π1(GR(Γ)) на груп-
пу π1(G(Γ))/N , действующий инъективно на всех вершинных группах Gv (v ∈ V).

2. ЕслиR = {Rv | v ∈ V} — система совместимых нормальных подгрупп в груп-
пе π1(G(Γ)) и σ — гомоморфизм группы π1(GR(Γ)), инъективный на всех вершинных
группах Gv (v ∈ V), то найдется нормальная подгруппа N группы π1(G(Γ)) такая,
что π1(G(Γ))/N ∼= Imσ и Rv = N ∩Gv для всех v ∈ V.

Доказательство. 1. Положим Rv = N ∩Gv для всех v ∈ V . Для каждого ребра
e ∈ E равенства

(Re(1) ∩H+e)ϕ
−1
+e = (N ∩H+e)ϕ

−1
+e = (N ∩H−e)ϕ−1

−e = (Re(−1) ∩H−e)ϕ−1
−e

проверяются непосредственно. Поэтому R = {Rv | v ∈ V} — система совместимых
нормальных подгрупп в группе π1(G(Γ)). Определим отображение

σ : π1(GR(Γ))→ π1(G(Γ))/N

по правилу: если g ∈ π1(G(Γ)), то (gρR)σ = gη, где

η : π1(G(Γ))→ π1(G(Γ))/N —

естественный гомоморфизм. Из предложения 1.2.5 следует, что ker ρR 6 N и потому
данное определение корректно; гомоморфность и сюръективность σ очевидны. Оста-
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ется заметить, что если v ∈ V и g ∈ Gv \ Rv, то из равенства Rv = N ∩Gv вытекают
соотношения g /∈ N и (gρR)σ = gη 6= 1, т. е. гомоморфизм σ действует инъективно
на вершинной группе Gv/Rv.

2. Пусть NR = kerσ и N — прообраз подгруппы NR относительно гомоморфиз-
ма ρR. Тогда π1(G(Γ))/N ∼= Imσ и из равенств NR ∩ Gv/Rv = 1 (v ∈ V) следует, что
N ∩Gv = Rv для всех v ∈ V . Таким образом, подгруппа N является искомой. �

§ 1.3. Аппроксимационные свойства

Как уже было отмечено во введении, в самом общем виде понятие аппроксими-
руемости группы может быть сформулировано следующим образом (см. [33, § 4]).
Пусть C — некоторый класс групп, X — группа и θ — отношение между элементами
и/или множествами элементов, определенное на группе X и всех ее гомоморфных
образах. Группа X называется аппроксимируемой классом C относительно отно-
шения θ, если для любых элементов и множеств элементов группы X, не состоящих
в отношении θ, найдется гомоморфизм σ группы X на группу из класса C (C-груп-
пу) такой, что образы относительно σ указанных элементов и множеств по-прежнему
не состоят в отношении θ.

В настоящей работе исследуется аппроксимируемость относительно отношений
равенства элемента единице, сопряженности двух элементов и вхождения элемен-
та в подгруппу. Первую из них принято называть просто аппроксимируемостью,
опуская слова об отношении, вторую — аппроксимируемостью относительно со-
пряженности, третью — отделимостью подгрупп. Для обозначения аппроксимиру-
емости и отделимости классом C будем использовать также термины «C-аппрокси-
мируемость» и «C-отделимость» соответственно.

Всюду далее, если C — некоторый класс групп, X — произвольная группа, то че-
рез C∗(X) будем обозначать семейство всех таких нормальных подгрупп группы X,
фактор-группы по которым принадлежат классу C. Подгруппы семейства C∗(X)

представляют собой ядра всевозможных гомоморфизмов группы X на группы из
класса C. Поэтому группа X аппроксимируется классом C относительно отношения θ
тогда и только тогда, когда для любых элементов и множеств элементов данной груп-
пы, не состоящих в отношении θ, существует подгруппа из семейства C∗(X), по моду-
лю которой указанные элементы и множества по-прежнему не состоят в отношении θ.
В частности, C-аппроксимируемость (относительно равенства) группы X равносиль-
на соотношению ⋂

N∈C∗(X)

N = 1,

а C-отделимость ее подгруппы Y — соотношению⋂
N∈C∗(X)

Y N = Y.
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Перечисленные факты, а также почти очевидные утверждения, собранные в пред-
ложении 1.3.1, далее будут использоваться весьма часто, причем без специальных
оговорок.

Предложение 1.3.1. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Любая подгруппа C-аппроксимируемой группы в свою очередь является C-ап-
проксимируемой группой.

2. Если X— некоторая группа, Y,Z— ее подгруппы и Y ∈ C∗(X),то Y ∩Z∈ C∗(Z).
В частности, если Y 6 Z, то Y ∈ C∗(Z).

Из предложения 1.3.1 следует, в частности, что, если класс групп C замкнут
относительно взятия подгрупп, то аппроксимируемость им фундаментальной группы
графа групп имеет смысл изучать лишь в предположении о C-аппроксимируемости
всех вершинных групп. Поэтому в большинстве утверждений, приводимых далее,
указанное предположение сформулировано просто как одно из ограничений, а не как
необходимое и/или достаточное условие.

В оставшейся части настоящего параграфа приводятся, главным образом, не-
сложные утверждения общего характера, содержащие необходимые и достаточные
условия аппроксимируемости и отделимости, а также описывающие некоторые вза-
имосвязи между этими понятиями.

Предложение 1.3.2. Пусть C — произвольный класс групп, X — некоторая
группа, Y — ее нормальная подгруппа.

1. Если фактор-группа X/Y C-аппроксимируема, то подгруппа Y C-отделима
в группе X.

2. Если класс C замкнут относительно взятия фактор-групп, то из C-отде-
лимости подгруппы Y в группе X следует C-аппроксимируемость фактор-груп-
пы X/Y .

Доказательство. 1. Если x ∈ X \Y , то xY — неединичный элемент C-аппрокси-
мируемой группы X/Y и потому существует подгруппа N/Y ∈ C∗(X/Y ) такая, что
xY /∈ N/Y . Тогда N ∈ C∗(X) и x /∈ N = NY .

2. Пусть xY — произвольный неединичный элемент фактор-группы X/Y . То-
гда x /∈ Y и ввиду C-отделимости подгруппы Y в группе X найдется подгруппа
N ∈ C∗(X), удовлетворяющая соотношению x /∈ Y N . Так как N ∈ C∗(X) и класс C
замкнут относительно взятия фактор-групп, то

(X/Y )/(Y N/Y ) ∼= X/Y N ∼= (X/N)/(Y N/N) ∈ C.

Следовательно, Y N/Y ∈ C∗(X/Y ) и xY /∈ Y N/Y . �

Предложение 1.3.3. Пусть C — произвольный класс групп, X — некоторая
группа, Y — ее подмножество. Если группа X C-аппроксимируема, то централи-
затор CX(Y ) подмножества Y в группе X является C-отделимой подгруппой.
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Доказательство. Пусть x ∈ X \CX(Y ) — произвольный элемент. Тогда [x, y] 6= 1

для некоторого y ∈ Y и ввиду C-аппроксимируемости группы X найдется гомо-
морфизм σ этой группы на группу из класса C такой, что [x, y]σ 6= 1. Поскольку
[x, y]σ = [xσ, yσ], элемент xσ не принадлежит централизатору CXσ(Y σ) подмноже-
ства Y σ в группе Xσ. Остается лишь заметить, что CX(Y )σ 6 CXσ(Y σ) и потому
xσ /∈ CX(Y )σ. �

Предложение 1.3.4. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп и прямых произведений конечного числа сомножителей. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения.

1. Для любой группы X пересечение конечного числа подгрупп семейства C∗(X)

снова является подгруппой данного семейства.
2. Если Y — C-отделимая подгруппа некоторой группы X и S ⊆ X \ Y — ко-

нечное множество, то существует подгруппа Z ∈ C∗(X) такая, что S ∩ Y Z = ∅.
В частности, если S ⊆ X \ {1} и группа X C-аппроксимируема, то найдется под-
группа Z ∈ C∗(X), удовлетворяющая соотношению S ∩ Z = ∅.

3. Если X — C-аппроксимируемая группа, Y — подгруппа группы X и суще-
ствует подгруппа Z ∈ C∗(X) такая, что Z ∩ Y = 1, то подгруппа Y C-отделима
в группе X.

4. Если X — C-аппроксимируемая группа и Y — ее конечная подгруппа, то под-
группа Y C-отделима в группе X и существует подгруппа Z ∈ C∗(X) такая, что
Y ∩ Z = 1.

5. Любая конечная C-аппроксимируемая группа принадлежит классу C.

Доказательство. 1. Если N1, N2, . . . , Nk — подгруппы семейства C∗(X), то со-
гласно теореме Ремака [33, теорема 4.3.9] фактор-группа

X

/( k⋂
i=1

Ni

)
вкладывается в прямое произведение фактор-групп X/N1, X/N2, . . . , X/Nk и в силу
условий, наложенных на класс C, принадлежит этому классу. Значит,

k⋂
i=1

Ni ∈ C∗(X).

2. Ввиду C-отделимости подгруппы Y для каждого элемента x ∈ S найдется
подгруппа Zx ∈ C∗(X), удовлетворяющая соотношению x /∈ Y Zx. Положим

Z =
⋂
x∈S

Zx.

Тогда S ∩ Y Z = ∅ и, так как множество S конечно, то согласно утверждению 1
Z ∈ C∗(X). Стало быть, подгруппа Z является искомой.

3. Пусть
x ∈

⋂
N∈C∗(X)

Y N.
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Тогда x = yz для некоторых y ∈ Y , z ∈ Z. Если N ∈ C∗(X), то согласно утвержде-
нию 1 N ∩ Z ∈ C∗(X) и потому yz ∈ Y (N ∩ Z). Так как (N ∩ Z) ∩ Y = 1, отсюда
следует, что z ∈ N ∩ Z. Значит,

z ∈
⋂

N∈C∗(X)

(N ∩ Z) 6
⋂

N∈C∗(X)

N = 1

и x = y ∈ Y . Таким образом, ⋂
N∈C∗(X)

Y N = Y.

4, 5. Данные утверждения очевидным образом следуют из утверждений 2 и 3.
�

Говорят (см., например, [106]), что группа имеет конечный ранг Гирша–Зайцева,
равный r, если она обладает конечным субнормальным рядом, каждый фактор кото-
рого является либо периодической, либо бесконечной циклической группой, и число
бесконечных циклических факторов данного ряда равно r.

Предложение 1.3.5. Пусть C — класс групп без кручения, замкнутый от-
носительно взятия подгрупп и прямых произведений конечного числа сомножите-
лей, X — C-аппроксимируемая группа, Y — подгруппа группы X, имеющая конечный
ранг Гирша–Зайцева. Тогда существует подгруппа Z ∈ C∗(X) такая, что Z∩Y = 1.
В частности, Y является C-группой.

Доказательство. Пусть

1 = Y0 6 Y1 6 . . . 6 Yn = Y —

субнормальный ряд группы Y , каждый фактор которого является либо периодиче-
ской, либо бесконечной циклической группой. Воспользуемся индукцией по длине
этого ряда. Если n = 0, то утверждение предложения очевидным образом следует
из C-аппроксимируемости группы X. Поэтому далее будем считать, что n > 1.

Так как группа X аппроксимируется группами без кручения, то она сама не име-
ет кручения. Поэтому Y1 — бесконечная циклическая группа, порожденная некото-
рым элементом y, и ввиду C-аппроксимируемости группы X существует подгруппа
N ∈ C∗(X) такая, что y /∈ N . Из отсутствия кручения в фактор-группе X/N выте-
кает, что порядок элемента y по модулю подгруппы N бесконечен и, следовательно,
N ∩ Y1 = 1. Поскольку

(N ∩ Yi+1)/(N ∩ Yi) ∼= (N ∩ Yi+1)Yi/Yi 6 Yi+1/Yi,

группа N∩Y также обладает субнормальным рядом, каждый фактор которого явля-
ется либо периодической, либо бесконечной циклической группой. Ввиду равенства
N ∩ Y1 = 1 длина указанного ряда строго меньше n. Поэтому в силу индуктивного
предположения существует подгруппа M ∈ C∗(X), удовлетворяющая соотношению
M ∩ (N ∩ Y ) = 1. Согласно предложению 1.3.4 M ∩N ∈ C∗(X). Следовательно, под-
группа M ∩N является искомой. �
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Всюду далее, если P — некоторое множество простых чисел, то через P′ будем
обозначать множество всех простых чисел, не принадлежащих P. Если множество P

состоит из одного простого числа p, то вместо {p}- и {p}′- почти всегда будем писать
просто p- и p′- соответственно.

Напомним, что целое число называется P-числом, если все его простые дели-
тели принадлежат множеству P, периодическая группа называется P-группой, если
порядки всех ее элементов являются P-числами.

Говорят, что подгруппа Y некоторой группы X P′-изолирована в этой группе,
если для каждого элемента x ∈ X и для каждого простого числа q ∈ P′ из включения
xq ∈ Y следует, что x ∈ Y . Отметим, что если P совпадает с множеством всех
простых чисел, то P′-изолированной оказывается любая подгруппа. Если P′-изоли-
рованной является единичная подгруппа группыX, то говорят, что указанная группа
не имеет P′-кручения.

Легко видеть, что пересечение любого числа P′-изолированных подгрупп снова
оказывается P′-изолированной подгруппой. Поэтому, если X — некоторая группа,
то для каждой ее подгруппы Y существует наименьшая подгруппа, содержащая Y
и являющаяся P′-изолированной в X. Мы будем называть ее P′-изолятором под-
группы Y в группе X и обозначать через P′-Is(X, Y ). Также через P′-Rt(X, Y ) обо-
значим множество P′-корней, извлекающихся из элементов подгруппы Y в груп-
пе X. Более точно, элемент x ∈ X входит в множество P′-Rt(X, Y ), если существует
P′-число q такое, что xq ∈ Y . Очевидно, что множество P′-Rt(X, Y ) содержится
в подгруппе P′-Is(X, Y ) и совпадает с ней тогда и только тогда, когда само являет-
ся подгруппой.

Предложение 1.3.6. [74, § 4] Пусть P — произвольное множество простых
чисел, X — локально нильпотентная группа, Y — некоторая подгруппа группы X.
Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Имеет место равенство P′-Rt(X, Y ) = P′-Is(X, Y ).
2. Если подгруппа Y P′-изолирована в X, то и ее нормализатор в группе X

является P′-изолированной подгруппой этой группы.
3. Если группа X не имеет P′-кручения, то все члены ее верхнего центрального

ряда P′-изолированы в ней. В такой группе извлечение P′-корней однозначно.

Всюду далее, если C — класс групп, состоящий из периодических групп, че-
рез P(C) будем обозначать множество всех простых делителей порядков элементов
групп из класса C. Следующее утверждение показывает, что при изучении свойства
отделимости таким классом можно ограничиться рассмотрением лишь P(C)′-изоли-
рованных подгрупп.

Предложение 1.3.7. Пусть C — произвольный класс групп, состоящий толь-
ко из периодических групп, X — некоторая группа, Y — ее подгруппа. Если подгруп-
па Y C-отделима в группе X, то она P(C)′-изолирована в X.
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Доказательство. Если элемент x ∈ X и простое число q ∈ P(C)′ таковы, что
xq ∈ Y , то при любом гомоморфизме σ группы X на группу из класса C справедливо
включение xσ ∈ Y σ. В самом деле, порядок r элемента xσ, будучи P(C)-числом,
взаимно прост с q. Поэтому qα + rβ = 1 для подходящих целых чисел α, β и

xσ = (xσ)qα+rβ = (xqσ)α ∈ Y σ.

Таким образом, если подгруппа Y C-отделима в группе X, должно выполняться
включение x ∈ Y и, стало быть, Y оказывается P(C)′-изолированной в X. �

Пусть C — произвольный класс групп, X — некоторая группа, Y — ее подгруппа.
Легко видеть, что пересечение любого числа C-отделимых подгрупп группы X снова
является C-отделимой подгруппой. Поэтому существует наименьшая C-отделимая
подгруппа группы X, содержащая подгруппу Y . Будем называть ее C-замыканием
подгруппы Y в группе X и обозначать C-Cl(X, Y ). Из предложения 1.3.7 следует,
что если класс C состоит из периодических групп, то для любых группы X и ее
подгруппы Y выполнено соотношение

P(C)′-Is(X, Y ) 6 C-Cl(X, Y ).

Предложение 1.3.8. Каковы бы ни были класс групп C, группа X и ее под-
группа Y , имеет место равенство

C-Cl(X, Y ) =
⋂

N∈C∗(X)

Y N.

Доказательство. Обозначим для краткости подгруппы C-Cl(X, Y ) и⋂
N∈C∗(X)

Y N

через Z и Y соответственно. Заметим, что для любой подгруппы N ∈ C∗(X)

Y N =

( ⋂
M∈C∗(X)

YM

)
N 6 Y N ·N 6 Y N

и потому ⋂
N∈C∗(X)

Y N 6
⋂

N∈C∗(X)

Y N = Y .

Значит, подгруппа Y C-отделима в группе X и, следовательно, Z 6 Y . С другой
стороны, так как подгруппа Z C-отделима в X, то

Z =
⋂

N∈C∗(X)

ZN.

Поскольку Y 6 Z, отсюда следует, что

Y =
⋂

N∈C∗(X)

Y N 6
⋂

N∈C∗(X)

ZN = Z. �

Предложение 1.3.9. Пусть C — произвольный класс групп, X — C-аппрокси-
мируемая группа, Y — подгруппа группы X, удовлетворяющая некоторому нетри-
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виальному тождеству ω(x1, x2, . . . , xn) = 1. Тогда C-замыкание подгруппы Y в груп-
пе X также удовлетворяет этому тождеству. В частности, если Y — нильпо-
тентная группа ступени c, то и подгруппа C-Cl(X, Y ) является нильпотентной
группой ступени c.

Доказательство. Если x1, x2, . . . , xn ∈ C-Cl(X, Y ) и x = ω(x1, x2, . . . , xn), то
в силу предложения 1.3.8 для любой подгруппы N ∈ C∗(X) справедливы включения
x1, x2, . . . , xn ∈ Y N и, следовательно, x ≡ 1 (mod N). Отсюда ввиду C-аппроксими-
руемости группы X вытекает, что x = 1.

В частности, если Y — нильпотентная группа ступени c, то подгруппа C-Cl(X, Y )

удовлетворяет тождеству [x1, x2, . . . , xc+1] = 1 и потому является нильпотентной
группой ступени не выше c. Так как, с другой стороны, она содержит подгруппу Y ,
ее ступень нильпотентности в точности равна c. �

§ 1.4. Корневые классы групп

Понятие корневого класса было введено К. Грюнбергом в 1957 году [118]. Со-
гласно данному им определению класс групп C называется корневым, если он

1) замкнут относительно взятия подгрупп;
2) замкнут относительно взятия прямых произведений двух групп;
3) удовлетворяет следующему условию: для любой группы X и для любого суб-

нормального ряда 1 6 Z 6 Y 6 X, факторы X/Y и Y/Z которого принадлежат
классу C, существует подгруппа T ∈ C∗(X) такая, что T 6 Z.

Легко видеть, что из третьего условия вытекает замкнутость класса C относи-
тельно взятия расширений, а, значит, и прямых произведений конечного числа сомно-
жителей. Поэтому в приведенном определении второе условие оказывается излиш-
ним. Третье условие, сейчас называемое обычно условием Грюнберга, носит чисто
утилитарный характер и позволяет доказать весьма полезное и часто используемое
утверждение о том, что если C — корневой класс групп, то произвольное расшире-
ние C-аппроксимируемой группы при помощи группы из класса C в свою очередь
является C-аппроксимируемой группой (см. предложение 1.4.8 ниже). Вместе с тем,
условие Грюнберга затрудняет понимание того, что представляют собой корневые
классы групп в целом. Проясняет ситуацию

Теорема 1.4.1. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взятия под-
групп. Тогда следующие утверждения равносильны.

1. Класс C удовлетворяет условию Грюнберга (и, следовательно, является кор-
невым).

2. Класс C замкнут относительно взятия декартовых сплетений.
3. Класс C замкнут относительно взятия расширений и для любых двух групп

X, Y ∈ C содержит декартово произведение
∏

y∈Y Xy, где Xy — изоморфная копия
группы X для каждого y ∈ Y .
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Доказательство. 1⇒ 2. Пусть X, Y — произвольные группы из класса C, W —
декартово сплетение группы X с группой Y и V =

∏
y∈Y Xy — декартово произве-

дение, все сомножители которого изоморфны группе X. Нам необходимо показать,
что W ∈ C.

Напомним, что группа V представляет собой множество функций, отображаю-
щих Y в X, с поточечным умножением, а W — это множество Y · V с операцией
умножения, заданной правилом

(y1v1)(y2v2) = y1y2v
y2
1 v2,

где vy21 — функция из группы V , переводящая y в v1(y2y) для каждого y ∈ Y .
Пусть

U =
{
v ∈ V | v(1) = 1

}
.

Легко видеть, что отображение σ : V → X, действующее по правилу vσ = v(1), яв-
ляется сюръективным гомоморфизмом и ядро этого гомоморфизма совпадает с U .
Поэтому U — нормальная подгруппа в V и V/U ∼= X. Из определения операции
умножения в группеW следует также, что подгруппа V нормальна вW иW/V ∼= Y .
Стало быть, U 6 V 6 W — субнормальная последовательность с факторами из клас-
са C и по условию Грюнберга найдется подгруппа T ∈ C∗(W ), лежащая в U .

Поскольку подгруппа T нормальна в W , она содержится в подгруппе

y−1Uy =
{
v ∈ V | v(y−1) = 1

}
для любого y ∈ Y . Но ⋂

y∈Y

y−1Uy = 1,

следовательно, T = 1 и W ∈ C.

2⇒ 3. Пусть снова X, Y — произвольные C-группы, W — декартово сплетение
группы X с группой Y и V =

∏
y∈Y Xy. Так как класс C замкнут относительно

взятия декартовых сплетений и подгрупп, то W ∈ C и V ∈ C, поскольку V 6 W .
По теореме Фробениуса (см., например, [33, теорема 6.2.8]) произвольное расширение
группы X при помощи группы Y вкладывается вW и потому также принадлежит C.
Следовательно, класс C замкнут относительно обеих требуемых операций.

3⇒ 1. Пусть X — некоторая группа и Z 6 Y 6 X — субнормальная последова-
тельность с факторами из класса C. Зафиксируем некоторую систему S представи-
телей смежных классов группы X по подгруппе Y , положим

T =
⋂
s∈S

s−1Zs

и покажем, что подгруппа T является искомой.
Очевидно, что T — нормальная подгруппа группы X, лежащая в Z. Фактор-

группа Y/T согласно теореме Ремака [33, теорема 4.3.9] вкладывается в декарто-
во произведение D фактор-групп Y/s−1Zs (s ∈ S). Каждая из групп Y/s−1Zs изо-
морфна C-группе Y/Z. Поэтому D ∈ C согласно условию утверждения и из замкну-
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тости класса C относительно взятия подгрупп и расширений следует, что Y/T ∈ C
и X/T ∈ C. �

Непосредственно из теоремы 1.4.1 вытекают следующие два утверждения.

Следствие 1.4.2. [23, предложение 8] Класс, состоящий лишь из конечных
групп, является корневым тогда и только тогда, когда он замкнут относительно
взятия подгрупп и расширений.

Следствие 1.4.3. Пересечение любых двух корневых классов групп снова явля-
ется корневым классом.

Так как класс всех групп без кручения является корневым, то частным случаем
следствия 1.4.3 оказывается

Следствие 1.4.4. Если C — корневой класс групп, то класс Ctf, состоящий
из всевозможных C-групп без кручения, также является корневым.

Из утверждений 2 и 3 теоремы 1.4.1 видно, что каждый корневой класс содер-
жит достаточно много групп. Следующие три предложения более точно описывают
некоторые семейства групп, заведомо принадлежащих заданному корневому классу.

Предложение 1.4.5. Если C — корневой класс групп, состоящий только из пе-
риодических групп, то конечная разрешимая группа принадлежит этому классу
тогда и только тогда, когда ее порядок является P(C)-числом. В частности, если
класс C содержит хотя бы одну неединичную группу, то ему принадлежат все ко-
нечные p-группы для некоторого простого числа p.

Доказательство. Из теоремы Силова очевидно следует, что порядок любой ко-
нечной группы, принадлежащей классу C, является P(C)-числом. Покажем, что для
разрешимых групп справедливо и обратное.

Если p ∈ P(C), то по определению множества P(C) существует C-группа, содер-
жащая элемент, порядок которого делится на p, а, значит, и элемент порядка p. В силу
замкнутости класса C относительно взятия подгрупп ему принадлежит циклическая
подгруппа, порожденная вторым из этих элементов. Поскольку любая конечная раз-
решимая P(C)-группа X обладает полициклическим рядом, порядки факторов кото-
рого принадлежат P(C), из доказанного выше и замкнутости класса C относительно
взятия расширений следует, что X ∈ C. �

Предложение 1.4.6. Если C — корневой класс групп, состоящий только из пе-
риодических групп, то произвольная группа из класса C имеет конечный период.

Доказательство. В самом деле, пусть X — произвольная группа из класса C.
Тогда согласно теореме 1.4.1 декартово произведение D =

∏
x∈X Xx, где Xx — изо-

морфная копия группыX для каждого элемента x ∈ X, также принадлежит классу C
и, следовательно, является периодической группой. Это означает, что элемент груп-
пы D, функция f : X → X, определенная по правилу f(x) = x, имеет некоторый
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конечный порядок q. Очевидно, что в силу задания функции f период группы X

совпадает с q и, в частности, конечен. �

Предложение 1.4.7. Пусть C — корневой класс групп, X — некоторая нееди-
ничная C-группа и c — мощность группы X. Пусть также ℵ∞ обозначает первый
предельный кардинал, больший ℵ0. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если класс C включает хотя бы одну непериодическую группу, то ему при-
надлежат все свободные разрешимые группы,мощности которых не превосходят 2c.
В частности, класс C содержит любую свободную разрешимую группу мощности,
меньшей ℵ∞.

2. Если класс C состоит только из периодических групп, то ему принадлежат
все периодические разрешимые P(C)-группы конечного периода, мощности которых
не превосходят 2c. В частности, вместе с некоторой бесконечной группой класс C
содержит любую периодическую разрешимую P(C)-группу, имеющую конечный пе-
риод и мощность, меньшую ℵ∞.

Доказательство. Утверждения 1 и 2 будем доказывать параллельно.
Пусть Y (α) и Y (β) — соответственно свободная разрешимая группа и периодиче-

ская разрешимая P(C)-группа конечного периода, мощности которых не превосхо-
дят 2c (здесь и далее группы с индексом β рассматриваются, только если класс C
состоит из периодических групп и потому определено множество P(C)). Пусть так-
же Z(α) — бесконечная циклическая группа, q — период группы Y (β) (являющийся
P(C)-числом) и Z(β) — циклическая группа порядка q. Тогда, если C включает хо-
тя бы одну непериодическую группу, то Z(α) ∈ C в силу замкнутости класса C отно-
сительно взятия подгрупп; если же C состоит из периодических групп, то Z(β) ∈ C
согласно предложению 1.4.5.

Рассмотрим декартовы произведения

I =
∏
x∈X

Xx, D
(λ)

=
∏
i∈I

Z
(λ)
i ,

где λ ∈ {α, β}, Xx и Z
(λ)
i — изоморфные копии групп X и Z

(λ) соответственно для
всех x ∈ X, i ∈ I. Тогда I, D(α), D(β) ∈ C в силу утверждения 3 теоремы 1.4.1
и 2c 6 card I 6 2c·c.

Пусть F (λ) — произвольный фактор ряда коммутантов группы Y (λ), λ ∈ {α, β}.
Тогда F (α) — свободная абелева группа, F (β) — периодическая абелева группа, пери-
од которой конечен и делит q. Последнее означает, что группа F (β) имеет конечное
число примарных компонент и каждая из них согласно первой теореме Прюфера рас-
кладывается в прямое произведение циклических подгрупп, порядки которых также
делят q. Отсюда и из соотношений

cardF (λ) 6 cardY (λ) 6 2c, λ ∈ {α, β},

следует, что F (λ) 6 D(λ). Поэтому F (λ) ∈ C и Y (λ) ∈ C ввиду замкнутости класса C
относительно взятия подгрупп и расширений. �
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В следующем предложении собраны результаты, создающие основу для изуче-
ния аппроксимируемости корневыми классами свободных конструкций групп.

Предложение 1.4.8. Пусть C — произвольный корневой класс групп. Тогда
справедливы следующие утверждения.

1. Если класс C содержит хотя бы одну неединичную группу, то каждая сво-
бодная группа аппроксимируется этим классом [16, теорема 1].

2. Свободное произведение произвольного числа C-аппроксимируемых групп яв-
ляется C-аппроксимируемой группой [118, теорема 4.1]; [16, теорема 2].

3. Всякое расширение C-аппроксимируемой группы при помощи группы из клас-
са C в свою очередь аппроксимируется этим классом [118, лемма 1.5].

Приведем еще легко проверяемое

Предложение 1.4.9. Если C — корневой класс групп, то прямое произведение
любого числа C-аппроксимируемых групп является C-аппроксимируемой группой.

Очевидно, что если некоторый класс групп содержит только единичную группу,
то и любая аппроксимируемая им группа будет единичной. Поэтому до конца дис-
сертации будем предполагать выполненным

Соглашение 1. Под корневым классом понимается класс групп, удовлетво-
ряющий любому из равносильных условий, содержащихся в формулировке теоре-
мы 1.4.1, и включающий хотя бы одну неединичную группу.

Заметим также, что если

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
—

некоторый граф групп и Γi (i ∈ I) — компоненты связности графа Γ, то груп-
па π1(G(Γ)) представляет собой свободное произведение групп π1(G(Γi)) (i ∈ I) и в си-
лу предложения 1.4.8 ее C-аппроксимируемость равносильна C-аппроксимируемости
всех групп π1(G(Γi)). Поэтому примем еще и

Соглашение 2. Всюду далее, если явным образом не указано иное, предполага-
ется, что рассматриваемые графы групп являются связными.
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Глава 2. Общие условия аппроксимируемости
корневыми классами относительно равенства

§ 2.1. Фильтрационный метод

До конца главы будем предполагать, что

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
—

некоторый (связный) граф групп и T — остовное дерево в графе Γ, используемое
для задания представления группы π1(G(Γ)).

Бо́льшая часть результатов об аппроксимируемости свободных конструкций
групп получена с помощью так называемого фильтрационного подхода. Впервые
он был предложен Г. Баумслагом [93] для изучения финитной аппроксимируемо-
сти обобщенных свободных произведений двух групп, затем распространен на кон-
струкции HNN-расширения [90] и фундаментальной группы произвольного графа
групп [181], а также адаптирован для исследования аппроксимируемости классами
конечных p-групп [38, 46] и конечных P-групп, где P — непустое множество про-
стых чисел [68].

Суть метода, используемого во всех перечисленных работах, состоит в том, чтобы
сначала найти достаточные условия C-аппроксимируемости группы π1(G(Γ)) в пред-
положении, что все вершинные группы принадлежат аппроксимирующему классу C,
а затем, в случае произвольных вершинных групп, аппроксимировать группуπ1(G(Γ))

не напрямую C-группами, а группами, удовлетворяющими найденным ранее доста-
точным условиям. Более формально это можно описать так.

Пусть C — некоторый класс групп и R = {Rv | v ∈ V} — система совместимых
нормальных подгрупп в группе π1(G(Γ)). Назовем систему R слабо C-допустимой,
если все группы GvρR (v ∈ V) принадлежат классу C и группа π1(GR(Γ)) аппрокси-
мируется этим классом.

ПустьR — совокупность всех слабо C-допустимых систем совместимых нормаль-
ных подгрупп в группе π1(G(Γ)). ЕслиR ∈ R иR = {Rv | v ∈ V}, то черезR(v) будем
обозначать подгруппу Rv. Понятно, что если для каждого элемента g ∈ π1(G(Γ))\{1}
существует система R ∈ R, удовлетворяющая условию gρR 6= 1, то группа π1(G(Γ))

оказывается C-аппроксимируемой. Чтобы иметь возможность найти подходящую си-
стему R для любого неединичного элемента g, на группу π1(G(Γ)) накладывают сле-
дующие два условия, которые и дали методу название «фильтрационный»:

(F.1) ∀v ∈ V
⋂
R∈R

R(v) = 1;
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(F.2) ∀e ∈ E , ε = ±1
⋂
R∈R

HεeR(e(ε)) = Hεe.

Первое из этих условий позволяет отыскать систему R, если элемент g принад-
лежит одной из вершинных групп. Второе условие используется в противном случае
и (в сочетании с определенными дополнительными ограничениями) дает сохранить
при гомоморфизме ρR длину приведенной или несократимой записи элемента g, тем
самым гарантируя, что gρR 6= 1.

Можно показать (это будет сделано далее), что если аппроксимирующий класс C
является корневым, то любой гомоморфизм группы π1(G(Γ)) на группу из класса C
проходит через гомоморфизм ρR для некоторой слабо C-допустимой системы R. По-
этому при изучении аппроксимируемости корневыми классами описанная двухсту-
пенчатая схема построения гомоморфизма группы π1(G(Γ)) не является каким-то
ограничением. Отсюда также легко следует, что условие (F.1) оказывается необхо-
димым для C-аппроксимируемости группы π1(G(Γ)). Сказать то же об условии (F.2),
увы, нельзя.

По определению, еслиR— слабо C-допустимая система, тоR(v)∈ C∗(Gv) для всех
v ∈ V . Поэтому из условия (F.2) следует, что для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруп-
па Hεe C-отделима в группе Ge(ε). Требование C-отделимости всех реберных подгрупп
в вершинных группах служит принципиальным ограничением как исходного метода
Г. Баумслага, так и всех его обобщений, включая то, которое реализовано в настоя-
щей диссертации. Существуют примеры (см., например, [36]), показывающие, что это
ограничение не является необходимым для C-аппроксимируемости группы π1(G(Γ)).

Хотя выше фильтрационный метод описан в общем виде, до недавнего време-
ни он использовался лишь применительно к конкретным аппроксимирующим клас-
сам групп и свободным конструкциям (почти всегда свободным произведениям двух
групп с объединенной подгруппой или HNN-расширениям с одной проходной буквой).
Исследования, в основе которых лежали работы [38,46,68,90,93], в целом придержи-
вались следующей последовательности действий:

1) выбор конкретных аппроксимирующего класса групп C и свободной конструк-
ции, удовлетворяющей, возможно, некоторым дополнительным ограничениям (на-
пример, требованию нормальности объединяемых подгрупп в сомножителях обоб-
щенного свободного произведения двух групп);

2) доказательство критерия аппроксимируемости выбранной конструкции клас-
сом C при условии, что все вершинные группы принадлежат этому классу;

3) введение понятия совместимых подгрупп, опирающегося на формулировку
критерия из пункта 2 и равносильного определенному выше понятию слабой C-до-
пустимости;

4) доказательство достаточных условий C-аппроксимируемости, аналогичных
условиям (F.1) и (F.2), а также некоторых утверждений, упрощающих применение
этих условий в конкретных ситуациях;
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5) исследование с помощью утверждений из пункта 4 C-аппроксимируемости вы-
бранной свободной конструкции при различных дополнительных (к пункту 1) огра-
ничениях, накладываемых на вершинные группы и/или реберные подгруппы.

Уже в начале 2000-х годов стало ясно, что в описанной схеме, начиная с пунк-
та 4, все время используются примерно одни и те же рассуждения. Однако, для того,
чтобы провести их однократно, требовалось ввести на шаге 3 некоторое универсаль-
ное понятие совместимости. Попытка сделать это в случае произвольного корневого
аппроксимирующего класса C и фундаментальной группы конечного графа групп
была предпринята в [81] и состояла в использовании понятия, которое выше было
названо слабой C-допустимостью. Будучи вполне естественным, данный подход ока-
зался, однако, не слишком продуктивным. Причина этого заключается в том, что
условие «группа π1(GR(Γ)) аппроксимируется классом C» в общем случае не допус-
кает, по-видимому, никакой равносильной формулировки: такой вывод напрашива-
ется после изучения критериев из пункта 2 приведенной выше схемы, полученных
в [46,68,90,93,121]. Сам же факт аппроксимируемости группы π1(GR(Γ)) некоторым
(точно неизвестно каким) корневым классом C оказывается не слишком полезным.
Например, он не позволяет ответить на вопрос, будет ли пересечение двух слабо
C-допустимых систем снова слабо C-допустимой системой, и это вынудило авторов
работы [81] модифицировать условие (F.2) следующим образом:

∀n > 1 ∀ei ∈ E , εi = ±1, gi ∈ Gei(εi) \Hεiei (1 6 i 6 n)

∃R ∈ R ∀i ∈ {1, . . . , n} gi /∈ HεieiR(ei(εi)).

В настоящей диссертации предлагается другой подход к определению универ-
сального понятия совместимости, требующий от группы π1(GR(Γ)) несколько боль-
шего, нежели просто аппроксимируемость классом C. Полученные с его помощью
результаты позволяют утверждать, что этот вариант оказывается более удачным.

Пусть C — произвольный класс групп иR = {Rv | v ∈ V}— система совместимых
нормальных подгрупп в группе π1(G(Γ)). Назовем систему R C-допустимой, если
выполняется любое из следующих двух равносильных (ввиду предложения 1.2.6)
утверждений:

1) существует подгруппа N ∈ C∗(π1(G(Γ))) такая, что Rv =N ∩Gv для всех v ∈ V ;
2) существует гомоморфизм группы π1(GR(Γ)) на группу из класса C, инъектив-

ный на всех вершинных группах Gv = Gv/Rv (v ∈ V).
Первое из приведенных условий совершенно неконструктивно, но очень удобно

для применения, особенно когда одна фундаментальная группа вкладывается в дру-
гую. Оно, в частности, позволяет легко ответить на вопрос о C-допустимости пе-
ресечения двух C-допустимых систем. Второе условие используется для построения
систем совместимых подгрупп, примеры этому будут даны в следующей главе.

Приводимая далее теорема 2.2.1 утверждает, что если C — корневой класс групп,
то из существования гомоморфизма группы π1(GR(Γ)) на группу из класса C, инъек-
тивного на всех вершинных группах, следует C-аппроксимируемость группыπ1(GR(Γ))
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и потому C-допустимость влечет за собой слабую C-допустимость. Теорема 2.5.1 опи-
сывает некоторые ситуации, когда верно и обратное. Например, это так, если C —
корневой класс, состоящий только из конечных групп, и граф Γ является конеч-
ным. Равносильность C-допустимости и слабой C-допустимости в указанном случае
активно используется в упоминавшихся выше исследованиях, продолжающих рабо-
ты [38,46,68,90,93]. Именно благодаря ей, проблема поиска наиболее удачного опреде-
ления совместимых подгрупп возникла только с началом систематического изучения
аппроксимируемости свободных конструкций произвольными корневыми классами
групп. Вопрос о полном описании ситуаций, когда C — корневой класс и C-допусти-
мость равносильна слабой C-допустимости, остается открытым. В § 2.6 приводятся
примеры, показывающие, что в общем случае требование C-допустимости оказыва-
ется сильнее.

Если в условиях (F.1) и (F.2) выше в качествеR взять совокупность всех C-допус-
тимых (а не слабо C-допустимых) систем совместимых нормальных подгрупп в груп-
пе π1(G(Γ)), то указанным условиям можно дать следующую топологическую трак-
товку. При выборе семейства C∗(π1(G(Γ))) в качестве базиса окрестностей единицы
на группе π1(G(Γ)) оказывается заданной так называемая про-C топология. Для лю-
бой вершины v ∈ V семейство{

N ∩Gv | N ∈ C∗(π1(G(Γ)))
}

служит базисом окрестностей единицы в топологии группы Gv, индуцированной
про-C топологией группы π1(G(Γ)). Условие (F.1) означает, что указанная индуци-
рованная топология является хаусдорфовой, а условие (F.2) — что любая подгруп-
па Hεe, где e(ε) = v, оказывается в ней замкнутой.

Как уже было отмечено выше, сочетание второго определения C-допустимости
с требованием к аппроксимирующему классу быть корневым оказывается весьма
продуктивным. При таких ограничениях удается в общем виде доказать фильтраци-
онные условия аппроксимируемости фундаментальной группы произвольного графа
групп (см. теорему 2.3.1 ниже), а также некоторые другие утверждения. Более важ-
но, однако, то, что введенное определение позволяет несколько видоизменить ука-
занную выше последовательность изучения аппроксимируемости, сделав шаги 3–4
и 1, 2, 5 практически независимыми.

Далее будем называть результатами первого уровня утверждения, в которых
устанавливается существование гомоморфизма группы π1(G(Γ)) на группу из аппрок-
симирующего класса, инъективного на всех вершинных группах. Сто́ит отметить, что
никакой общей схемы для доказательства результатов первого уровня нет, каждый
из них является весьма удачной находкой и получается при тех или иных ограниче-
ниях, накладываемых на вершинные группы, реберные подгруппы и/или связываю-
щие эти подгруппы изоморфизмы. Однако, сразу после появления очередной теоре-
мы такого рода можно воспользоваться готовыми утверждениями общего характера
(например, упомянутой выше теоремой 2.3.1) и при тех же ограничениях доказы-
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вать результаты второго уровня, т. е. достаточные условия аппроксимируемости,
в которых уже не предполагается, что вершинные группы принадлежат аппрокси-
мирующему классу. В настоящей диссертации данная схема реализуется в главе 3
и, отчасти, в главе 4.

§ 2.2. Случай, когда реберные подгруппы принадлежат
аппроксимирующему классу

Целью данного параграфа является доказательство следующего утверждения.

Теорема 2.2.1. Пусть C — произвольный корневой класс групп и все группы Gv

(v ∈ V) C-аппроксимируемы. Если существует гомоморфизм σ группы π1(G(Γ)) на
группу из класса C, действующий инъективно на всех реберных подгруппах Hεe (e∈E,
ε = ±1), то группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема.

Как уже было отмечено в предыдущем параграфе, из теоремы 2.2.1 следует, что
если C — корневой класс групп, то C-допустимость системы совместимых нормаль-
ных подгрупп влечет за собой ее слабую C-допустимость. Поэтому двухступенчатая
схема построения гомоморфизма группы π1(G(Γ)), используемая в фильтрационном
методе, успешно работает в сочетании с новым понятием C-допустимости, введенным
в настоящей диссертации. Но, чтобы установить данный факт, в приведенной тео-
реме достаточно было бы потребовать не C-аппроксимируемости вершинных групп,
а только лишь их принадлежности классу C. Помимо естественного желания дока-
зать больше теми же усилиями для ослабления условия теоремы 2.2.1 имеется еще
одна причина.

Если все реберные подгруппы принадлежат аппроксимирующему классу, то до-
вольно часто с помощью фильтрационного подхода в лице приводимой далее теоре-
мы 2.3.1 и ее следствий не удается получить результаты более сильные, чем те, что
вытекают из сформулированной выше теоремы 2.2.1. В этом нет ничего удивитель-
ного, учитывая, насколько существенно вторая из этих теорем опирается на первую.
Использование в подобной ситуации лишь теоремы 2.2.1 оказывается проще, а пото-
му предпочтительнее.

Для доказательства сформулированной теоремы потребуются следующие два
предложения.

Предложение 2.2.2. Если граф Γ является деревом, то группа π1(G(Γ)) вкла-
дывается в HNN-расширение

E =
〈
Gv (v ∈ V), te (e ∈ E); t−1

e hϕ+ete = hϕ−e (e ∈ E , h ∈ He)
〉
.

Доказательство. Хорошо известно, что нормальное замыкание базовой груп-
пы HNN-расширения представляет собой древесное произведение изоморфных копий
этой группы. Поскольку базовая группа P HNN-расширения E является свободным
произведением групп Gv (v ∈ V), ее нормальное замыкание оказывается «лесны́м»
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(т. е. соответствующим, вообще говоря, лесу, а не дереву) произведением изоморф-
ных копий групп Gv (v ∈ V). Опишем более подробно, как устроено это произведение,
и затем укажем поддерево, фундаментальная группа которого изоморфна π1(G(Γ)).

Пусть T — свободная группа с базисом {te | e ∈ E}. Рассмотрим граф Γ′ с мно-
жеством вершин V ′ = V × T и множеством ребер E ′, индексированным множеством
E ×T и определенным следующим образом: для любых e ∈ E , t ∈ T ребро e′ с индек-
сом (e, t) соединяет вершины e′(1) =

(
e(1), tet

)
и e′(−1) =

(
e(−1), t

)
. Легко видеть,

что граф Γ′ не имеет кратных ребер и петель. Для доказательства ацикличности
(неориентированной версии) построенного графа заметим, что произвольной простой
цепи L в этом графе, имеющей ненулевую длину и ведущей из некоторой вершины
u′ = (u, r) в некоторую вершину w′ = (w, s), соответствует элемент τ ∈ T \ {1} такой,
что τr = s и потому u′ 6= w′.

В самом деле, пусть e′ — ребро цепи L, соединяющее вершины e′(1) =
(
e(1), tet

)
и e′(−1) =

(
e(−1), t

)
для некоторых e ∈ E , t ∈ T . Если при движении вдоль це-

пи (от u′ к w′) происходит перемещение от вершины
(
e(1), tet

)
к вершине

(
e(−1), t

)
,

то сопоставим ребру e′ элемент te′ = t−1
e , в противном случае положим te′ = te.

Поскольку L — простая цепь, элементы, сопоставленные ее смежным ребрам, не яв-
ляются взаимообратными. Значит, произведение τ всех элементов, соответствующих
ребрам цепи L и взятых в порядке, противоположном движению вдоль цепи от u′

к w′, имеет в группе T несократимую запись ненулевой длины и, следовательно, от-
лично от 1. Равенство τr = s вытекает из определения элементов te′ .

Для любых v ∈ V , t ∈ T обозначим через Gv,t изоморфную копию группы Gv

и через ιv,t изоморфизм Gv → Gv,t. Определим граф групп G ′(Γ′), сопоставляя вер-
шине (v, t) ∈ V ′ (v ∈ V , t ∈ T ) группу Gv,t, а ребру e′ ∈ E ′ с индексом (e, t) (e ∈ E ,
t ∈ T ) — группу He и гомоморфизмы

ϕ+e′ = ϕ+eιe(1), tet, ϕ−e′ = ϕ−eιe(−1), t.

Для любого элемента τ ∈ T рассмотрим отображение вершин графа Γ′, опреде-
ленное правилом (v, t) 7→ (v, tτ), и соответствующие ему изоморфизмы вершинных
групп ι−1

v,t ιv,tτ . Легко видеть, что эти отображения индуцируют автоморфизмы гра-
фов Γ′ и G ′(Γ′), а, значит, и автоморфизм ατ группы π1(G ′(Γ′)). Очевидно также, что
ατ1τ2 = ατ1ατ2 для любых τ1, τ2 ∈ T и потому определено расщепляемое расширение S
группы π1(G ′(Γ′)) при помощи группы T , в котором сопряжение при помощи элемен-
та τ ∈ T действует на группе π1(G ′(Γ′)) как автоморфизм ατ .

Группа S имеет представление〈
Gv,t (v ∈ V , t ∈ T ), te (e ∈ E); τ−1gτ = gατ (g ∈ Gv,t, v ∈ V , t, τ ∈ T ),

hϕ+eιe(1), tet = hϕ−eιe(−1), t (e ∈ E , h ∈ He, t ∈ T )
〉
.

Так как для любых v ∈ V , g ∈ Gv, τ ∈ T в ней выполняются равенства

τ−1gιv,1τ = gιv,1ατ = gιv,1ι
−1
v,1ιv,τ = gιv,τ ,

то образующие групп Gv,t (v ∈ V , t ∈ T \ {1}) могут быть исключены из указанного
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представления вместе с соотношениями

τ−1gτ = gατ (g ∈ Gv,1, v ∈ V , τ ∈ T ).

При этом соотношения

τ−1gτ = gατ (g ∈ Gv,t, v ∈ V , t ∈ T \ {1}, τ ∈ T )

превращаются в тождества, а соотношения

hϕ+eιe(1), tet = hϕ−eιe(−1), t (e ∈ E , h ∈ He, t ∈ T )

приобретают вид

t−1
e (hϕ+eιe(1),1)te = hϕ−eιe(−1),1 (e ∈ E , h ∈ He).

Таким образом, отождествляя элементы групп Gv (v ∈ V) и их образы относи-
тельно изоморфизмов ιv,1, представление группы S можно превратить в представле-
ние группы E. Следовательно, E ∼= S.

Теперь построим вложение графа Γ в граф Γ′. Для этого зафиксируем некото-
рую вершину u ∈ V и будем рассуждать индукцией по длине (единственного) пути
в дереве Γ, связывающего произвольным образом выбранную вершину v ∈ V с u.

Каждая вершина v ∈ V будет отображаться в вершину вида (v, t) для некоторого
t ∈ T . Вершине u поставим в соответствие вершину (u, 1). Пусть v ∈ V — произволь-
ная вершина, отличная от u, e — последнее ребро пути, ведущего из u в v, ε = ±1 —
такое число, что v = e(ε), и вершине e(−ε) соответствует вершина

(
e(−ε), t

)
. Тогда

вершине v = e(ε) сопоставим вершину
(
e(ε), tεet

)
. Согласно определению графа Γ′

справедливы равенства e′(ε) =
(
e(ε), tεet

)
и e′(−ε) =

(
e(−ε), t

)
, где e′ — ребро с ин-

дексом (e, t), если ε = 1, или с индексом
(
e, t−1

e t
)
, если ε = −1. Поэтому построенное

отображение вершин задает искомое вложение. Легко видеть также, что в сочетании
с изоморфизмами ιv,t (v ∈ V , t ∈ T ) оно определяет и вложение графа групп G(Γ)

в граф групп G ′(Γ′). Следовательно, в силу предложения 1.2.1 группа π1(G(Γ)) вкла-
дывается в группу π1(G ′(Γ′)), что и требовалось. �

Для любого семейства групп Ω через P(Ω) будем обозначать класс групп, состоя-
щий из (обычных) свободных произведений, каждый сомножитель которых является
свободной группой или вкладывается в некоторую группу из семейства Ω. Из предло-
жения 1.1.7 следует, что этот класс замкнут относительно взятия подгрупп. Поэтому,
если Θ — некоторое семейство P(Ω)-групп, то P(Θ) ⊆ P(Ω).

Предложение 2.2.3. Пусть C — произвольный корневой класс групп и суще-
ствует гомоморфизм σ группы π1(G(Γ)) на группу из класса C, действующий инъ-
ективно на всех реберных подгруппах Hεe (e ∈ E , ε = ±1). Пусть также N = kerσ

и Ω = {N ∩Gv | v ∈ V}. Тогда группа π1(G(Γ)) представляет собой расширение неко-
торой P(Ω)-группы при помощи группы из класса C.

Доказательство. Предположим сначала, что граф Γ является деревом, и рас-
смотрим HNN-расширение E из предложения 2.2.2. Очевидно,что группа T=π1(G(Γ))
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представляет собой фактор-группу группы E по нормальному замыканию множества
элементов {te | e ∈ E}. Обозначим черезK прообраз подгруппы N относительно есте-
ственного гомоморфизма ε : E → T. Тогда K ∈ C∗(E) и для каждой вершины v ∈ V
справедливо равенствоK∩Gv = N∩Gv, поскольку гомоморфизм ε действует на груп-
пе Gv тождественно. Отсюда следует, в частности, что K ∩ Hεe = 1 для всех e ∈ E ,
ε = ±1, и согласно предложению 1.1.6 K ∈ P

(
{K ∩ P}

)
, где P — базовая группа

HNN-расширения E, т. е. свободное произведение групп Gv (v ∈ V). В силу предло-
жения 1.1.7 K ∩ P ∈ P(Θ), где

Θ =
{

(K ∩ P) ∩Gv | v ∈ V
}
,

и так как
Θ =

{
K ∩Gv | v ∈ V

}
= Ω,

то K ∩ P ∈ P(Ω) и K ∈ P(Ω). Согласно предложению 2.2.2 группа T вкладывается
в группу E и, следовательно, оказывается расширением группы T ∩K при помощи
группы T/T ∩ K. Остается заметить, что ввиду предложения 1.3.1 и замкнутости
классовP(Ω) и C относительно взятия подгрупп справедливы включения T∩K∈P(Ω)

и T/T ∩K ∈ C.
Итак, в случае, когда Γ является деревом, утверждение доказано. Предположим

теперь, что Γ — произвольный связный граф и, как уже было указано в начале главы,
T — его остовное дерево, используемое для задания представления группы π1(G(Γ)).
Так как ограничение σT гомоморфизма σ на древесное произведение π1(G(T )) дей-
ствует инъективно на всех реберных подгруппах этого произведения и{

kerσT ∩Gv | v ∈ V
}

= Ω,

то ввиду рассмотренного выше случая группа π1(G(T )) является расширением неко-
торой P(Ω)-группы P при помощи группы из класса C. Положим U = N ∩ π1(G(T ))

и V = U ∩P . Тогда V ∈ C∗(U)∩P(Ω) в силу предложения 1.3.1 и замкнутости клас-
сов P(Ω) и C относительно взятия подгрупп.

Так как π1(G(Γ)) — HNN-расширение группы π1(G(T )), то по предложению 1.1.6
подгруппа N раскладывается в свободное произведение некоторой свободной груп-
пы F и групп Xi (i ∈ I), изоморфных U . Пусть θ : N → U — сюръективный гомомор-
физм, продолжающий изоморфизмы Xi → U (i ∈ I) и переводящий сомножитель F
в единицу. Положим M = ker θδ, где δ : U → U/V — естественный гомоморфизм. То-
гда M ∈ C∗(N) и M ∩ Xi

∼= V ∈ P(Ω) для всех i ∈ I. Применяя предложение 1.1.7
к свободному произведению N , получаем, что

M ∈ P
(
{M ∩Xi | i ∈ I}

)
.

Значит, M ∈ P(Ω).
Так как M 6 N 6 π1(G(Γ)) — субнормальная последовательность с факторами

из класса C, то согласно условию Грюнберга существует подгруппа L ∈ C∗(π1(G(Γ))),
лежащая в M . Тогда L ∈ P(Ω) и, стало быть, группа π1(G(Γ)) представляет собой
расширение P(Ω)-группы L при помощи C-группы π1(G(Γ))/L. �
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Доказательство теоремы 2.2.1. Предложение 1.4.8 утверждает, что если C —
корневой класс групп и семейство Ω состоит из C-аппроксимируемых групп, то лю-
бое расширение P(Ω)-группы при помощи C-группы аппроксимируется классом C.
Поэтому теорема 2.2.1 сразу же следует из предложения 2.2.3. �

§ 2.3. Случай произвольных реберных подгрупп

Настоящий параграф посвящен доказательству приводимой далее теоремы 2.3.1,
служащей своего рода ядром фильтрационного метода. Если R = {Rv | v ∈ V} —
система совместимых нормальных подгрупп в группе π1(G(Γ)), то, как и выше, че-
рез R(v) будем обозначать подгруппу Rv.

Теорема 2.3.1. Пусть C — произвольный корневой класс групп и R — сово-
купность всех C-допустимых систем совместимых нормальных подгрупп в груп-
пе π1(G(Γ)).

1. Если выполняются следующие условия:

(F.3) ∀v ∈ V
⋂
R∈R

R(v) = 1,

(F.4) ∀e ∈ E , ε = ±1
⋂
R∈R

HεeR(e(ε)) = Hεe,

то группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема.
2. Если группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема, то выполняется условие (F.3).

Приведенная теорема обобщает основной результат статьи [181], предложение 2
из [93], теорему 4.2 из [90], предложение 5 из [38], теорему 2 из [46], теорему 2 из [68],
предложение 10 из [70] и предложение 2.4 из [69], а также дополняет условия аппрок-
симируемости корневым классом групп фундаментальной группы конечного графа
групп, полученные в [81].

Далее в этом параграфе, если N — нормальная подгруппа группы π1(G(Γ)), то
соответствующие системе совместимых нормальных подгрупп R = {N ∩Gv | v ∈ V}
граф групп GR(Γ) и гомоморфизм ρR будем обозначать через GN(Γ) и ρN .

Предложение 2.3.2. Пусть T ′ — непустое поддерево остовного дерева T гра-
фа Γ и Γ′ — связный подграф графа Γ, для которого T ′ является остовным подде-
ревом. Если N — нормальная подгруппа группы π1(G(Γ)) и N ′ = N ∩ π1(G(Γ′), T ′),
то гомоморфизм ρN продолжает гомоморфизм

ρN ′ : π1(G(Γ′), T ′)→ π1(GN ′(Γ′), T ′).

Доказательство. Утверждение равносильно коммутативности диаграммы

π1(G(Γ′), T ′) ι−−−→ π1(G(Γ))yρN′ yρN
π1(GN ′(Γ′), T ′)

ι−−−→ π1(GN(Γ)),
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где ι обозначает вложения из предложения 1.2.1. Указанная коммутативность имеет
место, так как гомоморфизмы ι, ρN ′ и ρN продолжают тождественные отображения
образующих соответствующих групп. �

Предложение 2.3.3. Пусть Γ — конечный граф и Ω — непустое семейство
нормальных подгрупп группы π1(G(Γ)), удовлетворяющее условиям

∀L,M ∈ Ω ∃N ∈ Ω N 6 L ∩M ; (1)

∀v ∈ V
⋂
N∈Ω

(N ∩Gv) = 1; (2)

∀e ∈ E , ε = ±1
⋂
N∈Ω

Hεe(N ∩Ge(ε)) = Hεe. (3)

Если вершина v ∈ V и подгруппа X 6 Gv таковы, что⋂
N∈Ω

X(N ∩Gv) = X,

то для каждого элемента g ∈ π1(G(Γ)) \X найдется подгруппа N ∈ Ω, удовлетво-
ряющая соотношению gρN /∈ XρN .

Доказательство. Сначала предположим, что граф Γ является деревом, и вос-
пользуемся индукцией по числу вершин в нем. Если Γ содержит только одну верши-
ну v, то π1(G(Γ)) = Gv и требуемое утверждение вытекает из равенств

X =
⋂
N∈Ω

X(N ∩Gv) =
⋂
N∈Ω

XN.

Поэтому далее будем считать, что в дереве Γ имеется по крайней мере две вершины.
Пусть e ∈ E — произвольное ребро. При его удалении граф Γ распадается на две

компоненты связности. Обозначим через Γε (ε = ±1) ту из них, которая содержит
вершину e(ε), и через Pε — группу π1(G(Γε)). Тогда группа π1(G(Γ)) представляет
собой свободное произведение групп P1 и P−1 с объединенными подгруппами H+e

и H−e. Для каждого ε = ±1 положим

Ωε =
{
N ∩ Pε | N ∈ Ω

}
и заметим, что дерево Γε и семейство Ωε удовлетворяют условиям предложения,
поэтому к ним можно применить индуктивное предположение.

Пусть вершина v ∈ V и подгруппа X 6 Gv таковы, что⋂
N∈Ω

X(N ∩Gv) = X,

и пусть g ∈ π1(G(Γ))\X — произвольный элемент. Будем считать для определенности,
что X 6 P1, и рассмотрим два случая.

Случай 1. g ∈ P1.

Применяя индуктивное предположение к дереву Γ1, семейству Ω1, подгруппе X
и элементу g, найдем подгруппу M ∈ Ω1 такую, что gρM /∈ XρM . По определению Ω1

существует подгруппа N ∈ Ω, удовлетворяющая равенству M = N ∩ P1. В силу
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предложения 2.3.2 гомоморфизм ρN продолжает ρM . Следовательно, gρN /∈ XρN

и подгруппа N является искомой.

Случай 2. g /∈ P1.

Пусть g = g1 . . . gn — несократимая запись g как элемента свободного произве-
дения групп P1 и P−1 с объединенными подгруппами H+e и H−e. Тогда для каж-
дого i ∈ {1, . . . , n} найдется такое εi = ±1, что gi ∈ Pεi \ Hεie, причем εi 6= εi+1

(1 6 i 6 n − 1) и, если n = 1, то ε1 = −1. В силу индуктивного предположения,
применяемого к дереву Γεi , семейству Ωεi , подгруппе Hεie и элементу gi, существует
подгруппа Li ∈ Ωεi , удовлетворяющая соотношению giρLi /∈ HεieρLi . Выберем под-
группу Mi ∈ Ω так, чтобы выполнялось равенство Li = Mi ∩ Pεi . Тогда согласно
условию (1) найдется подгруппа N ∈ Ω, лежащая в

⋂n
i=1 Mi.

Для любого i ∈ {1, . . . , n} из определения подгруппы Mi, предложения 2.3.2
и соотношения ker ρN 6 ker ρMi

, справедливого ввиду предложения 1.2.5, следует,
что giρN /∈ HεieρN . Отсюда вытекает, что в группе π1(GN(Γ)), рассматриваемой как
свободное произведение групп π1(GN(Γ1)) и π1(GN(Γ−1)) с объединенными подгруппа-
ми H+eρN и H−eρN , элемент gρN имеет несократимую запись длины n и, если n = 1,
то gρN ∈ π1(GN(Γ−1))\H−eρN . Это в свою очередь означает, что он не может принад-
лежать подгруппеXρN свободного множителя π1(GN(Γ1)) и, стало быть, подгруппаN
является искомой.

Теперь обратимся к общей ситуации и воспользуемся индукцией по числу ребер,
не входящих в остовное дерево T графа Γ. База индукции доказана выше, поэтому
будем предполагать далее, что имеется по крайней мере одно такое ребро e. Пусть
граф Γ′ получается из Γ путем удаления ребра e. Тогда группа π1(G(Γ)) представ-
ляет собой HNN-расширение группы B = π1(G(Γ′)) с проходной буквой te и связан-
ными подгруппами H+e и H−e. Дальнейшие рассуждения следуют той же схеме, что
и выше.

Пусть вершина v ∈ V и подгруппа X 6 Gv таковы, что⋂
N∈Ω

X(N ∩Gv) = X,

и пусть g ∈ π1(G(Γ)) \X — произвольный элемент. Положим

Ω′ =
{
N ∩B | N ∈ Ω

}
и рассмотрим два случая.

Случай 1. g ∈ B.

По индуктивному предположению, примененному к графу Γ′, семейству Ω′, под-
группе X и элементу g, найдется подгруппа M ∈ Ω′, удовлетворяющая соотношению
gρM /∈ XρM . Тогда искомой является подгруппа N ∈ Ω такая, что M = N ∩B.

Случай 2. g /∈ B.

Пусть g = g0t
ε1
e g1 . . . t

εn
e gn (n > 1) — приведенная запись g как элемента HNN-рас-

ширения группы B с проходной буквой te. Для каждого i ∈ {0, . . . , n} определим
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подгруппу Li ∈ Ω′ следующим образом. Если 1 6 i 6 n− 1 и εi = −εi+1, то gi /∈ H−εie
и Li — подгруппа, удовлетворяющая соотношению giρLi /∈ H−εieρLi , существование
которой обеспечивается индуктивным предположением, примененным к графу Γ′,
семейству Ω′, подгруппе H−εie и элементу gi. В противном случае Li — произвольная
подгруппа семейства Ω′, непустого по условию предложения.

Пусть Mi ∈ Ω (0 6 i 6 n) — такая подгруппа, что Li = Mi ∩ B, и N ∈ Ω —
подгруппа, лежащая в

⋂n
i=0Mi. Тогда для каждого i ∈ {1, . . . , n − 1} из равенства

εi = −εi+1 следует, что giρN /∈ H−εieρN . Поэтому в группе π1(GN(Γ)), рассматрива-
емой как HNN-расширение группы π1(GN(Γ′)) с проходной буквой te и связанными
подгруппами H+eρN и H−eρN , элемент gρN имеет приведенную запись длины n > 1

и, следовательно, не принадлежит подгруппе XρN , содержащейся в базовой группе.
Таким образом, подгруппа N является искомой. �

Доказательство теоремы 2.3.1. 1. Пусть g ∈ π1(G(Γ)) \ {1} — произвольный
элемент и w — некоторое слово от образующих группы π1(G(Γ)), задающее элемент g.
Определим подмножества Vg ⊆ V и Eg ⊆ E так же, как и при доказательстве предло-
жения 1.2.3: v ∈ Vg тогда и только тогда, когда слово w содержит некоторый образу-
ющий группы Gv или обратный к нему; e ∈ Eg тогда и только тогда, когда в слово w
входит символ te или t−1

e . Пусть T ′ — конечное поддерево дерева T , содержащее все
вершины множества

Vg ∪
{
e(ε) | e ∈ Eg, ε = ±1

}
,

Γ′ — подграф графа Γ, получающийся путем добавления к дереву T ′ всех ребер
из множества Eg. Тогда согласно предложению 1.2.1 группа π1(G(Γ′)) = π1(G(Γ′), T ′)
вкладывается в группу π1(G(Γ)) посредством тождественного отображения образу-
ющих и g ∈ π1(G(Γ′), T ′).

Пусть

Ω =
{
N ∩ π1(G(Γ′)) | N ∈ C∗(π1(G(Γ)))

}
.

Поскольку C — непустой класс групп, замкнутый относительно взятия подгрупп,
ему принадлежит единичная группа. Поэтому семейство C∗(π1(G(Γ))) также непусто
и в силу предложения 1.3.4 вместе с любыми двумя подгруппами содержит их пере-
сечение. Очевидно, что теми же свойствами обладает и Ω. Следовательно, граф Γ′

и семейство Ω удовлетворяют условиям предложения 2.3.3, согласно которому най-
дется подгруппа M ∈ Ω такая, что gρM 6= 1 (здесь в качестве X выбирается единич-
ная подгруппа).

По определению семейства Ω для некоторой подгруппы N ∈ C∗(π1(G(Γ))) спра-
ведливо равенство M = N ∩π1(G(Γ′)). Так как согласно предложению 2.3.2 гомомор-
физм ρN продолжает ρM , то gρN 6= 1. По предложению 1.2.6 существует гомомор-
физм группы π1(GN(Γ)) = π1(G(Γ))ρN на группу из класса C, действующий инъек-
тивно на всех вершинных группах. Значит, группа π1(G(Γ))ρN C-аппроксимируема
в силу теоремы 2.2.1 и отображение ρN может быть продолжено до гомоморфизма
группы π1(G(Γ)) на группу из класса C, переводящего g в неединичный элемент.
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2. Из C-аппроксимируемости группы π1(G(Γ)) следует, что⋂
N∈C∗(π1(G(Γ)))

N = 1,

откуда вытекают требуемые равенства. �

§ 2.4. Графы изоморфных групп

Понятно, что для применения теоремы 2.3.1 нужно, во-первых, уметь строить
системы совместимых нормальных подгрупп в группе π1(G(Γ)) и, во-вторых, распола-
гать достаточными условиями существования гомоморфизма этой группы на группу
из аппроксимирующего класса, инъективного на всех вершинных группах. Но да-
же если и то, и другое имеется, остается еще проблема проверки равенств из усло-
вий (F.3) и (F.4). Упростить эту задачу позволяет

Предложение 2.4.1. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп, и R — совокупность всех C-допустимых систем совместимых нор-
мальных подгрупп в группе π1(G(Γ)). Если для любых v ∈ V , N ∈ C∗(Gv) существует
система R ∈ R такая, что R(v) 6 N , то условия (F.3) и (F.4) равносильны соот-
ветственно условиям

(F.5) все группы Gv (v ∈ V) C-аппроксимируемы;

(F.6) для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Hεe C-отделима в группе Ge(ε).

Доказательство. Если N ∈ C∗(π1(G(Γ))), то в силу предложения 1.3.1 для каж-
дой вершины v ∈ V справедливо включение N ∩Gv ∈ C∗(Gv). Поэтому

(F.3)⇒ (F.5), (F.4)⇒ (F.6).

Противоположные утверждения (в случае выполнения условия предложения) оче-
видны. �

Объединяя предложение 2.4.1 и теорему 2.3.1, получаем более слабую, но и более
удобную в применении версию последней.

Теорема 2.4.2. Пусть C — произвольный корневой класс групп и R — сово-
купность всех C-допустимых систем совместимых нормальных подгрупп в груп-
пе π1(G(Γ)). Пусть также для любых v ∈ V , N ∈ C∗(Gv) существует система
R ∈ R, удовлетворяющая условию R(v) 6 N . Тогда группа π1(G(Γ)) C-аппроксими-
руема, если все группы Gv (v ∈ V) C-аппроксимируемы и для любых e ∈ E , ε = ±1

подгруппа Hεe C-отделима в группе Ge(ε).

Применим теорему 2.4.2 для доказательства критерия аппроксимируемости кор-
невым классом групп фундаментальной группы графа изоморфных групп. Эта кон-
струкция определяется ниже и выглядит довольно искусственной, но может быть
полезна для построения примеров групп с заданными свойствами (см., например,
[114,151,174] и теорему 2.5.1 из § 2.5).
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Пусть для любых u,w ∈ V существует изоморфизм αu,w : Gu → Gw и множество
изоморфизмов {αu,w | u,w ∈ V} удовлетворяет следующим условиям:

1) ∀v ∈ V αv,v = idGv ;
2) ∀u, v, w ∈ V αu,vαv,w = αu,w (в частности, ∀u,w ∈ V αw,u = α−1

u,w);
3) ∀e ∈ E ∀ε = ±1 αe(ε), e(−ε)

∣∣
Hεe

= ϕ−1
εe ϕ−εe.

Тогда G(Γ) будем называть графом изоморфных групп.
Фундаментальная группа графа изоморфных групп G(Γ) в некоторых случаях

имеет особое название. А именно, если граф Γ состоит из двух вершин и соединяю-
щего их ребра e, то обобщенное свободное произведение π1(G(Γ)) называется дублем
группы Ge(1) (или Ge(−1)); см., например, [174]. Если же граф Γ имеет одну вершину
и одну петлю в ней, то группа π1(G(Γ)) является частным случаем автоморфно ин-
дуцированного HNN-расширения (это — HNN-расширение, в котором связывающий
изоморфизм действует как некоторый автоморфизм базовой группы) [152].

Аппроксимируемость различными, в том числе произвольными, корневыми клас-
сами фундаментальных групп графов изоморфных групп изучалась в [16, 136, 187].
Обобщением полученных в этих работах результатов служит

Теорема 2.4.3. Пусть C — корневой класс групп, Γ — произвольный граф и

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E), αu,w (u,w ∈ V)

)
—

соответствующий ему граф изоморфных групп. Группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируе-
ма тогда и только тогда, когда все группы Gv (v ∈ V) C-аппроксимируемы и для лю-
бых e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Hεe C-отделима в группе Ge(ε).

Доказательство. Достаточность. Предположим сначала, что Gv ∈ C для всех
v ∈ V и покажем, что тогда существует гомоморфизм группы π1(G(Γ)) на группу
из класса C, действующий инъективно на всех вершинных группах.

Зафиксируем некоторую вершину u ∈ V и определим отображение σ0 образую-
щих группы π1(G(Γ)) в группу Gu следующим образом: если x — образующий груп-
пы Gv, то xσ0 = xαv,u, если e ∈ E — ребро, не принадлежащее остовному дереву T ,
то teσ0 = 1.

Пусть σ обозначает продолжение σ0 до отображения слов, e ∈ E и h ∈ He. Так
как ϕ+eαe(1), e(−1) = ϕ−e и αe(1), e(−1)αe(−1),u = αe(1),u, то

hϕ+eσ = hϕ+eαe(1),u = hϕ+eαe(1), e(−1)αe(−1),u = hϕ−eαe(−1),u = hϕ−eσ.

Следовательно, σ переводит все определяющие соотношения группы π1(G(Γ)) в ра-
венства, верные в группе Gu, и потому определяет гомоморфизм первой на вторую.
Остается заметить, что, будучи продолжением изоморфизмов αv,u (v ∈ V), σ дей-
ствует инъективно на всех вершинных группах и, стало быть, является искомым
отображением.

Пусть теперь Gv (v ∈ V) — произвольные C-аппроксимируемые группы, u ∈ V
и N ∈ C∗(Gu). Положим Rv = Ruαu,v для всех v ∈ V . Пользуясь соотношениями
Rw = Rvαv,w и αe(ε), e(−ε)

∣∣
Hεe

= ϕ−1
εe ϕ−εe, справедливыми для всех v, w ∈ V , e ∈ E ,
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ε = ±1, легко проверить, что R = {Rv | v ∈ V} — система совместимых нормальных
подгрупп в группе π1(G(Γ)). Нетрудно показать также, что GR(Γ) — граф изоморф-
ных C-групп и, значит, ввиду доказанного выше система R является C-допустимой.
Поскольку вершина u ∈ V и подгруппа N ∈ C∗(Gu) были выбраны произвольными,
отсюда следует, что группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема согласно теореме 2.4.2.

Необходимость. Пусть e ∈ E — произвольное ребро. Тогда согласно предложе-
нию 1.2.2 группа π1(G(Γ)) содержит подгруппу, изоморфную свободному произведе-
нию P групп Ge(1) и Ge(−1) с подгруппами H+e и H−e, объединенными относительно
изоморфизма ϕ−1

+eϕ−e.
Предположим, что для некоторого ε = ±1 подгруппа Hεe не является C-отде-

лимой в группе Ge(ε) и x ∈ Ge(ε) \ Hεe — такой элемент, что xθ ∈ Hεeθ для каждого
гомоморфизма θ группы Ge(ε) на группу из класса C. Так как αe(ε), e(−ε)

∣∣
Hεe

= ϕ−1
εe ϕ−εe,

то xαe(ε),e(−ε) ∈ Ge(−ε) \ H−εe. Поэтому элемент g = xαe(ε),e(−ε)x
−1 имеет в группе P

несократимую запись длины 2 и, следовательно, отличен от 1. Вместе с тем, если σ —
произвольный гомоморфизм группы P на группу из класса C, то x ≡ h (mod kerσ)

для некоторого элемента h ∈ Hεe и

g ≡ (hϕ−1
εe ϕ−εe)h

−1 = 1 (mod kerσ).

Следовательно, группа P не является C-аппроксимируемой, что противоречит C-ап-
проксимируемости группы π1(G(Γ)).

Таким образом, подгруппа Hεe C-отделима в группе Ge(ε) для любых e ∈ E ,
ε = ±1. C-аппроксимируемость всех групп Gv (v ∈ V) очевидна. �

§ 2.5. О необходимости условия теоремы 2.2.1

Целью настоящего параграфа является обсуждение вопроса о справедливости
утверждения, обратного теореме 2.2.1. Отметим, что если гомоморфизм группы
π1(G(Γ)) на группу из корневого класса C, инъективный на всех реберных подгруп-
пах, существует, то каждая подгруппа Hεe (e ∈ E , ε = ±1) вкладывается в C-группу
π1(G(Γ))σ и ввиду замкнутости класса C относительно взятия подгрупп сама при-
надлежит данному классу. Таким образом, интересующий нас вопрос имеет смысл
сформулировать следующим образом.

Вопрос. Пусть C — корневой класс групп, все группы Gv (v ∈ V) C-аппрок-
симируемы, все подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1) принадлежат классу C и отличны
от 1. При каких условиях C-аппроксимируемость группы π1(G(Γ)) влечет за собой
существование гомоморфизма этой группы на группу из класса C, действующего
инъективно на всех подгруппах Hεe (e ∈ E , ε = ±1)?

Приводимая далее теорема описывает некоторые случаи, в которых указанный
гомоморфизм существует. Отметим, что ввиду теорем 2.6.1 и 2.6.3 из § 2.6 условие
конечности графа Γ в ней, вообще говоря, не может быть опущено.
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Теорема 2.5.1. Пусть C — произвольный корневой класс групп, Γ — конечный
граф и выполняется хотя бы одно из следующих условий:

1) все подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1) конечны и группа π1(G(Γ)) C-аппроксими-
руема;

2) все подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1) имеют конечный ранг Гирша–Зайцева
и группа π1(G(Γ)) аппроксимируется C-группами без кручения.

Тогда (при любом выборе остовного дерева T в графе Γ) существует гомомор-
физм σ группы π1(G(Γ)) на группу из класса C, действующий инъективно на всех
подгруппах Hεe (e ∈ E , ε = ±1). Более того, если в каждой группе Gv (v ∈ V) за-
фиксирована некоторая подгруппа Nv ∈ C∗(Gv), то гомоморфизм σ можно выбрать
так, чтобы для любой вершины v ∈ V выполнялось соотношение kerσ ∩ Gv 6 Nv.

Доказательство. Если все подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1) конечны, то соглас-
но предложению 1.3.4 существует подгруппа L ∈ C∗(π1(G(Γ))), не пересекающаяся
с множеством ⋃

e∈E
ε=±1

Hεe \ {1}

(являющимся конечным ввиду конечности графа Γ), и естественный гомоморфизм
π1(G(Γ))→ π1(G(Γ))/L оказывается искомым.

Пусть все подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1) имеют конечный ранг Гирша–Зайце-
ва. Класс всех C-групп без кручения, как и класс C, замкнут относительно взятия
подгрупп и прямых произведений конечного числа сомножителей. Поэтому согласно
предложению 1.3.5 для любых e ∈ E , ε = ±1 найдется подгруппа Lεe ∈ C∗(π1(G(Γ))),
тривиально пересекающаяся с подгруппой Hεe. Так как граф Γ конечен, то в силу
предложения 1.3.4 подгруппа

L =
⋂
e∈E
ε=±1

Lεe

принадлежит семейству C∗(π1(G(Γ))) и, следовательно, естественный гомоморфизм
π1(G(Γ))→ π1(G(Γ))/L вновь оказывается искомым.

Допустим теперь, что в каждой группе Gv (v ∈ V) зафиксирована некоторая
подгруппа Nv ∈ C∗(Gv), и положим Rv = L∩Nv, где L — найденная выше подгруппа
из семейства C∗(π1(G(Γ))). Так как Re(ε) ∩Hεe = L ∩Hεe = 1 для всех e ∈ E , ε = ±1,
то совокупность R = {Rv | v ∈ V} является системой совместимых нормальных
подгрупп в группе π1(G(Γ)) и потому определена группа π1(GR(Γ)) и гомоморфизм
ρR : π1(G(Γ))→ π1(GR(Γ)). Согласно предложению 1.2.5 ядро гомоморфизма ρR сов-
падает с нормальным замыканием в группе π1(G(Γ)) множества

⋃
v∈V Rv и, следова-

тельно, содержится в L. Поэтому LρR ∈ C∗(π1(GR(Γ))) и LρR ∩ HεeρR = 1 для всех
e ∈ E , ε = ±1.

Из приведенных равенств и предложения 1.2.4 вытекает, что подгруппа LρR

раскладывается в свободное произведение некоторой свободной подгруппы F и под-
групп, сопряженных с подгруппами LρR ∩ GvρR (v ∈ V). Очевидно, что существует

59



гомоморфизм σ группы LρR на прямое произведение D групп LρR ∩ GvρR (v ∈ V),
действующий инъективно на всех свободных множителях, кроме F , и переводящий
элементы подгруппы F в 1.

Так как L ∈ C∗(π1(G(Γ))), то ввиду предложений 1.3.1 и 1.3.4

L ∩Gv ∈ C∗(Gv), Rv = Nv ∩ (L ∩Gv) ∈ C∗(Gv),

GvρR = Gv/Rv ∈ C, LρR ∩GvρR ∈ C

для всех v ∈ V . Отсюда и из конечности множества V следует, что группа D пред-
ставляет собой прямое произведение конечного числа C-групп и потому сама при-
надлежит классу C. Значит, kerσ ∈ C∗(LρR) и мы получаем субнормальную после-
довательность

kerσ 6 LρR 6 π1(GR(Γ))

с факторами из класса C. Поскольку данный класс является корневым, найдется
подгруппа TR ∈ C∗(π1(GR(Γ))) такая, что TR 6 kerσ.

Пусть T — прообраз подгруппы TR относительно гомоморфизма ρR. Тогда
T ∈ C∗(π1(G(Γ))). Так как гомоморфизм σ действует инъективно на всех свобод-
ных множителях группы LρR, сопряженных с подгруппами LρR ∩ GvρR (v ∈ V), то

1 = kerσ ∩ (LρR ∩GvρR) = kerσ ∩GvρR

для всех v ∈ V . Поскольку TR 6 kerσ, отсюда следует, что TR ∩ GvρR = 1 и по-
тому T ∩ Gv = Rv для каждой вершины v ∈ V . Так как TR 6 LρR, то T 6 L

и T ∩ Hεe = 1 для всех e ∈ E , ε = ±1. Стало быть, естественный гомоморфизм
π1(G(Γ))→ π1(G(Γ))/T является искомым. �

Основным результатом настоящего параграфа служит теорема 2.5.2, утвержда-
ющая, что для многих корневых классов групп аппроксимируемость таким классом
фундаментальной группы графа групп является более слабым утверждением, неже-
ли существование гомоморфизма этой группы на группу из указанного класса, инъ-
ективного на всех реберных подгруппах.

Теорема 2.5.2. Пусть C — корневой класс групп, содержащий хотя бы одну
бесконечную группу и не содержащий некоторую (абсолютно) свободную группу
конечного или счетного ранга. Тогда для любого графа Γ = (V , E) существует граф
групп

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
такой, что:

1) все группы Gv (v ∈ V) C-аппроксимируемы;
2) все подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1) принадлежат классу C и отличны от 1;
3) группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема;
4) каковы бы ни были остовное дерево T в графе Γ и гомоморфизм σ груп-

пы π1(G(Γ), T ) на группу из класса C, для любых e ∈ E , ε = ±1 имеет место соот-
ношение kerσ ∩Hεe 6= 1.
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Отметим, что условию теоремы 2.5.2 удовлетворяет, в частности, любой корне-
вой класс, состоящий только из периодических групп и содержащий хотя бы одну
бесконечную группу.

Предложение 2.5.3. Пусть C — корневой класс групп, содержащий группу G,
мощность которой не меньше мощности некоторой (абсолютно) свободной груп-
пы F , не принадлежащей C. Тогда найдутся группа X и ее подгруппа Y такие, что:

1) группа X C-аппроксимируема;
2) подгруппа Y принадлежит классу C и отлична от 1;
3) подгруппа Y C-отделима в группе X;
4) ядро любого гомоморфизма группы X на группу из класса C пересекается

с подгруппой Y нетривиально.

Доказательство. Предположим сначала, что класс C состоит только из перио-
дических групп. Тогда в силу предложения 1.4.5 он содержит все циклические груп-
пы, порядки которых являются степенями некоторого простого числа p.

Пусть для каждого i > 1 Cpi — циклическая группа порядка pi. Обозначим
через X прямое произведение групп Cpi (i > 1), а через Y — произведение под-
групп (Cpi)

pi−1 . Тогда группа X C-аппроксимируема согласно предложению 1.4.9,
а подгруппа Y принадлежит классу C в силу предложения 1.4.7. Так как X/Y ∼= X,
то ввиду предложения 1.3.2 подгруппа Y C-отделима в группе X. Заметим, наконец,
что если существует гомоморфизм группы X на некоторую группу Z ∈ C, инъектив-
ный на подгруппе Y , то он должен быть инъективен на каждой подгруппе Cpi (i > 1)
и, значит, группа Z содержит элементы сколь угодно большого порядка, что проти-
воречит предложению 1.4.6.

Таким образом, в случае, когда класс C состоит из периодических групп, пред-
ложение доказано. Пусть теперь класс C содержит хотя бы одну непериодическую
группу и X — прямое сплетение свободной группы F с C-группой G. Пусть также
D — прямое произведение изоморфных копий группы F , индексированных элемен-
тами группы G, т. е. множество всех функций из G в F , принимающих отличные
от 1 значения не более чем в конечном числе точек, с поточечным умножением. То-
гда X — это расширение группы D при помощи группы G, в котором сопряжение
посредством элемента g ∈ G переводит функцию d ∈ D в функцию dg, определен-
ную следующим образом: dg(x) = d(gx), x ∈ G.

Так как мощность группы F не превосходит мощности группы G, то существует
инъективное отображение β первой во вторую. Для каждого элемента g ∈ G опре-
делим функцию dg ∈ D следующим образом: если существует элемент f ∈ F такой,
что β(f) = g, то

dg(x) =

{
f, x = g,

1, x 6= g;

в противном случае dg = 1. Обозначим через Y подгруппу группы D, порожденную
всеми элементами dg (g ∈ G).

61



В силу предложений 1.4.8 и 1.4.9 группы F , D и X аппроксимируются классом C.
Легко видеть, что подгруппа Y представляет собой прямое произведение цикличе-
ских подгрупп, порожденных элементами dg (g ∈ G). Поскольку группа D не имеет
кручения, Y оказывается свободной абелевой группой и потому принадлежит клас-
су C в силу предложения 1.4.7.

Покажем, что подгруппа Y C-отделима в группе X. Для этого зафиксируем
произвольный элемент x ∈ X \ Y и укажем гомоморфизм σ группы X на группу
из класса C такой, что xσ /∈ Y σ.

Если x /∈ D, искомым является естественный гомоморфизм группы X на фак-
тор-группу X/D, изоморфную C-группе G. Пусть x ∈ D. Так как x /∈ Y , то найдется
такой элемент h ∈ G, что x(h) не принадлежит циклической подгруппе

〈
dh(h)

〉
6 F .

Согласно следствию 1.4.4 класс всех C-групп без кручения является корневым.
Значит, по предложению 1.4.8 группа F аппроксимируется C-группами без кручения
и в силу предложений 1.3.4 и 1.3.5 подгруппа

〈
dh(h)

〉
C-отделима в группе F .

Пусть подгруппа N ∈ C∗(F ) такова, что x(h) /∈
〈
dh(h)

〉
N , и X — прямое сплете-

ние группы F = F/N с группой G. Нетрудно показать, что отображение, переводя-
щее произведение gd (g ∈ G, d ∈ D) в произведение gd, где d — функция из G в F ,
определенная по правилу d(x) = d(x)N , задает гомоморфизм σ группы X на груп-
пу X. Образ подгруппы Y при этом гомоморфизме по-прежнему представляет собой
прямое произведение подгрупп, порожденных элементами dg (g ∈ G). Поэтому из со-
отношений

x(h) = x(h)N /∈
〈
dh(h)

〉
N/N =

〈
dh(h)

〉
вытекает, что xσ /∈ Y σ.

Остается заметить, что декартово сплетение C-группы F с C-группой G соглас-
но теореме 1.4.1 в свою очередь оказывается C-группой. Поскольку прямое сплетение
является подгруппой декартового, отсюда следует, что X ∈ C. Таким образом, под-
группа Y C-отделима в группе X.

Предположим теперь, что некоторый гомоморфизм σ группы X на группу из
класса C действует инъективно на подгруппе Y . Тогда dg /∈ kerσ для любого g ∈ G
такого, что dg 6= 1.

Для каждого f ∈ F обозначим через ḟ элемент подгруппы D, определенный
следующим образом:

ḟ(x) =

{
f, x = 1,

1, x 6= 1.

Легко видеть, что множество функций Ḟ = {ḟ | f ∈ F} является подгруппой и отоб-
ражение f → ḟ задает изоморфизм F на Ḟ .

Пусть f ∈ F \ {1} и g = β(f). Тогда dg = gḟg−1 и, следовательно, ḟ /∈ kerσ.
Стало быть, подгруппа Ḟ вкладывается в C-группу Xσ и потому сама содержится
в классе C. Но это невозможно, поскольку по условию предложения F /∈ C.
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Таким образом, ядро любого гомоморфизма группы X на группу из класса C
пересекается с подгруппой Y нетривиально. �

Следующее утверждение представляет собой усиленную форму теоремы 2.5.2.

Предложение 2.5.4. Пусть C — корневой класс групп, содержащий группу G,
мощность которой не меньше мощности некоторой (абсолютно) свободной груп-
пы F , не принадлежащей C. Тогда для любого графа Γ = (V , E) существует граф
групп

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
такой, что:

1) все группы Gv (v ∈ V) C-аппроксимируемы;
2) все подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1) принадлежат классу C;
3) группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема;
4) каковы бы ни были остовное дерево T в графе Γ и гомоморфизм σ груп-

пы π1(G(Γ), T ) на группу из класса C, для любых e ∈ E , ε = ±1 имеет место соот-
ношение kerσ ∩Hεe 6= 1.

Доказательство. Данное утверждение вытекает из предложения 2.5.3 и теоре-
мы 2.4.3. Если X и Y — группа и подгруппа из предложения 2.5.3, то в качестве
групп Gv (v ∈ V) и He (e ∈ E) следует взять группы X и Y соответственно, а в каче-
стве отображений ϕεe (e ∈ E , ε = ±1) — естественные вложения Y в X. Утвержде-
ния 1, 2 и 4 в этом случае будут следовать из предложения 2.5.3, а утверждение 3 —
из теоремы 2.4.3. �

Доказательство теоремы 2.5.2. Свободная группа не более чем счетного ран-
га счетна и потому ее мощность не больше мощности любой бесконечной группы,
принадлежащей классу C. Таким образом, указанный класс удовлетворяет условию
предложения 2.5.4, из которого и вытекает требуемый результат. �

§ 2.6. О соотношении понятий C-допустимости
и слабой C-допустимости

Вершинные группы графа групп, построенного при доказательстве теоремы 2.5.2,
не принадлежат аппроксимирующему классу, и это обстоятельство существенным
образом используется в рассуждениях. Целью настоящего параграфа является кон-
струирование примеров графов групп, фундаментальные группы которых аппрок-
симируются некоторым корневым классом C, но не обладают гомоморфизмами на
C-группы, инъективными на всех вершинных группах, несмотря на то, что послед-
ние содержатся в классе C. Тем самым устанавливается, что условие C-допустимости,
вообще говоря, сильнее условия слабой C-допустимости. Справедливы следующие две
теоремы.
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Теорема 2.6.1. Пусть C— корневой класс групп, состоящий из конечных групп.
Тогда для любого графа Γ = (V , E) с бесконечным числом вершин существует граф
групп

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
такой, что:

1) все группы Gv (v ∈ V) принадлежат классу C;
2) все подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1) отличны от 1;
3) группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема;
4) для любого остовного дерева T в графе Γ и для любого гомоморфизма σ груп-

пы π1(G(Γ), T ) на группу из класса C найдется вершина v ∈ V , удовлетворяющая
условию kerσ ∩Gv 6= 1.

Теорема 2.6.2. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из периодических
групп и содержащий хотя бы одну бесконечную группу. Тогда для любого графа
Γ = (V , E), имеющего хотя бы одно ребро, существует граф групп

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
такой, что:

1) все группы Gv (v ∈ V) принадлежат классу C;
2) все подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1) отличны от 1;
3) группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема;
4) каковы бы ни были остовное дерево T в графе Γ и гомоморфизм σ груп-

пы π1(G(Γ), T ) на группу из класса C, для любых e ∈ E , ε = ±1 имеет место соот-
ношение kerσ ∩Hεe 6= 1.

В случае, когда класс C содержит непериодические группы, вопрос о справедли-
вости утверждения, аналогичного теореме 2.6.2, остается открытым. Однако, может
быть доказана, например,

Теорема 2.6.3. Пусть Stf — класс всех разрешимых групп без кручения. Тогда
для любого графа Γ = (V , E) с бесконечным числом вершин существует граф групп

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
такой, что:

1) все группы Gv (v ∈ V) принадлежат классу Stf;
2) все подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1) отличны от 1;
3) группа π1(G(Γ)) Stf-аппроксимируема;
4) для любого остовного дерева T в графе Γ и для любого гомоморфизма σ груп-

пы π1(G(Γ), T ) на разрешимую группу найдется вершина v ∈ V , удовлетворяющая
условию kerσ ∩Gv 6= 1.

Доказательство теоремы 2.6.1. Согласно предложению 1.4.5 класс C вклю-
чает класс Fp всех конечных p-групп для некоторого простого числа p. Пусть {Fv |
v ∈ V} — семейство Fp-групп, содержащее бесконечное число попарно неизоморф-

64



ных групп, H — некоторая неединичная Fp-группа. Сопоставим каждой вершине
v ∈ V прямое произведение H × Fv, каждому ребру — группу H и ее естествен-
ные вложения в вершинные группы. Понятно, что бесконечное число неизоморфных
групп H × Fv (v ∈ V) не может быть одновременно вложено ни в какую (конечную
по условию) группу из класса C и потому выполнены утверждения 1, 2 и 4. Покажем,
что группа π1(G(Γ)) является Fp-аппроксимируемой и, следовательно, справедливо
утверждение 3. Для этого зафиксируем произвольный элемент g ∈ π1(G(Γ)) \ {1}
и найдем гомоморфизм группы π1(G(Γ)) на группу из класса Fp, переводящий g

в неединичный элемент.
Легко видеть, что подгруппа H нормальна в группе π1(G(Γ)) и одновременно

является ретрактом в этой группе. Поэтому, если g ∈ H, то искомым оказывает-
ся ретрактирующий гомоморфизм. Фактор-группа π1(G(Γ))/H представляет собой
свободное произведение Fp-групп Fv (v ∈ V) и свободной группы, базисом которой
служат проходные буквы группы π1(G(Γ)). Такое произведение аппроксимируется
классом Fp в силу предложения 1.4.8. Следовательно, если g /∈ H, то естественный
гомоморфизм π1(G(Γ))→ π1(G(Γ))/H также может быть продолжен до искомого. �

Доказательство теоремы 2.6.3 проводится с использованием тех же рассуж-
дений, что и выше. Достаточно заменить в них класс Fp классом Stf и потребовать,
чтобы в семействе {Fv | v ∈ V} встречались группы сколь угодно большой сту-
пени разрешимости, одновременно вложить которые в разрешимую группу невоз-
можно. �

Для доказательства теоремы 2.6.2 потребуются три вспомогательных предло-
жения.

Предложение 2.6.4. Пусть p — простое число и n = pl для некоторого l > 1.
Пусть также λ, µ — биекции множества чиселM = {0, 1, . . . , n−1}, определенные
следующим образом:

λ(i) = (i+ 1) mod n,

µ(i) =

{
i+ 1, i 6≡ p− 1 (mod p),

i− (p− 1), i ≡ p− 1 (mod p),

и X — подгруппа группы биективных отображений множества M , порожденная
элементами λ, µ. Тогда Xn = 1 и потому X является конечной p-группой.

Доказательство. Пусть x ∈ X — произвольный элемент, записанный в виде
произведения порождающих λ, µ; σλ(x) и σµ(x) — суммы показателей степеней, в ко-
торых λ и µ входят в эту запись. Заметим, что для любого i ∈M

λ(i) =

{
µ(i), i 6≡ p− 1 (mod p),

(µλp)(i), i ≡ p− 1 (mod p),

λ−1(i) =

{
µ−1(i), i 6≡ 0 (mod p),

(λ−pµ−1)(i), i ≡ 0 (mod p).
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Поэтому для каждого i ∈ M найдутся такие элемент yi ∈ sgp{λp, µ} и число ki ∈ Z,
что

(xp)(i) = yi(i), σµ(yi) = p
(
σλ(x) + σµ(x)

)
, σλ(yi) = pki

(здесь, как и выше, σλ(yi) и σµ(yi) обозначают суммы показателей степеней, в ко-
торых λ и µ входят в запись элемента yi). Поскольку µp = [λp, µ] = 1, справедливо
равенство yi = λpki . Следовательно,

(xp)(i) = (λpki)(i) = (i+ pki) mod n.

Если j = (i+ pr) mod n для некоторого r ∈ Z, то

(xp)(j) = (λprxp)(i) = (xpλpr)(i) =
(
i+ p(ki + r)

)
mod n.

Отсюда с помощью очевидной индукции получаем, что для любого s > 1 справедливо
равенство

(xp)s(i) = (i+ pski) mod n

и, следовательно, (xp)n/p(i) = i. Поскольку элемент x и число i были выбраны про-
извольными, это означает, что Xn = 1. �

Предложение 2.6.5. Пусть p, n, M , λ и µ определены так же, как и в пред-
ложении 2.6.4, C0, . . . , Cn−1 — циклические группы порядка p с порождающими
c0, . . . , cn−1 соответственно, Hn — прямое произведение групп Ci (i∈M), An и Bn —
расщепляемые расширения группы Hn при помощи групп 〈αn〉 и 〈βn〉 соответствен-
но, где αn и βn — автоморфизмы группы Hn, действующие по правилу :

ciαn = cµ(i), ciβn = c(λ−1µλ)(i) (i ∈M).

Тогда свободное произведение Pn групп An и Bn с объединенной подгруппой Hn ап-
проксимируется конечными p-группами.

Доказательство. Так как подгруппа Hn нормальна в группах An и Bn, то опре-
делена группа AutPn(Hn), состоящая из ограничений на подгруппу Hn всевозмож-
ных внутренних автоморфизмов группы Pn. Очевидно, что группа AutPn(Hn) по-
рождается автоморфизмами αn, βn и изоморфна подгруппе группы X из предло-
жения 2.6.4, порожденной биекциями µ и λ−1µλ. Отсюда следует, что AutPn(Hn) —
конечная p-группа и, поскольку An и Bn также являются конечными p-группами, ап-
проксимируемость группы Pn имеет место в силу следствия 2 из [121]. �

Предложение 2.6.6. Пусть p — простое число, λ∞ и µ∞ — биекции множе-
ства Z, определенные следующим образом:

λ∞(i) = i+ 1,

µ∞(i) =

{
i+ 1, i 6≡ p− 1 (mod p),

i− (p− 1), i ≡ p− 1 (mod p).

Пусть также Ci — циклическая группа порядка p с порождающим ci для любого
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числа i ∈ Z, H∞ — прямое произведение групп Ci (i ∈ Z), A∞ и B∞ — расщепляемые
расширения группы H∞ при помощи групп 〈α∞〉 и 〈β∞〉 соответственно, где α∞
и β∞ — автоморфизмы группы H∞, действующие по правилу :

ciα∞ = cµ∞(i), ciβ∞ = c(λ−1
∞ µ∞λ∞)(i) (i ∈ Z).

Тогда справедливы следующие утверждения:
1. Свободное произведение P∞ групп A∞ и B∞ с объединенной подгруппой H∞

аппроксимируется конечными p-группами.
2. Автоморфизм α−1

∞ β∞ имеет бесконечный порядок.

Доказательство. 1. Пусть x ∈ P∞\{1} — произвольный элемент. Укажем гомо-
морфизм группы P∞ на конечную p-группу, переводящий x в неединичный элемент.

Подгруппа H∞ нормальна в группе P∞ и фактор-группа P∞/H∞ представляет
собой свободное произведение двух конечных p-групп 〈α∞〉 и 〈β∞〉. Поэтому, если
x /∈ H∞, то в силу предложения 1.4.8 естественный гомоморфизм P∞ → P∞/H∞

может быть продолжен до искомого.
Если x ∈ H∞, то существует такое p-число n, что

x ∈
∏

−n/26i<n/2

Ci.

Поскольку p | n, отображение образующих группы P∞ в группу Pn из предложе-
ния 2.6.5, действующее по правилу

α∞ 7→ αn, β∞ 7→ βn, ci 7→ ci mod n,

определяет гомоморфизм. Понятно, что ввиду выбора n элемент x не принадлежит
ядру этого гомоморфизма и, следовательно, последний может быть продолжен до ис-
комого отображения.

2. Непосредственно проверяется, что, если i ∈ Z и i ≡ 0 (mod p), то

[µ∞, λ∞](i) = i+ p.

Отсюда ci(α−1
∞ β∞) = ci+p и, следовательно, порядок автоморфизма α−1

∞ β∞ бесконечен.
�

Доказательство теоремы 2.6.2. Так как класс C состоит из периодических
групп и содержит хотя бы одну бесконечную группу, то согласно предложению 1.4.5
он включает класс Fp всех конечных p-групп для некоторого простого числа p (кото-
рое далее предполагается фиксированным) и декартово произведение бесконечного
числа циклических групп порядка p. Значит, классу C принадлежат группы H∞, A∞
и B∞ из предложения 2.6.6. Определим граф групп G(Γ) следующим образом.

Если граф Γ имеет только одну вершину, то сопоставим ей группу H∞, а каждо-
му ребру e ∈ E — ту же группу H∞ и гомоморфизмы ϕ+e = idH∞ , ϕ−e = α−1

∞ β∞, где
α∞ и β∞ — автоморфизмы из предложения 2.6.6. В противном случае выберем в гра-
фе Γ некоторое не являющееся петлей ребро f , сопоставим вершине f(1) группу A∞,
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всем остальным вершинам — группу B∞, всем ребрам — группу H∞ и тождествен-
ные ее вложения в группы A∞ и B∞.

Легко видеть, что в обоих случаях при любом выборе остовного дерева T в гра-
фе Γ все реберные подгруппы группы π1(G(Γ)) = π1(G(Γ), T ) оказываются совпа-
дающими, нормальными в π1(G(Γ)) и равными H∞ (эту единственную подгруппу
снова будем обозначать через H∞). Для доказательства утверждения 3 зафиксируем
произвольный элемент g ∈ π1(G(Γ)) \ {1} и укажем гомоморфизм группы π1(G(Γ))

на C-группу, переводящий g в неединичный элемент.
Фактор-группа π1(G(Γ))/H∞ представляет собой либо свободную группу, бази-

сом которой служат проходные буквы группы π1(G(Γ)), либо свободное произве-
дение указанной группы и принадлежащих классу C конечных p-групп, изоморф-
ных A∞/H∞ или, что то же самое, B∞/H∞. Значит, она аппроксимируется классом C
согласно предложению 1.4.8 и потому, если g /∈ H∞, то естественный гомоморфизм
π1(G(Γ))→ π1(G(Γ))/H∞ может быть продолжен до искомого.

Пусть g ∈ H∞. Рассмотрим отображение порождающих группы π1(G(Γ)) в груп-
пу P∞ из предложения 2.6.6, действующее тождественно на образующих всех вер-
шинных групп и переводящее символы te либо в элемент α−1

∞ β∞ (если граф Γ имеет
одну вершину), либо в единицу (в противном случае). Легко видеть, что указанное
отображение определяет гомоморфизм, инъективный на подгруппе H∞. Согласно
предложению 2.6.6 группа P∞ аппроксимируется классом Fp ⊆ C. Значит, построен-
ный гомоморфизм снова может быть продолжен до искомого.

Переходя к доказательству утверждения 4, заметим, что в группе π1(G(Γ)) най-
дется элемент γ, сопряжение которым действует на подгруппе H∞ так же, как авто-
морфизм α−1

∞ β∞.
В самом деле, если граф Γ имеет одну вершину, то в качестве γ можно взять

элемент te для некоторого ребра e ∈ E . В противном случае полагаем γ равным
одному из элементов

α−1
∞ β∞, (t−1

f α∞tf )
−1β∞

в зависимости от того, принадлежит или нет выбранное выше ребро f дереву T (здесь
α∞ и β∞ — элементы групп A∞ и B∞, сопоставленных вершинам f(1) и f(−1)).

Если σ — гомоморфизм группы π1(G(Γ)) на периодическую группу, то (γσ)k = 1

для некоторого k > 1. Так как согласно предложению 2.6.6 автоморфизм α−1
∞ β∞

имеет бесконечный порядок, то найдется элемент h ∈ H∞, удовлетворяющий соотно-
шениям

h 6= h(α−1
∞ β∞)k = γ−khγk.

Следовательно,
1 6= [h, γk] ∈ kerσ ∩H∞ = ker σ ∩H±e

для всех e ∈ E . �
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§ 2.7. О необходимости условия теоремы 2.3.1

Как уже было отмечено выше, использование условия (F.4) теоремы 2.3.1 явля-
ется принципиальным ограничением фильтрационного подхода. И раз уж избавиться
от него не удается, то хотелось бы знать, в каких случаях это условие оказывается
не только достаточным, но и необходимым для аппроксимируемости группы π1(G(Γ)).

По-видимому, одним из первых данный вопрос исследовал М. Ширвани [180,182]
применительно к свойству финитной аппроксимируемости и конструкциям обобщен-
ного свободного произведения двух групп и HNN-расширения. В [36] результаты
М. Ширвани почти в полном объеме распространены на случай аппроксимируемо-
сти произвольным классом групп. Там же приводится пример, показывающий, что
в общем случае условие (F.4) не является необходимым для аппроксимируемости
группы π1(G(Γ)). Дополнением работы [36] могут служить предложение 3.4 из [69],
лемма 8 из [10] и предложение 9 из [209]. Частичным обобщением основных резуль-
татов из [36] и перечисленных утверждений из [69, 209] является приводимая далее
теорема 2.7.1.

Будем говорить, что слово w(x, y) имеет специальный вид, еслиw(x, y) =wε11 . . .w
εn
n ,

где n > 2, w1, . . . , wn ∈ {x, y}, ε1, . . . , εn ∈ {1,−1} и никакие два соседних симво-
ла wi, wi+1 не равны одновременно x или y. Если X — некоторая группа и Y — ее
нормальная подгруппа, то через AutX(Y ) будем обозначать подгруппу группы AutY ,
составленную из ограничений на подгруппу Y всевозможных внутренних автомор-
физмов группы X.

Сразу же сто́ит пояснить, что если взять в качестве слова специального вида
коммутатор [x, y], то результаты данного параграфа можно применить к фундамен-
тальным группам графов групп с центральными реберным подгруппами, которые
изучаются в последующих главах.

Теорема 2.7.1. Пусть для любых e ∈ E, ε = ±1 в группе Ge(ε) имеется под-
группа Lεe, содержащая подгруппу Hεe собственным образом и удовлетворяющая
хотя бы одному из следующих условий:

1) существует слово w(x, y) специального вида такое, что w(x, y) = 1 для всех
x ∈ Hεe, y ∈ Lεe;

2) группа Lεe удовлетворяет нетривиальному тождеству ;
3) подгруппа Hεe нормальна в группе Lεe и существует слово w(x, y) специаль-

ного вида такое, что w(x̂, ŷ|Hεe) = idHεe для всех x ∈ Hεe, y ∈ Lεe;
4) подгруппа Hεe нормальна в группе Lεe и группа AutLεe(Hεe) удовлетворяет

нетривиальному тождеству.
Пусть также для любого ребра e ∈ E, если [L :H+e] = 2 = [L :H−e] и L+e 6= L−e,

то хотя бы одна из групп L+e, L−e удовлетворяет условию 1 или 3. Тогда для каж-
дого класса групп C из аппроксимируемости группы π1(G(Γ)) этим классом следует
выполнение условия (F.4).

Доказательство теоремы 2.7.1 составляют три приводимые далее предложения.
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Предложение 2.7.2. [180, лемма 2] Если группа удовлетворяет нетривиаль-
ному тождеству, то она удовлетворяет тождеству вида

ω(y, x1, x2) = ω0(x1, x2)yε1ω1(x1, x2) . . . yεmωm(x1, x2),

где m > 1, ε1, . . . , εm ∈ {1,−1} и ω0(x1, x2), . . . , ωm(x1, x2) ∈
{
x±1

1 , x±1
2 , (x1x

−1
2 )±1

}
.

Предложение 2.7.3. Пусть

P =
〈
A ∗B; H = K, ϕ

〉
—

свободное произведение групп A и B с подгруппами H 6 A и K 6 B, объединенными
относительно изоморфизма ϕ : H → K, L и M — подгруппы группы P , удовлетво-
ряющие соотношениям H 6 L 6 A и K 6 M 6 B. Пусть также выполняется
хотя бы одно из следующих условий:

1) существует слово w(x, y) специального вида такое, что w(x, y) = 1 для всех
x ∈ H, y ∈ L;

2) группа L удовлетворяет нетривиальному тождеству и [L : H] > 3;
3) подгруппа H нормальна в группе L и существует слово w(x, y) специального

вида такое, что w(x̂, ŷ|H) = idH для всех x ∈ H, y ∈ L;
4) подгруппа H нормальна в группе L, группа AutL(H) удовлетворяет нетри-

виальному тождеству и [L : H] > 3.
Тогда для любого непустого семейства Ω нормальных подгрупп группы P спра-

ведливы следующие утверждения.
I. Если ⋂

N∈Ω

K(N ∩B) 6= K

и H 6= L, то
⋂
N∈Ω N 6= 1.

II. Если ⋂
N∈Ω

H(N ∩ A) 6= H,

подгруппа K нормальна в группе M и K 6= M , то
⋂
N∈ΩN 6= 1.

Доказательство. I. Пусть

b ∈
( ⋂
N∈Ω

K(N ∩B)

)
\K.

Тогда b ∈ B \ K и b ∈ KN для всех N ∈ Ω. Рассмотрим четыре случая, соответ-
ствующие условиям 1–4, и в каждом из них определим некоторым образом элемент
g ∈ P . Затем покажем, что во всех случаях g 6= 1, но g ∈ N для любой подгруппы
N ∈ Ω.

1. Поскольку H 6= L, найдется элемент a ∈ L \H. Положим g = w(b, a).
2. Согласно предложению 2.7.2 тождество, которому удовлетворяет группа L,

можно считать имеющим вид

ω(y, x1, x2) = ω0(x1, x2)yε1ω1(x1, x2) . . . yεmωm(x1, x2),

где m > 1, ε1, . . . , εm ∈ {1,−1} и ω0(x1, x2), . . . , ωm(x1, x2) ∈
{
x±1

1 , x±1
2 , (x1x

−1
2 )±1

}
.
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Поскольку [L : H] > 3, найдутся элементы a1, a2 ∈ L \H, лежащие в разных правых
смежных классах группы L по подгруппе H. Положим g = ω(b, a1, a2).

3. Заменяя, если нужно, слово w сопряженным, можем считать, что оно начина-
ется символом y±1. Положим g =

[
b, w(b, a)

]
, где a — тот же элемент, что и в случае 1.

4. Положим g =
[
b, ω(b, a1, a2)

]
, где тождество ω и элементы a1, a2 определены

так же, как и в случае 2.
Длина слова w по определению не меньше 2, поэтому в случае 1 элемент g имеет

несократимую запись неединичной длины. Так как элементы a1, a2 лежат в раз-
ных правых смежных классах группы L по подгруппе H, то a1a

−1
2 /∈ H и, значит,

в случае 2 длина несократимой записи элемента g равна 2m+1, причем первый и по-
следний слоги указанной записи принадлежат множеству L \ H. Отсюда сразу же
следует, что в случае 4 элемент g имеет несократимую запись длины 4m+ 4. Так как
в случае 3 слово w начинается символом y±1, то длина несократимой записи элемен-
та w(b, a)−1bw(b, a) равна 2n + 1, где n — длина слова w. Значит, элемент g имеет
несократимую запись длины, не меньшей 2n. Таким образом, во всех случаях g 6= 1.

Пусть N ∈ Ω — произвольная подгруппа. Так как b ∈ KN = HN , то в случаях 1
и 2 w(b, a) ≡ 1 (mod N) и ω(b, a1, a2) ≡ 1 (mod N), откуда сразу же получаем, что
g ∈ N . Легко видеть, что в случаях 3 и 4 группа AutLN/N(HN/N) является гомоморф-
ным образом группы AutL(H) и, следовательно, удовлетворяет тем же тождествам.
Поэтому в указанных случаях

w(b̂N, âN |HN/N) = idHN/N , ω(b̂N, â1N |HN/N , â2N |HN/N) = idHN/N

и gN = 1.

II. Пусть

c ∈
( ⋂
N∈Ω

H(N ∩ A)

)
\H

и d∈M\K.Тогда для любой подгруппыN∈Ω справедливы соотношения c∈HN=KN

и d−1cd ∈ KN , поскольку подгруппа K нормальна в M . Заменим в определени-
ях элемента g из рассмотренных выше случаев 1–4 элементы a и b на c и d−1cd

соответственно. Легко видеть, что после такой замены длина несократимой записи
элемента g лишь увеличится и, значит, указанный элемент по-прежнему будет отли-
чен от 1. При этом те же рассуждения, что и выше, доказывают включение g ∈ N
для всех N ∈ Ω. �

Предложение 2.7.4. Пусть для любых e ∈ E, ε = ±1 в группе Ge(ε) имеется
подгруппа Lεe, содержащая подгруппу Hεe собственным образом и удовлетворяющая
хотя бы одному из следующих условий:

1) существует слово w(x, y) специального вида такое, что w(x, y) = 1 для всех
x ∈ Hεe, y ∈ Lεe;

2) группа Lεe удовлетворяет нетривиальному тождеству ;
3) подгруппа Hεe нормальна в группе Lεe и существует слово w(x, y) специаль-

ного вида такое, что w(x̂, ŷ|Hεe) = idHεe для всех x ∈ Hεe, y ∈ Lεe;
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4) подгруппа Hεe нормальна в группе Lεe и группа AutLεe(Hεe) удовлетворяет
нетривиальному тождеству.

Пусть также для любого ребра e ∈ E, если [L :H+e] = 2 = [L :H−e] и L+e 6= L−e,
то хотя бы одна из групп L+e, L−e удовлетворяет условию 1 или 3. Тогда для каж-
дого непустого семейства Ω нормальных подгрупп группы π1(G(Γ)) из равенства⋂
N∈Ω N = 1 следует, что ⋂

N∈Ω

Hεe(N ∩Ge(ε)) = Hεe

для всех e ∈ E, ε = ±1.

Доказательство. Рассуждая от противного, зафиксируем ребро e ∈ E и число
ε = ±1, предположим, что ⋂

N∈Ω

Hεe(N ∩Ge(ε)) 6= Hεe,

и покажем, что тогда ⋂
N∈Ω

N 6= 1.

Согласно условию предложения имеет место по крайней мере одно из следующих
утверждений:

(α) L+e = L−e;
(β) [L+e : H+e] > 3 или [L−e : H−e] > 3;
(γ ) хотя бы одна из групп L+e, L−e удовлетворяет условию 1 или 3.
Рассмотрим три взаимоисключающих случая.

Случай 1. Справедливо утверждение (β) или (γ), ребро e принадлежит дереву T ,
используемому для задания представления группы π1(G(Γ)).

Согласно предложению 1.2.1 подгруппа P = sgp
{
Ge(1), Ge(−1)

}
представляет со-

бой свободное произведение групп Ge(1) и Ge(−1) с объединенными подгруппами H+e

и H−e. Положим ΩP = {N ∩ P | N ∈ Ω}. Тогда⋂
N∈ΩP

Hεe(N ∩Ge(ε)) 6= Hεe.

Пусть подгруппы H = H−εe и L = L−εe удовлетворяют хотя бы одному из усло-
вий 1–4 предложения 2.7.3 (отметим, что от условий настоящего предложения они
отличаются лишь дополнительным ограничением на индекс [L : H]). Тогда, приме-
няя утверждение I предложения 2.7.3 к группе P и семейству ΩP (в роли H, K,
L и M выступают подгруппы H−εe, Hεe, L−εe и Lεe соответственно), получаем, что⋂
N∈ΩP

N 6= 1 и, следовательно,
⋂
N∈ΩN 6= 1.

Предположим, что группа L−εe не удовлетворяет ни условию 1, ни условию 3 на-
стоящего предложения и [L−εe : H−εe] = 2 (иначе говоря, условия предложения 2.7.3
для L−εe не выполняются). Тогда подгруппа H−εe нормальна в группе L−εe и, если
группа Lεe также не удовлетворяет ни одному из условий 1, 3 настоящего предложе-
ния, то утверждение (γ) не имеет места и [Lεe : Hεe] > 3 в силу утверждения (β). Это
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означает, что для подгрупп H = Hεe и L = Lεe справедливо хотя бы одно из усло-
вий 1–4 предложения 2.7.3 и потому к группе P и семейству ΩP можно применить
его утверждение II (теперь подгруппы H−εe и Hεe, L−εe и Lεe меняются местами и вы-
ступают в роли K и H, M и L соответственно). Таким образом, снова

⋂
N∈Ω N 6= 1.

Случай 2. Справедливо утверждение (β) или (γ), ребро e не принадлежит дере-
ву T .

Пусть P — свободное произведение групп Ge(1) и Ge(−1) с подгруппамиH+e иH−e,
объединенными относительно изоморфизма ϕ−1

+eϕ−e : H+e → H−e, и σ — отображе-
ние порождающих группы P в группу π1(G(Γ)), действующее на образующих груп-
пы Ge(1) по правилу x 7→ xte = t−1

e xte, а на образующих группы Ge(−1) — по правилу
x 7→ x. Как и при доказательстве предложения 1.2.2, проверяется, что σ — инъек-
тивный гомоморфизм и P ∼= sgp

{
Gte
e(1), Ge(−1)

}
.

Поскольку все подгруппы семейства Ω нормальны в группе π1(G(Γ)), из соотно-
шения ⋂

N∈Ω

H+e

(
N ∩Ge(1)

)
6= H+e

(если оно имеет место) следует, что⋂
N∈Ω

H te
+e

(
N ∩Gte

e(1)

)
6= H te

+e.

Кроме того, [
Lte+e : H te

+e

]
=
[
L+e : H+e

]
.

Поэтому остается применить предложение 2.7.3 к группе sgp
{
Gte
e(1), Ge(−1)

}
и под-

группам Lte+e, L−e так же, как и в случае 1.

Случай 3. Утверждение (α) справедливо, а (β) и (γ) — нет.

Для удобства обозначим подгруппы L+e = L−e и⋂
N∈Ω

Hεe(N ∩Ge(ε))

через Le и Bεe соответственно. Так как утверждения (β) и (γ) не выполняются,
то [Le : H+e] = 2 = [Le : H−e] и хотя бы одна из групп Le, AutLe(H+e), AutLe(H−e)

удовлетворяет нетривиальному тождеству, которое в силу предложения 2.7.2 можно
считать имеющим вид

ω(y, x1, x2) = ω0(x1, x2)yε1ω1(x1, x2) . . . yεmωm(x1, x2),

где m > 1, ε1, . . . , εm ∈ {1,−1} и ω0(x1, x2), . . . , ωm(x1, x2) ∈
{
x±1

1 , x±1
2 , (x1x

−1
2 )±1

}
.

Предположим, что ребро e принадлежит дереву T . Тогда, как уже было отме-
чено выше, подгруппа P = sgp

{
Ge(1), Ge(−1)

}
представляет собой свободное произве-

дение групп Ge(1), Ge(−1) с объединенными подгруппами H+e, H−e и потому в груп-
пе π1(G(Γ)) выполняются равенства H+e = Ge(1) ∩ Ge(−1) = H−e [39, следствие 4.4.3].
Поскольку H+e 6= L+e 6 Ge(1) и H−e 6= L−e 6 Ge(−1), отсюда вытекает, что L+e 6= L−e

в противоречие с утверждением (α). Следовательно, ребро e не принадлежит T .
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Зафиксируем элементы b ∈ Bεe\Hεe, g ∈ Le\(H+e∪H−e) и заметим, что для любой
подгруппы N ∈ Ω из соотношений Hεe 6 Bεe 6 HεeN вытекает, что BεeN = HεeN .
Так как [Le : Hεe] = 2, то либо Hεe 6 Le 6 Bεe, либо Hεe = Bεe ∩ Le. Предположим
сначала, что Hεe 6 Le 6 Bεe.

Пусть
x = ω

(
g, t−εe btεe, t

−2ε
e bt2εe

)
, y =

[
g−1t−εe btεeg, x

]
.

Тогда

ωi
(
t−εe btεe, t

−2ε
e bt2εe

)
∈
{
t−εe b±1tεe, t

−2ε
e b±1t2εe , (t−εe bt−εe b−1t2εe )±1

}
(0 6 i 6 m)

и, так как b /∈ Hεe, g /∈ H−εe, то элементы x, y имеют приведенные записи ненулевой
длины и, следовательно, отличны от 1.

Пусть N ∈ Ω — произвольная подгруппа. Тогда

HεeN = LeN = BεeN, H−εeN 6 LeN = HεeN,

b ∈ HεeN, t−εe btεe ∈ H−εeN 6 HεeN, t−2ε
e bt2εe ∈ H−εeN.

Поэтому, если группа Le удовлетворяет тождеству ω, то x ≡ 1 (mod N). Поскольку
подгруппа H−εe нормальна в группе Le, из соотношения t−εe btεe ∈ H−εeN вытекает, что

g−1t−εe btεeg ∈ H−εeN 6 HεeN.

Следовательно, если одна из групп AutLe(H+e), AutLe(H−e) удовлетворяет тожде-
ству ω, то внутренний автоморфизм, производимый в фактор-группе LeN/N эле-
ментом xN , действует тождественно на элемент(

g−1t−εe btεeg
)
N ∈ H−εeN/N ∩HεeN/N

и потому y ≡ 1 (mod N).
Таким образом, подгруппа

⋂
N∈ΩN содержит хотя бы один из неединичных эле-

ментов x, y.
Пусть теперь Hεe = Bεe ∩ Le. Положим

x = ω
(
t−εe btεe, b, g

)
, y−ε =

[
t−εe btεe, x

]
, yε =

[
(t−εe btεe)

−1b(t−εe btεe), x
]
.

Из соотношения Hεe = Bεe ∩ Le вытекает, что b /∈ Le и потому bg−1 /∈ Le. Следова-
тельно, b /∈ H+e ∪H−e, ωi(b, g) /∈ H+e ∪H−e (0 6 i 6 m) и элементы x, yε, y−ε имеют
приведенные записи ненулевой длины. Вместе с тем, если N ∈ Ω, то

b ∈ HεeN, t−εe btεe ∈ H−εeN, (t−εe btεe)
−1b(t−εe btεe) ∈ HεeN

(ввиду нормальности подгруппы Hεe в группе Le), откуда xN = 1, yεN = 1 или
y−εN = 1 в зависимости от того, какая группа — Le, AutLe(Hεe) или AutLe(H−εe) —
удовлетворяет тождеству ω. Таким образом, снова

⋂
N∈Ω N 6= 1. �

Теорема 2.7.1 следует из предложения 2.7.4, если положить Ω = C∗(π1(G(Γ))).
Как видно из приведенного доказательства, использование в формулировке данного
предложения произвольного семейства Ω может оказаться более удобным для после-
дующего его применения. �

74



Глава 3. Аппроксимируемость фундаментальных групп
некоторых графов групп с центральными реберными

подгруппами

§ 3.1. Обобщенные свободные и обобщенные прямые
произведения групп

В этой главе, как и в предыдущей, всюду предполагается, что

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
—

некоторый (связный) граф групп.
В 1948 году Х. Нейман [163] в связи с изучением строения подгрупп свободно-

го произведения двух групп с объединенной подгруппой ввела понятие обобщенного
свободного произведения произвольного семейства групп. Несколько позднее в сов-
местной работе Б. Неймана и Х. Нейман [162] было определено аналогичное понятие
обобщенного прямого произведения групп. К сожалению, вопрос о существовании
данных конструкций удалось решить лишь в самых простых случаях (подробнее
см. ниже), поэтому широкого распространения в самом общем своем виде они не по-
лучили.

Задача описания подгрупп свободного произведения двух групп с объединенной
подгруппой была решена в 1970 году А. Каррасом и Д. Солитэром [126] с использова-
нием теории групп, действующих на деревьях (см. [179]). Для этого, помимо прочего,
ими была введена упоминавшаяся в главе 1 конструкция древесного произведения
групп, существование которой обеспечивалось лишь свойствами обобщенного свобод-
ного произведения двух групп. Еще одной структурой, известные теоремы о суще-
ствовании которой также опираются на свойства обобщенного свободного произве-
дения двух групп, является полигональное произведение групп (см., например, [77]).
Обе эти конструкции достаточно активно изучаются со времени своего появления,
однако, их аналогов, в основе которых лежало бы не свободное, а прямое произведе-
ние групп, до настоящего времени определено не было. Единственным исключением
служит центральное произведение групп (см., например, [115, с. 29]), представляю-
щее собой обобщенное прямое произведение двух групп.

С целью описания с единых позиций ряда упоминавшихся выше конструкций
и утверждений в данной диссертации определяются обобщенное свободное и обоб-
щенное прямое произведения, ассоциированные с графом групп. Как можно будет
неоднократно убедиться ниже, второе из этих произведений оказывается весьма по-
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лезным для получения результатов первого уровня о фундаментальных группах гра-
фов групп с центральными реберными подгруппами.

Далее в этом параграфе будем считать, что граф Γ не имеет кратных ребер
и петель. Рассмотрим группы

GFP(G(Γ)) =
〈
Gv (v ∈ V); H+e = H−e (e ∈ E)

〉
,

GDP(G(Γ)) =
〈
Gv (v ∈ V); H+e = H−e (e ∈ E),

[Gu, Gw] = 1 (u,w ∈ V , u 6= w)
〉
,

образующими которых являются образующие групп Gv (v ∈ V), а определяющими
соотношениями — определяющие соотношения групп Gv (v ∈ V), всевозможные со-
отношения вида

hϕ+e = hϕ−e (e ∈ E , h ∈ He),

а также, в случае группы GDP(G(Γ)), соотношения вида

[gu, gw] = 1 (u,w ∈ V , u 6= w),

где gu — произвольный образующий группы Gu, gw — произвольный образующий
группы Gw. Очевидно, что группы GFP(G(Γ)) и GDP(G(Γ)) представляют собой
фактор-группы соответственно свободного и прямого произведений групп Gv (v ∈ V)
по нормальному замыканию множества элементов{

hϕ+e(hϕ−e)
−1 | e ∈ E , h ∈ He

}
,

а группа GFP(G(Γ)) является также и фактор-группой группы π1(G(Γ)) по нормаль-
ному замыканию множества всех проходных букв.

Группу GFP(G(Γ)) (группу GDP(G(Γ))) будем называть обобщенным свободным
(соответственно обобщенным прямым) произведением, ассоциированным с графом
групп G(Γ), если выполняются следующие два условия:

(E.1) для каждой вершины v ∈ V тождественное отображение образующих груп-
пы Gv в группу GFP(G(Γ)) (в группу GDP(G(Γ))) продолжаемо до инъективного
гомоморфизма и потому все группы Gv (v ∈ V) можно считать подгруппами груп-
пы GFP(G(Γ)) (соответственно группы GDP(G(Γ)));

(E.2) для каждого ребра e ∈ E в группе GFP(G(Γ)) (в группе GDP(G(Γ))) имеют
место равенства

H+e = Ge(1) ∩Ge(−1) = H−e.

Отметим, что если граф Γ является полным, то ассоциированные с графом G(Γ)

обобщенные произведения оказываются обобщенным свободным и обобщенным пря-
мым произведениями в смысле определений, данных в [163] и [162] соответственно,
если же Γ — дерево, то GFP(G(Γ)) — древесное произведение групп Gv (v ∈ V). Кроме
того, группу GFP(G(Γ)) называют полигональным произведением, если Γ представ-
ляет собой простой цикл [77].

В связи с введенными понятиями сразу же возникает вопрос о существова-
нии обобщенных произведений, т. е. об условиях, при которых группы GFP(G(Γ))
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и (или) GDP(G(Γ)) удовлетворяют требованиям (E.1) и (E.2). Известно, что ассоции-
рованное с графом G(Γ) обобщенное свободное произведение существует в следую-
щих случаях:

1) если граф Γ является деревом [126];
2) если граф Γ представляет собой простой цикл длины, не меньшей 4, и для лю-

бых e, f ∈ E , ε, δ = ±1 из равенства e(ε) = f(δ) следует, что He(ε) ∩Hf(δ) = 1 [77].
Известно также, что полигональное произведение трех групп с тривиально

пересекающимися реберными подгруппами уже не обязано удовлетворять требова-
нию (E.1): соответствующий пример приводится в [120].

Прежде, чем перейти к описанию условий существования обобщенного прямого
произведения, заметим, что если e ∈ E , ε = ±1, g ∈ Ge(ε) и h ∈ Hεe, то в груп-
пе GDP(G(Γ)) справедливы равенства

h = hϕ−1
εe ϕ−εe, [g, hϕ−1

εe ϕ−εe] = 1,

откуда [g, h] = 1. Таким образом, необходимым условием выполнения требования (E.1)

для данной группы является центральность реберных подгрупп в содержащих их
вершинных группах. Вследствие этого обобщенное прямое произведение двух групп
в литературе называют также центральным произведением.

Нетрудно показать (см. следствие 3.2.3 ниже), что изучение вопроса о существо-
вании обобщенного прямого произведения может быть сведено к рассмотрению слу-
чая, когда все вершинные группы такого произведения абелевы. Известно, что если
G(Γ) — полный граф и все его вершинные группы являются локально циклическими,
то некоторые естественные необходимые условия существования соответствующего
обобщенного прямого произведения оказываются и достаточными [164]. Это верно
также в случае, когда граф G(Γ) содержит три вершины и все вершинные группы
абелевы [165]. Однако, если G(Γ) — полный граф с четырьмя вершинами, которым
сопоставлены абелевы группы, упомянутые выше необходимые условия существова-
ния обобщенного прямого произведения перестают быть достаточными [161, § 16],
что оставляет вопрос об отыскании критерия существования такого произведения
открытым. Результаты о существовании обобщенного прямого произведения, ассо-
циированного с графом групп, не являющимся полным, приводятся в следующем
параграфе.

Отметим еще, что группы GFP(G(Γ)) и GDP(G(Γ)), разумеется, могут быть опре-
делены и для несвязного графа Γ. Однако, решение задачи о существовании обобщен-
ных произведений, ассоциированных с таким графом, легко сводится к рассмотрению
случая, когда граф является связным. В самом деле, если Γi (i ∈ I) — компоненты
связности графа Γ, то группы GFP(G(Γ)) и GDP(G(Γ)) представляют собой, оче-
видно, (обычные) свободное и прямое произведения групп GFP(G(Γi)) и GDP(G(Γi))

соответственно. Поэтому группа GFP(G(Γ)) (группа GDP(G(Γ))) удовлетворяет усло-
вию (E.1) или условиям (E.1)–(E.2) тогда и только тогда, когда тем же свойством
обладают группы GFP(G(Γi)) (соответственно GDP(G(Γi))) для всех i ∈ I.
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§ 3.2. Теоремы существования для некоторых обобщенных прямых
произведений, ассоциированных с графами групп

В данном параграфе будет установлено, что обобщенное прямое произведение
существует в ситуациях, аналогичных указанным в § 3.1 случаям 1 и 2 существова-
ния обобщенного свободного произведения, ассоциированного с графом групп. Кро-
ме того, при тех же ограничениях будут получены достаточные условия отсутствия
кручения в группе GDP(G(Γ)). Последнее необходимо для изучения аппроксимиру-
емости группы π1(G(Γ)) корневыми классами, состоящими из групп без кручения.

Для каждой вершины v ∈ V положим

Θv =
{

(e, ε) | e ∈ E , ε = ±1, v = e(ε)
}
, Hv = sgp

{
Hεe | (e, ε) ∈ Θv

}
(эти обозначения будут использоваться до конца главы). Понятно, что подгруппа Hv

содержится в центре Z(Gv) группы Gv тогда и только тогда, когда Hεe 6 Z(Gv)

для всех (e, ε) ∈ Θv.

Теорема 3.2.1. Пусть граф Γ является деревом и для любой вершины v ∈ V
подгруппа Hv лежит в центре группы Gv. Тогда справедливы следующие утверж-
дения.

1. Ассоциированное с графом G(Γ)обобщенное прямое произведение существует.
2. Если все группы Gv (v ∈ V) не имеют кручения и для любых e ∈ E , ε = ±1

подгруппа Hεe изолирована в группе Ge(ε), то группа GDP(G(Γ)) не имеет кручения.

Теорема 3.2.2. Пусть Γ — связный граф без кратных ребер и петель, для лю-
бой вершины v ∈ V подгруппа Hv лежит в центре группы Gv и представляет собой
прямое произведение подгрупп семейства{

Hεe | (e, ε) ∈ Θv

}
.

Тогда справедливы следующие утверждения.
1. Ассоциированное с графом G(Γ)обобщенное прямое произведение существует.
2. Если все группы Gv (v ∈ V) не имеют кручения и для каждой вершины v ∈ V

подгруппа Hv изолирована в группе Gv, то группа GDP(G(Γ)) не имеет кручения.

Легко видеть, что если группа GDP(G(Γ)) обладает свойством (E.1) или свой-
ствами (E.1)–(E.2), тому же условию удовлетворяет и группа GFP(G(Γ)). Поэтому
из теоремы 3.2.2 следует, в частности, что полигональное произведение с центральны-
ми тривиально пересекающимися объединенными подгруппами существует и в слу-
чае трех вершинных групп.

Пусть граф групп H(Γ) получается из G(Γ) путем замены для каждой вершины
v ∈ V группы Gv наHv. Поскольку образы всех реберных гомоморфизмов графа G(Γ)

содержатся в подгруппах Hv (v ∈ V), можно считать, что ребрам графа H(Γ) соот-
ветствуют те же гомоморфизмы, что и ребрам графа G(Γ). Из теоремы 3.2.1 вытекает
следующее утверждение, представляющее собой аналог теоремы 2 из [162] и позво-
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ляющее свести изучение вопроса о существовании ассоциированного с графом групп
обобщенного прямого произведения к рассмотрению случая, когда все вершинные
группы такого графа являются абелевыми.

Следствие 3.2.3. Пусть Γ—связный граф без кратных ребер и петель, для лю-
бой вершины v ∈ V подгруппа Hv лежит в центре группы Gv иH(Γ) — определенный
выше граф групп. Тогда обобщенные прямые произведения, ассоциированные с гра-
фами G(Γ) и H(Γ), существуют одновременно.

Оставшаяся часть параграфа посвящена доказательству сформулированных тео-
рем 3.2.1, 3.2.2 и следствия 3.2.3.

Приводимое далее утверждение проверяется непосредственно.

Предложение 3.2.4. Пусть X — некоторая группа без кручения, Y и Z —
центральные, тривиально пересекающиеся подгруппы группы X. Если подгруппа Y Z
изолирована в группе X, то и подгруппа Z изолирована в X.

Основную часть доказательства теорем 3.2.1 и 3.2.2 составляют следующие три
утверждения.

Предложение 3.2.5. Пусть граф Γ содержит лишь две вершины и соединя-
ющее их ребро e, подгруппа H+e лежит в центре группы Ge(1), подгруппа H−e —
в центре группы Ge(−1). Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Группа GDP(G(Γ)) удовлетворяет условиям (E.1) и (E.2).
2. Если K 6 Ge(1) и K ∩H+e = 1, то в группе GDP(G(Γ)) имеет место равен-

ство K ∩Ge(−1) = 1.
3. Если группы Ge(1) и Ge(−1) не имеют кручения и подгруппа H+e изолирована

в группе Ge(1), то группа GDP(G(Γ)) не имеет кручения.

Доказательство. Пусть D — обычное прямое произведение групп Ge(1) и Ge(−1).
Так как подгруппы H+e и H−e содержатся в центрах групп Ge(1) и Ge(−1) соответ-
ственно, то подмножество

M =
{
hϕ+e(hϕ−e)

−1 | h ∈ He

}
группы D является центральной подгруппой и потому GDP(G(Γ)) ∼= D/M . Из од-
нозначности записи элементов группы D в виде g1g−1, где g1 ∈ Ge(1), g−1 ∈ Ge(−1),
следует, что если g1g−1 ∈ M , то g1 = hϕ+e и g−1 = (hϕ−e)

−1 для некоторого элемен-
та h ∈ He, а потому g1 ∈ H+e и g−1 ∈ H−e. Отсюда и из инъективности отображе-
ний ϕ+e, ϕ−e вытекает также, что если g1 ∈ M (g−1 ∈ M), то g1 = 1 (соответствен-
но g−1 = 1). Таким образом, утверждение 1 предложения имеет место. Из него сле-
дует, в частности, что если K 6 Ge(1) и K ∩H+e = 1, то

K ∩Ge(−1) = (K ∩Ge(1)) ∩Ge(−1) = K ∩H+e = 1

и, значит, утверждение 2 также справедливо. Докажем утверждение 3.
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Пусть элементы g1∈Ge(1), g−1∈Ge(−1) и число n таковы, что (g1g−1)n = gn1 g
n
−1∈M.

Тогда gn1 ∈ H+e и в силу изолированности подгруппы H+e имеет место включение
g1∈H+e. Пусть g′1 = g1ϕ

−1
+eϕ−e. Тогда g′1 ≡ g1 (mod M) и (g′1g−1)n∈M. Но g′1g−1∈Ge(−1)

и согласно доказанному выше (g′1g−1)n = 1. Из отсутствия кручения в группе Ge(−1)

теперь следует, что g′1g−1 = 1. Таким образом, g−1 = (g′1)−1 и потому g1g−1 ∈ M , что
доказывает утверждение 3. �

Предложение 3.2.6. Пусть граф Γ представляет собой конечное дерево и для
каждой вершины v ∈ V подгруппа Hv лежит в центре группы Gv. Тогда справедли-
вы следующие утверждения.

1. Группа GDP(G(Γ)) удовлетворяет условиям (E.1) и (E.2).
2. Если все группы Gv (v ∈ V) не имеют кручения и для любых e ∈ E , ε = ±1

подгруппа Hεe изолирована в группе Ge(ε), то группа GDP(G(Γ)) не имеет кручения.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по количеству вершин в графе Γ.
Если вершина только одна, утверждения 1 и 2 очевидны. Поэтому будем считать, что
граф Γ имеет по крайней мере две вершины и доказываемое предложение справедли-
во для обобщенного прямого произведения, ассоциированного с графом групп G(Γ′),
который получается из G(Γ) путем удаления некоторой концевой вершины v и веду-
щего в эту вершину ребра e.

Пусть число ε = ±1 таково, что v = e(ε), и пусть ∆ — граф групп, содер-
жащий лишь две вершины и соединяющее их ребро e, вершине e(ε) сопоставлена
группа Ge(ε), вершине e(−ε) — группа GDP(G(Γ′)), ребру e — группа He и вложе-
ния ϕεe = ϕεe и ϕ−εe = ϕ−εe (группу Ge(−ε) можно считать подгруппой в GDP(G(Γ′))

в силу индуктивного предположения). Тогда группы GDP(G(Γ)) и GDP(∆) имеют
одно и то же представление.

Так как подгруппаHeϕ−εe, очевидно, центральна в группе GDP(G(Γ′)), то к груп-
пе GDP(∆) можно применить предложение 3.2.5. Из него и индуктивного предпо-
ложения сразу же вытекает, что группа GDP(G(Γ)) удовлетворяет условию (E.1),
а также равенствам из условия (E.2) для всех ребер графа G(Γ′). Кроме того, в си-
лу предложения 3.2.5

Hεe = Ge(ε) ∩GDP(G(Γ′)) = Heϕ−εe.

Но
Heϕ−εe = H−εe 6 Ge(−ε),

поэтому

Ge(ε) ∩GDP(G(Γ′)) = Ge(ε) ∩GDP(G(Γ′)) ∩Ge(−ε) = Ge(ε) ∩Ge(−ε).

Таким образом, для ребра e указанные равенства также имеют место и утверждение 1
тем самым доказано.

Для проверки утверждения 2 достаточно воспользоваться описанным представ-
лением группы GDP(G(Γ)) в виде обобщенного прямого произведения двух групп,
предложением 3.2.5 и индуктивным предположением. �
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Предложение 3.2.7. Пусть Γ — конечный связный граф без кратных ребер
и петель, для каждой вершины v ∈ V подгруппа Hv лежит в центре группы Gv

и представляет собой прямое произведение подгрупп семейства{
Hεe | (e, ε) ∈ Θv

}
.

Тогда справедливы следующие утверждения.
1. Группа GDP(G(Γ)) удовлетворяет условиям (E.1) и (E.2).
2. Если v ∈ V , K 6 Gv и K ∩ Hv = 1, то в группе GDP(G(Γ)) выполняется

равенство

K ∩ sgp
{
Gw | w ∈ V , w 6= v

}
= 1.

3. Если все группы Gv (v ∈ V) не имеют кручения и для каждой вершины v ∈ V
подгруппа Hv изолирована в группе Gv, то группа GDP(G(Γ)) не имеет кручения.

Доказательство. Заметим прежде всего, что предложение достаточно доказать
для случая, когда Γ — полный граф. В самом деле, если это не так, добавим к Γ

недостающие ребра и сопоставим каждому из них единичную группу. Очевидно, что
полученный в результате граф групп ∆ по-прежнему удовлетворяет условиям пред-
ложения, а группа GDP(∆) имеет то же представление, что и группа GDP(G(Γ)).
Отсюда легко следует, что если утверждения 1–3 выполняются для группы GDP(∆),
то они справедливы и для группы GDP(G(Γ)).

Итак, предположим, что Γ — полный граф, и воспользуемся индукцией по ко-
личеству его вершин. Утверждения 1–3 очевидны, если вершина одна, и следуют
из предложения 3.2.5, если вершин две. Поэтому далее будем считать, что граф Γ

имеет по крайней мере три вершины и, какова бы ни была вершина u ∈ V , дока-
зываемое предложение справедливо для группы GDP(G(Γ − u)), где Γ − u — под-
граф графа Γ, получающийся из последнего путем удаления вершины u и всех ребер
из множества Θu (отметим, что этот граф также оказывается полным).

Покажем, что подгруппа L группы GDP(G(Γ−u)), порожденная всеми подгруп-
пами H−εe, где (e, ε) ∈ Θu, является их прямым произведением и, следовательно,
изоморфна подгруппе

Hu = sgp
{
Hεe | (e, ε) ∈ Θu

}
.

В самом деле, пусть (e, ε) ∈ Θu, т. е. e — ребро, соединяющее вершину u = e(ε)

с некоторой вершиной v = e(−ε). По условию подгруппа Hv представляет собой
прямое произведение подгрупп семейства{

Hδf | (f, δ) ∈ Θv

}
,

в которое входит и подгруппа H−εe. Поэтому

H−εe ∩ sgp
{
Hδf | (f, δ) ∈ Θv, f 6= e

}
= 1.

Отсюда следует, что группа GDP(G(Γ−u)), вершина v и подгруппа K = H−εe удовле-
творяют условиям утверждения 2 доказываемого предложения. Воспользовавшись
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индуктивным предположением, получаем, что в группе GDP(G(Γ− u)) справедливо
равенство

H−εe ∩ sgp
{
Gw | w ∈ V \ {u, v}

}
= 1.

Поскольку

sgp
{
H−λx | (x, λ) ∈ Θu, x 6= e

}
6 sgp

{
Gw | w ∈ V \ {u, v}

}
,

это означает, что подгруппа H−εe выделяется в L прямым сомножителем.
Таким образом, подгруппы Hu и L изоморфны и лежат в центрах групп Gu

и GDP(G(Γ − u)) соответственно. Это позволяет рассмотреть обобщенное прямое
произведение P групп Gu и GDP(G(Γ− u)) с реберными подгруппами Hu и L. Пред-
ставление группы P содержит все образующие символы и определяющие соотноше-
ния группы GDP(G(Γ)), а также дополнительные соотношения вида h = hϕ, где
h ∈ Hu и ϕ : Hu → L — изоморфизм подгрупп, продолжающий отображения ϕ−1

εe ϕ−εe

((e, ε) ∈ Θu). Легко видеть, что все эти дополнительные соотношения выводятся
из соотношений группы GDP(G(Γ)) и, следовательно, тождественное отображение
образующих группы P в группу GDP(G(Γ)) определяет изоморфизм α первой на вто-
рую. Согласно предложению 3.2.4, если все группы Gv (v ∈ V) не имеют кручения
и для каждой вершины v ∈ V подгруппа Hv изолирована в группе Gv, то для любой
вершины v ∈ V \ {u} подгруппа

sgp
{
Hµy | (y, µ) ∈ Θv, y(−µ) 6= u

}
,

выделяющаяся в Hv прямым множителем, также изолирована в группе Gv. Отсюда,
из коммутативности диаграммы

Gu
ι−−−→ GDP(G(Γ))

ι←−−− Gv∥∥∥ xα yι
Gu

ι−−−→ P
ι←−−− GDP(G(Γ− u))

для всех v ∈ V\{u}, индуктивного предположения и предложения 3.2.5 вытекает, что
группа GDP(G(Γ)) удовлетворяет условию (E.1), для нее выполняется утверждение 3
доказываемого предложения, а также равенства из условия (E.2), соответствующие
ребрам графа G(Γ − u) (в этой и последующих диаграммах настоящей главы сим-
волом ι обозначены гомоморфизмы, определяемые тождественными отображениями
образующих).

Отметим теперь, что в графе Γ по крайней мере три вершины и вершина u бы-
ла выбрана из них произвольным образом. Поэтому можно считать, что если e —
некоторое наперед заданное ребро графа Γ, то его концы отличны от u. Тогда реб-
ро e оказывается принадлежащим Γ − u и, значит, для него выполняются равен-
ства из условия (E.2). Точно так же подгруппу K из формулировки утверждения 2
можно считать содержащейся в группе Gu, что дает возможность воспользоваться
для доказательства данного утверждения предложением 3.2.5. Тем самым, для груп-
пы GDP(G(Γ)) выполняются утверждения 1 и 2. �
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Доказательство теорем 3.2.1 и 3.2.2. Заметим, что если ω — некоторое сло-
во от образующих групп Gv (v ∈ V) и определяемый этим словом элемент груп-
пы GDP(G(Γ)) равен единице, то слово ω может быть преобразовано в пустое пу-
тем конечного числа операций, в каждой из которых фигурируют образующие лишь
конечного числа вершинных групп. Выбирая максимальный подграф Γ′ графа Γ,
содержащий все соответствующие этим группам вершины, получаем, что в груп-
пе GDP(G(Γ′)) элемент, определяемый словом ω, также равен единице. Поэтому все
доказываемые для группы GDP(G(Γ)) утверждения вытекают из аналогичных утвер-
ждений для группы GDP(G(Γ′)), имеющих место в силу предложений 3.2.6 и 3.2.7.
В частности, если e — некоторое ребро графа Γ, ωe(1) и ωe(−1) — слова от образую-
щих групп Ge(1) и Ge(−1) соответственно и ω = ωe(1)ωe(−1), то из равенства единице
определяемого словом ω элемента группы GDP(G(Γ)) следует, что ωe(1) задает эле-
мент подгруппы H+e, а ωe(−1) — элемент подгруппы H−e и, таким образом,

H+e = Ge(1) ∩Ge(−1) = H−e. �

Доказательство следствия 3.2.3. Покажем сначала, что группы GDP(G(Γ))

и GDP(H(Γ)) удовлетворяют требованию (E.1) одновременно.
Легко видеть, что отображения образующих группHv (v∈V) в группуGDP(G(Γ)),

действующие так же, как естественные вложения δv : Hv → Gv, продолжаемы до го-
моморфизма δ : GDP(H(Γ)) → GDP(G(Γ)). При этом для каждой вершины v ∈ V
оказывается коммутативной диаграмма

Hv
ι−−−→ GDP(H(Γ))yδv yδ

Gv
ι−−−→ GDP(G(Γ)).

Если группа GDP(G(Γ)) обладает свойством (E.1), отсюда следует, что груп-
па GDP(H(Γ)) также удовлетворяет требованию (E.1).

Пусть теперь группа GDP(H(Γ)) обладает свойством (E.1). Тогда группы Hv

(v ∈ V) можно считать ее подгруппами. Рассмотрим граф групп ∆, представляю-
щий собой звезду, центральной вершине которой соответствует группа GDP(H(Γ)),
остальным вершинам — группы Gv (v ∈ V), ребрам — группы Hv (v ∈ V), их есте-
ственные вложения δv в группы Gv (v ∈ V) и тождественные отображения в груп-
пу GDP(H(Γ)).

Используя преобразования Тице и определения реберных гомоморфизмов гра-
фов H(Γ) и ∆, нетрудно показать, что все образующие групп Hv (v ∈ V), а также
определяющие соотношения вида [hu, hw] = 1, где u,w ∈ V , u 6= w, hu — образу-
ющий группы Hu, hw — образующий группы Hw, могут быть исключены из пред-
ставления группы GDP(∆), которое в результате превратится в представление груп-
пы GDP(G(Γ)). Таким образом, тождественное отображение образующих группы
GDP(G(Γ)) в группуGDP(∆) продолжается до изоморфизмаα: GDP(G(Γ))→GDP(∆).
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Поскольку все подгруппы Hv (v ∈ V) лежат в центре группы GDP(H(Γ)), к груп-
пе GDP(∆) можно применить теорему 3.2.1, согласно которой тождественные отоб-
ражения образующих групп GDP(H(Γ)) иGv (v ∈ V) в группу GDP(∆) продолжаемы
до инъективных гомоморфизмов. Ввиду коммутативности диаграммы

Gv
ι−−−→ GDP(G(Γ))∥∥∥ yα

Gv
ι−−−→ GDP(∆)

для каждой вершины v ∈ V отсюда следует, что группа GDP(G(Γ)) обладает свой-
ством (E.1).

Предположим теперь, что группы GDP(G(Γ)) и GDP(H(Γ)) удовлетворяют тре-
бованию (E.1) и покажем, что условие (E.2) выполняется для них одновременно.
Поскольку для каждой вершины v ∈ V изоморфизм α отображает подгруппу Gv

группы GDP(G(Γ)) на аналогичную подгруппу группы GDP(∆), далее вместо груп-
пы GDP(G(Γ)) будем рассматривать группу GDP(∆).

Пусть e — некоторое ребро графа групп ∆, и пусть для определенности верши-
на e(1) является концевой. Как и при доказательстве предложения 3.2.6, представим
группу GDP(∆) в виде обобщенного прямого произведения групп GDP(∆− e(1))

и Ge(1), где ∆− e(1) обозначает граф групп, получающийся из ∆ удалением верши-
ны e(1) и ведущего в эту вершину ребра. Применяя к этому произведению теоре-
му 3.2.1, получаем, что

Ge(1) ∩GDP(∆− e(1)) = He(1)

и, так как
Ge(−1) 6 GDP(∆− e(1)),

тоGe(1)∩Ge(−1)6He(1). Аналогичным образом доказывается, чтоGe(1)∩Ge(−1)6He(−1)

и, стало быть,
Ge(1) ∩Ge(−1) = He(1) ∩He(−1).

Значит, оба эти пересечения совпадают с подгруппами H+e и H−e одновременно. �

§ 3.3. Формулировка основных результатов

Если все реберные подгруппы графа групп G(Γ) лежат в центрах содержащих
их вершинных групп, то конструкция обобщенного прямого произведения, ассоции-
рованного с графом групп, и теоремы 3.2.1, 3.2.2 могут быть использованы для по-
строения гомоморфизмов группы π1(G(Γ)) на группы из аппроксимирующего класса,
инъективных на всех реберных подгруппах. Далее этот подход применяется к графам
групп с тривиально пересекающимися реберными подгруппами и к графам групп, со-
держащим не более одного простого цикла.

Начиная с данного параграфа, мы вновь считаем, что граф Γ может содержать
кратные ребра и петли. Будем предполагать также, что в нем зафиксировано некото-
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рое остовное дерево T и представление группы π1(G(Γ)) соответствует этому дереву.
Рассмотрим следующий набор свойств графа групп G(Γ):

(1) для каждой вершины v ∈ V подгруппа Hv представляет собой прямое про-
изведение подгрупп Hεe ((e, ε) ∈ Θv);

(2) граф Γ является деревом;
(3) граф Γ содержит в точности один простой цикл.

Будем говорить, что граф групп G(Γ) имеет тип (k) (1 6 k 6 3), если он обладает
свойством (k) и для каждой вершины v ∈ V подгруппа Hv лежит в центре группы Gv.

Отметим, что при выполнении свойства (3) группа π1(G(Γ)) представляет со-
бой HNN-расширение с одной проходной буквой древесного произведения групп Gv

(v ∈ V). Далее при рассмотрении таких групп всегда будет требоваться, чтобы ап-
проксимирующий класс C содержал непериодические группы. Хотя это дополнитель-
ное ограничение не имеет никакого отношения к группе π1(G(Γ)), для упрощения
формулировок утверждений его удобно включить в описание типа графа групп. По-
этому будем использовать выражение «граф групп имеет тип (3)+C» как сокращение
для конъюнкции «граф групп имеет тип (3) и класс C содержит хотя бы одну непе-
риодическую группу».

Теорема 3.3.1. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относительно
взятия фактор-групп, G(Γ) — граф групп типа (1) и для каждой вершины v ∈ V
группа Gv обладает гомоморфизмом σv на группу из класса C, инъективным на под-
группе Hv. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если прямое произведение D групп Gvσv (v ∈ V) принадлежит классу C,
то существует гомоморфизм σ группы π1(G(Γ)) на группу из класса C, продолжа-
ющий гомоморфизмы σv (v ∈ V).

2. Если все группы Gv (v ∈ V) C-аппроксимируемы, то и группа π1(G(Γ)) явля-
ется C-аппроксимируемой.

3. Пусть Ctf — класс всех C-групп без кручения, для каждой вершины v ∈ V
группа Gvσv не имеет кручения и подгруппа Hvσv изолирована в ней. Тогда:

а) если D ∈ C, то гомоморфизм σ можно выбрать так, чтобы выполнялось
включение π1(G(Γ))σ ∈ Ctf;

б) если все группы Gv (v ∈ V) Ctf-аппроксимируемы, то и группа π1(G(Γ)) яв-
ляется Ctf-аппроксимируемой.

Теорема 3.3.2. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относитель-
но взятия фактор-групп, G(Γ) — граф групп типа (2) или (3)+C. Пусть также
для каждой вершины v ∈ V группа Gv обладает гомоморфизмом σv на группу из клас-
са C, инъективным на всех подгруппах Hεe ((e, ε) ∈ Θv), и прямое произведение D
групп Gvσv (v ∈ V) принадлежит классу C. Тогда справедливы следующие утверж-
дения.

1. Существует гомоморфизм σ группы π1(G(Γ)) на группу из класса C, продол-
жающий гомоморфизмы σv (v ∈ V).
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2. Если все группы Gv (v ∈ V) C-аппроксимируемы, то и группа π1(G(Γ)) явля-
ется C-аппроксимируемой.

3. Пусть Ctf — класс всех C-групп без кручения, для каждой вершины v ∈ V
группа Gvσv не имеет кручения и все подгруппы Hεeσv ((e, ε) ∈ Θv) изолированы
в ней. Тогда:

а) гомоморфизм σ можно выбрать так, чтобы выполнялось включение
π1(G(Γ))σ ∈ Ctf;

б) если все группы Gv (v ∈ V) Ctf-аппроксимируемы, то и группа π1(G(Γ)) яв-
ляется Ctf-аппроксимируемой.

Отметим, что содержащиеся в условии теоремы 3.3.2 требования принадлежно-
сти классу C прямого произведения D и (если Γ не является деревом) хотя бы одной
непериодической группы, вообще говоря, существенны для C-аппроксимируемости
группы π1(G(Γ)): это следует из основных результатов работы [1] и приводимой да-
лее теоремы 4.1.6 соответственно.

Следствие 3.3.3. Пусть G(Γ) — граф групп типа (1), (2) или (3), для каждой
вершины v ∈ V группа Gv разрешима и ступени разрешимости групп Gv ограничены
в совокупности. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Группа π1(G(Γ)) аппроксимируется разрешимыми группами.
2. Группа π1(G(Γ)) аппроксимируется разрешимыми группами без кручения, ес-

ли все группы Gv (v ∈ V) не имеют кручения и выполняется хотя бы одно из сле-
дующих условий:

а) G(Γ) — граф групп типа (1) и для каждой вершины v ∈ V подгруппа Hv

изолирована в группе Gv;
б) G(Γ) — граф групп типа (2) или (3) и для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруп-

па Hεe изолирована в группе Ge(ε).
3. Если G(Γ) — граф групп типа (1) или (2) и для некоторого множества про-

стых чисел P все группы Gv (v ∈ V) являются периодическими P-группами, причем
их периоды ограничены в совокупности, то группа π1(G(Γ)) аппроксимируется пе-
риодическими разрешимыми P-группами конечного периода.

Доказательство. Легко видеть, что классы всех разрешимых групп S и перио-
дических разрешимыхP-групп конечного периода PSP являются корневыми и замк-
нуты относительно взятия фактор-групп. Так как ступени разрешимости и периоды
групп Gv (v ∈ V) ограничены в совокупности, то их прямое произведение принадле-
жит классу S или PSP в зависимости от того, какое утверждение следствия рассмат-
ривается. Поэтому аппроксимируемость группы π1(G(Γ)) вытекает из теорем 3.3.1
и 3.3.2. �

Следствие 3.3.4. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относительно
взятия фактор-групп, G(Γ) — граф групп типа (1) или конечный граф групп ти-
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па (2) или (3)+C. Группа π1(G(Γ)) является C-аппроксимируемой, если для любой
вершины v ∈ V выполняется хотя бы одно из следующих условий:

1) группа Gv принадлежит классу C;
2) группа Gv C-аппроксимируема и подгруппа Hv конечна;
3) группа Gv аппроксимируется C-группами без кручения и подгруппа Hv име-

ет конечный ранг.

Доказательство. Заметим, что каждая группа Gv (v ∈ V) обладает гомомор-
физмом σv на группу из класса C, инъективным на подгруппе Hv: если Gv ∈ C,
то σv — тождественное отображение группы Gv; в остальных двух случаях его суще-
ствование обеспечивается предложениями 1.3.4 и 1.3.5 соответственно. Если граф Γ

конечен, то прямое произведение групп Gvσv (v ∈ V) принадлежит классу C. Значит,
снова можно воспользоваться теоремами 3.3.1 и 3.3.2. �

Отметим, что следствие 3.3.4 обобщает основные результаты статьи [22], полу-
ченные с использованием других методов, а следствие 3.3.3 — теорему 1.1 из [169].

Сформулированные выше теоремы 3.3.1 и 3.3.2 представляют собой результаты
первого уровня и неявно предполагают, что все реберные подгруппы графа групп G(Γ)

принадлежат аппроксимирующему классу. Используя результаты предыдущей гла-
вы, это ограничение удается преодолеть для графов групп с тривиально пересекаю-
щимися реберными подгруппами и древесных произведений конечного числа групп,
удовлетворяющих некоторым дополнительным условиям.

Пусть C — произвольный класс групп, X — некоторая группа, Y — ее подгруппа.
Будем говорить, что группа X C-регулярна по подгруппе Y , если для любой подгруп-
пы M ∈ C∗(Y ) найдется подгруппа N ∈ C∗(X) такая, что N ∩ Y = M . Отметим, что
понятие регулярности обобщает классическое понятие мощного элемента [76]: если
F — класс всех конечных групп, то элемент x ∈ X является мощным тогда и только
тогда, когда группа X F -регулярна по циклической подгруппе 〈x〉. Как и мощность,
регулярность используется при изучении аппроксимируемости свободных конструк-
ций групп для построения подгрупп вершинных групп, имеющих заданное пересече-
ние с реберными подгруппами; подробнее об этом написано в [60, § 2.3].

Теорема 3.3.5. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относительно
взятия фактор-групп, и G(Γ) — граф групп типа (1). Пусть также для любой
вершины v ∈ V группа Gv C-аппроксимируема и C-регулярна по подгруппе Hv, под-
группа Hv C-отделима в группе Gv. Тогда группа π1(G(Γ)) является C-аппроксими-
руемой.

Предваряя формулировку следующей теоремы, заметим, что если G(Γ) — конеч-
ный граф групп типа (1) или (2), то без потери общности для любых e ∈ E , ε = ±1

можно считать выполненным неравенство Hεe 6= Ge(ε).
В самом деле, если Γ — дерево и Hεe = Ge(ε) для некоторых e ∈ E , ε = ±1,

то в группе π1(G(Γ)) справедливы соотношения Ge(ε) = H−εe 6 Ge(−ε) и, значит, из ее
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представления можно исключить образующие группы Ge(ε). Результатом этой опе-
рации служит фундаментальная группа графа групп, который получается из G(Γ)

стягиванием ребра e и заменой для каждой пары (f, δ) ∈ Θe(ε) \
{

(e, ε)
}
гомоморфиз-

ма ϕδf композицией ϕδfϕ−1
εe ϕ−εe. Понятно, что указанный граф групп снова является

деревом.
Если G(Γ) имеет тип (1) и Hεe = Ge(ε), то, выбирая остовное дерево T содержа-

щим ребро e, получаем, что в группе π1(G(Γ)) = π1(G(Γ), T ) справедливо равенство
Hεe = H−εe. Следовательно, ее представление и граф групп могут быть преобразо-
ваны так же, как и выше. Поскольку Hεe — единственная нетривиальная реберная
подгруппа группы Ge(ε), результирующий граф групп по-прежнему имеет тип (1).

Если среди групп Gv (v ∈ V) есть хотя бы одна неединичная, то конечное число
описанных преобразований приводит граф групп G(Γ) к требуемому виду. В против-
ном случае π1(G(Γ)) — свободная группа, базисом которой служит семейство проход-
ных букв, и ее аппроксимируемость каждым корневым классом групп обеспечивается
предложением 1.4.8.

Теорема 3.3.6. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относительно
взятия фактор-групп, Hεe 6= Ge(ε) для всех e ∈ E , ε = ±1 и выполняется хотя бы
одно из следующих условий:

1) G(Γ) — конечный граф групп типа (1) и для любой вершины v ∈ V группа Gv

C-регулярна по подгруппе Hv;
2) G(Γ) — конечный граф групп типа (2) и для любых e ∈ E , ε = ±1 группа Ge(ε)

C-регулярна по подгруппе Hεe.
Группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда все группы Gv

(v ∈ V) C-аппроксимируемы и для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Hεe C-отделима
в группе Ge(ε).

Легко видеть, что если C — корневой класс групп, Y — центральная подгруппа
некоторой группы X и X/Y ∈ C, то группа X C-регулярна по подгруппе Y и по-
следняя C-отделима в группе X. Более содержательные примеры ситуаций, когда
требования отделимости и регулярности из формулировок теорем 3.3.5 и 3.3.6 ока-
зываются выполнены, приводятся в главе 6.

§ 3.4. Доказательства теорем 3.3.1 и 3.3.2

Пусть G(Γ) — граф групп типа (1), F ⊆ E и для каждой вершины v ∈ V

Rv =
∏

(e,ε)∈Θv
e∈F

Hεe

(произведение пустого множества подгрупп предполагается равным 1). Тогда семей-
ство {Rv | v ∈ V} будем обозначать через R(F). Легко видеть, что оно является си-
стемой совместимых нормальных подгрупп в группе π1(G(Γ)) и граф групп GR(F)(Γ)

имеет тип (1).

88



Предложение 3.4.1. Пусть G(Γ) — граф групп типа (1). Тогда для каждого
элемента g ∈ π1(G(Γ)) \ {1} найдется конечное множество ребер Fg такое, что
gρR(E\Fg) 6= 1 и для любых e ∈ E , ε = ±1 из соотношения g /∈ Hεe следует, что
gρR(E\Fg) /∈ HεeρR(E\Fg).

Доказательство. Предположим сначала, что g ∈ π1(G(T ))\{1}. Тогда найдется
конечное поддерево T ′ дерева T такое, что g ∈ π1(G(T ′)). Воспользуемся индукцией
по числу k вершин в дереве T ′.

Пусть k = 1, т. е. g ∈ Gv для некоторой вершины v ∈ V . Если g /∈ Hv, положим
Fg = ∅. В противном случае

g ∈ sgp
{
Hεe | (e, ε) ∈ ϑ

}
для некоторого конечного подмножества ϑ ⊆ Θv и Fg =

{
e | (e, ε) ∈ ϑ

}
. Легко видеть,

что определенное таким образом множество Fg является искомым.
Пусть k > 1 и для элементов группы π1(G(Γ)), принадлежащих поддеревьям

с меньшим числом вершин, утверждение предложения имеет место. Возьмем произ-
вольное ребро e дерева T ′ и представим группу π1(G(T ′)) в виде свободного произве-
дения групп π1(G(T ′1 )) и π1(G(T ′−1)) с объединенными подгруппами H+e и H−e (здесь
T ′ε (ε = ±1) — содержащая вершину e(ε) компонента связности графа, получающего-
ся из T ′ путем удаления ребра e). Пусть g = g1 . . . gn — несократимая запись элемен-
та g в указанном обобщенном свободном произведении. Если n = 1, то существование
искомого множества Fg следует из индуктивного предположения. Пусть n > 1. То-
гда по индуктивному предположению для каждого i ∈ {1, . . . , n} найдется конечное
множество Fgi ⊆ E такое, что если gi /∈ Hεe (ε = ±1), то giρR(E\Fgi ) /∈ HεeρR(E\Fgi ).
Положим Fg =

⋃n
i=1Fgi . Ввиду предложения 1.2.5 для любого i ∈ {1, . . . , n} спра-

ведливо соотношение ker ρR(E\Fg) 6 ker ρR(E\Fgi ) и потому, если gi /∈ Hεe (ε = ±1),
то giρR(E\Fg) /∈ HεeρR(E\Fg). Следовательно, в группе π1(GR(E\Fg)(T )), рассматриваемой
как свободное произведение с объединенными подгруппамиH+eρR(E\Fg) иH−eρR(E\Fg),
элемент gρR(E\Fg) имеет несократимую запись длины n > 1 и, стало быть, не принад-
лежит свободным множителям этого произведения, содержащим все реберные под-
группы группы π1(GR(E\Fg)(Γ)). Таким образом, множество Fg является искомым.

Пусть теперь g ∈ π1(G(Γ)) \ {1} — произвольный элемент и g = g0t
ε1
e1
g1 . . . t

εn
engn —

его приведенная запись в группе π1(G(Γ)), рассматриваемой как HNN-расширение
группы π1(G(T )). Воспользуемся индукцией по n. Если n = 0, то g ∈ π1(G(T ))

и требуемое утверждение уже доказано. Пусть n > 0. По индуктивному предпо-
ложению для каждого i ∈ {1, . . . , n}, если gi /∈ H−εiei , то существует множество
Fgi ⊆ E такое, что giρR(E\Fgi ) /∈ H−εieiρR(E\Fgi ). Положим Fgi = ∅, если gi ∈ H−εiei ,
и Fg =

⋃n
i=1Fgi . Тогда для любого i ∈ {1, . . . , n} из соотношения gi /∈ H−εiei вытекает,

что giρR(E\Fg) /∈ H−εieiρR(E\Fg). Следовательно, элемент gρR(E\Fg) имеет в HNN-расши-
рении π1(GR(E\Fg)(Γ)) приведенную запись длины n > 0 и потому не принадлежит ба-
зовой группе π1(GR(E\Fg)(T )) этого HNN-расширения, содержащей все реберные под-
группы. Таким образом, определенное выше множество Fg является искомым. �
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Предложение 3.4.2. Пусть G(Γ) — граф групп типа (1). Тогда для каждого
элемента g ∈ π1(G(Γ)) \ {1} найдется конечный подграф Γ′ = (V ′, E ′) графа Γ такой,
что граф Γ′ ∩ T является деревом, граф групп GR(E\E ′)(Γ

′) имеет тип (1), груп-
па π1(GR(E\E ′)(Γ

′)) (вкладывающаяся в π1(GR(E\E ′)(Γ)) посредством тождественного
отображения образующих согласно предложению 1.2.1) служит ретрактом груп-
пы π1(GR(E\E ′)(Γ)) и gρR(E\E ′) ∈ π1(GR(E\E ′)(Γ

′)) \ {1}.

Доказательство. Пусть g ∈ π1(G(Γ))\{1} и w — некоторое слово от образующих
группы π1(G(Γ)), задающее элемент g. Как и выше, определим подмножества Vg ⊆ V
и Eg ⊆ E следующим образом: v ∈ Vg тогда и только тогда, когда слово w содержит
некоторый образующий группы Gv или обратный к нему; e ∈ Eg тогда и только тогда,
когда в слово w входит символ te или t−1

e .
Согласно предложению 3.4.1 найдется конечное множество ребер Fg такое, что

gρR(E\Fg) 6= 1. Пусть T ′ — конечное поддерево дерева T , содержащее все вершины
из множества

Vg ∪
{
e(ε) | e ∈ Eg ∪ Fg, ε = ±1

}
,

Γ′—подграф графа Γ, получающийся путем добавления к дереву T ′ всех ребер из объ-
единения Eg∪Fg, V ′ и E ′ — множества вершин и ребер графа Γ′ соответственно. Тогда
g ∈ π1(G(Γ′)) и gρR(E\E ′) ∈ π1(GR(E\E ′)(Γ

′)). Так как Fg ⊆E ′, то ker ρR(E\E ′) 6 ker ρR(E\Fg)

и потому gρR(E\E ′) 6= 1.
По определению системы подгрупп R(E \ E ′) = {Rv | v ∈ V} для каждой верши-

ны v ∈ V \ V ′ справедливо равенство Rv = Hv. Поэтому группа π1(GR(E\E ′)(Γ)) изо-
морфна свободному произведению группы π1(GR(E\E ′)(Γ

′)), групп Gv/Rv (v ∈ V \ V ′)
и свободной группы с множеством порождающих {te | e ∈ E \ E ′}. Следователь-
но, группа π1(GR(E\E ′)(Γ

′)) является ретрактом группы π1(GR(E\E ′)(Γ)). Тот факт, что
граф групп GR(E\E ′)(Γ

′) имеет тип (1), как уже было отмечено выше, вытекает из опре-
деления системы R(E \ E ′). �

Предложение 3.4.3. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относи-
тельно взятия фактор-групп, G(Γ) — граф групп типа (1), (2) или (3)+C и прямое
произведение D групп Gv (v ∈ V) принадлежит классу C. Тогда справедливы следу-
ющие утверждения.

1. Существует гомоморфизм σ группы π1(G(Γ)) на группу из класса C, действу-
ющий инъективно на всех группах Gv (v ∈ V).

2. Указанный гомоморфизм σ можно выбрать так, чтобы его образ был груп-
пой без кручения, если все группы Gv (v ∈ V) не имеют кручения и выполняется
хотя бы одно из следующих условий:

а) G(Γ) — граф групп типа (1) и для каждой вершины v ∈ V подгруппа Hv

изолирована в группе Gv;
б) G(Γ) — граф групп типа (2) или (3)+C и для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруп-

па Hεe изолирована в группе Ge(ε).
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Доказательство. Пусть ET — множество ребер дерева T ,

E ′ =
{
e ∈ E \ ET | H+e = 1 = H−e

}
и граф Γ′ получается из Γ путем удаления всех ребер из множества E ′. Тогда груп-
па π1(G(Γ)) представляет собой свободное произведение группы π1(G(Γ′)) и свобод-
ной группы с базисом {te | e ∈ E ′}. Понятно, что предложение достаточно доказать
для группы π1(G(Γ′)), поэтому далее предполагается, что E ′ = ∅. Заметим еще, что
если все группы Gv (v ∈ V) тривиальны, то утверждение предложения выполняется
очевидным образом и, стало быть, данный случай можно исключить из дальнейше-
го рассмотрения.

Если Γ = T и η : π1(G(Γ))→ GDP(G(Γ)) — естественный гомоморфизм, то груп-
па GDP(G(Γ)) принадлежит классу C как гомоморфный образ группы D и в силу
теоремы 3.2.1 все группы Gv (v ∈ V) вкладываются в нее посредством тождествен-
ного отображения образующих. Отсюда и из коммутативности диаграммы

Gv
ι−−−→ π1(G(Γ))∥∥∥ yη

Gv
ι−−−→ GDP(G(Γ))

для каждой вершины v ∈ V следует, что гомоморфизм η действует инъективно
на всех группах Gv (v ∈ V) и потому является искомым. Далее будем считать, что
Γ 6= T и потому E \ ET 6= ∅.

Так как класс C содержит хотя бы одну неединичную группу и замкнут относи-
тельно взятия подгрупп и расширений, то ему принадлежит некоторая циклическая
группа Z, порядок которой можно считать большим 2, если C состоит из периоди-
ческих групп, и равным бесконечности в противном случае. Пусть z — некоторый
фиксированный порождающий группы Z и I — множество всех функций из E \ ET
в Z с поточечным умножением (т. е. декартова степень группы Z, показатель кото-
рой равен мощности множества E \ ET ). Пусть также G(T )i (i ∈ I) — изоморфная
копия графа групп G(T ), τi : G(T ) → G(T )i — соответствующий изоморфизм (его
ограничения на группы Gv (v ∈ V) будем считать изоморфизмами групп) и Σ —
дизъюнктное объединение графов G(T )i (i ∈ I). Для любых i ∈ I, e ∈ E \ ET

– определим функцию j ∈ I по правилу:

j(e′) =

{
i(e′)z−1, e′ = e,

i(e′), e′ ∈ E \ (ET ∪ {e});

– соединим новым ребром f вершины e(1)τi и e(−1)τj графа Σ;
– сопоставим ребру f группу He и гомоморфизмы ψ+f = ϕ+eτi, ψ−f = ϕ−eτj.
Полученный в результате граф групп обозначим через ∆. Заметим, что если

считать его подграфы G(T )i (i ∈ I) макровершинами, то при cardZ = ∞ соот-
ветствующий макрограф представляет собой целочисленную решетку в простран-
стве размерности c = card(E \ ET ), а при cardZ < ∞ — c-мерный «целочисленный
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тор», получающийся отождествлением указанной решетки с каждым ее образом от-
носительно сдвига вдоль некоторой координатной оси на расстояние, кратное cardZ.

Из определения графа групп ∆ сразу же следует, что если G(Γ) имеет тип (1),
то ∆ также имеет тип (1) и в силу выбора порядка группы Z не содержит кратных
ребер и петель. Пусть G(Γ) — граф групп типа (3)+C. Тогда множество E \ ET со-
стоит в точности из одного ребра, класс C содержит непериодические группы и Z —
бесконечная циклическая группа. Отсюда следует, что описанный выше макрограф
представляет собой бесконечную цепь и потому ∆ имеет тип (2). Таким образом,
в обоих случаях согласно теоремам 3.2.1 и 3.2.2 все вершинные группы Gvτi (v ∈ V ,
i ∈ I) графа групп ∆ вкладываются в группу GDP(∆) посредством тождественного
отображения образующих и, стало быть, их можно считать подгруппами послед-
ней. Заметим еще, что если граф групп G(Γ) удовлетворяет условию утверждения 2,
то ∆ также удовлетворяет данному условию и в силу тех же теорем 3.2.1, 3.2.2 груп-
па GDP(∆) не имеет кручения.

Легко видеть, что для каждого i ∈ I отображение образующих группы GDP(∆),
продолжающее изоморфизмы τ−1

j τj·i (j ∈ I), задает автоморфизм αi этой группы
(здесь j · i обозначает поточечное произведение функций j и i). Значит, определено
расширение X группы GDP(∆) при помощи группы I, в котором внутренний авто-
морфизм, производимый элементом i ∈ I, действует на GDP(∆) как αi (отметим, что
группа X очень похожа на прямое сплетение группы GDP(G(T )) с группой I; разни-
ца лишь в том, что в качестве базы используется не обычное, а обобщенное прямое
произведение изоморфных копий группы GDP(G(T ))). Все группы Gv (v ∈ V) при-
надлежат классу C как подгруппы группы D, и согласно сделанному предположению
среди них есть хотя бы одна неединичная. Следовательно, если граф групп G(Γ) удо-
влетворяет условию утверждения 2, то класс C содержит непериодическую группу
и потому группы Z, I и X не имеют кручения.

Для каждого ребра e ∈ E \ ET определим функцию ė ∈ I по правилу:

ė(e′) =

{
z, e′ = e,

1, e′ ∈ E \ (ET ∪ {e}).

Пусть также u ∈ I — функция, тождественно равная 1. Непосредственно проверя-
ется, что отображение слов в образующих группы π1(G(Γ)), действующее на обра-
зующих групп Gv (v ∈ V) как изоморфизм τu и преобразующее каждый символ te

(e ∈ E \ ET ) в элемент ė, переводит все определяющие соотношения группы π1(G(Γ))

в равенства, верные в группе X, и потому задает гомоморфизм σ : π1(G(Γ)) → X.
Ввиду доказанного выше этот гомоморфизм инъективен на всех группах Gv (v ∈ V).
Таким образом, для завершения доказательства предложения остается показать,
что X ∈ C. Воспользуемся для этого замкнутостью класса C относительно взятия
подгрупп, фактор-групп, прямых произведений, расширений и декартовых степеней.

Если G(Γ) — граф групп типа (3), то в множестве E \ET имеется в точности одно
ребро и потому I ∼= Z ∈ C. Пусть G(Γ) — граф групп типа (1). Согласно сделанному
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выше предположению H+e 6= 1 6= H−e для всех e ∈ E \ ET и, следовательно, каждому
ребру e ∈ E \ ET однозначно соответствует пара подгрупп (H+e, H−e) группы D,
т. е. подгруппа C-группы P = D×D. Значит, множество E \ ET может быть вложено
в множество всех подмножеств группы P , которое в свою очередь вкладывается
в принадлежащую классу C декартову степень Q = P cardP . Отсюда I 6 Z cardQ ∈ C
и потому снова I ∈ C.

Группа GDP(∆) представляет собой гомоморфный образ прямого произведения

R =
∏
i∈I

GDP(G(T )i),

все сомножители которого изоморфны группе GDP(G(T )). Как уже было отмечено
выше, GDP(G(T )) ∈ C, и, поскольку I ∈ C, группа R вкладывается в принадле-
жащую классу C декартову степень GDP(G(T ))card I . Значит, R ∈ C, GDP(∆) ∈ C
и X ∈ C как расширение C-группы GDP(∆) при помощи C-группы I. �

Предложение 3.4.4. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп, фактор-групп и прямых произведений конечного числа сомножите-
лей, Ctf — класс всех C-групп без кручения. Пусть также X — некоторая группа,
Y и Z — центральные подгруппы группы X, Y ∩ Z = 1 и имеется гомоморфизм σ

группы X на группу из класса C, инъективный на подгруппе Y Z. Тогда справедливы
следующие утверждения.

1. Существует гомоморфизм σ группы X/Z на группу из класса C, инъектив-
ный на подгруппе Y Z/Z.

2. Если группа X C-аппроксимируема, то и фактор-группа X/Z C-аппроксими-
руема.

3. Пусть группа Xσ не имеет кручения, подгруппа (Y Z)σ изолирована в ней.
Тогда:

а) гомоморфизм σ можно выбрать так, чтобы группа (X/Z)σ не имела кру-
чения и подгруппа (Y Z/Z)σ была изолирована в ней;

б) если группа X Ctf-аппроксимируема, то и фактор-группа X/Z Ctf-аппрок-
симируема.

Доказательство. Пусть T = ker σ. Тогда X/T ∈ C и T ∩ Y Z = 1.

1. Заметим, что если N ∈ C∗(X), то группа

(X/Z)/(NZ/Z) ∼= X/NZ ∼= (X/N)/(NZ/N)

принадлежит классу C как фактор-группа C-группы X/N . В частности, справед-
ливо включение (X/Z)/(TZ/Z) ∈ C. Из соотношения T ∩ Y Z = 1 следует, что
TZ/Z ∩ Y Z/Z = 1. Поэтому естественный гомоморфизм группы X/Z на фактор-
группу (X/Z)/(TZ/Z) является искомым.

2. Пусть x ∈ X и xZ 6= 1. Если подгруппа N ∈ C∗(X) такова, что x /∈ NZ,
то xZ /∈ NZ/Z и (X/Z)/(NZ/Z) ∈ C. Поэтому остается найти подгруппу N , облада-
ющую указанным свойством.

93



Если x /∈ TZ, то подгруппа T — искомая. Пусть x = tz для некоторых t ∈ T ,
z ∈ Z. Так как xZ 6= 1, то t 6= 1 и, пользуясь C-аппроксимируемостью группы X,
можно найти подгруппуM ∈ C∗(X), не содержащую элемента t. Положим N =M ∩T .
Тогда N ∈ C∗(X) по предложению 1.3.4 и, если x = t′z′ для некоторых t′ ∈ N , z′ ∈ Z,
то из равенства T ∩ Z = 1 получаем, что t = t′ ∈ N 6 M в противоречие с выбором
подгруппы M . Следовательно, подгруппа N является искомой.

3а. Поскольку

(X/Z)σ = (X/Z)/(TZ/Z), (Y Z/Z)σ = (Y ZT/Z)/(TZ/Z),

достаточно показать, что подгруппы Y ZT и TZ изолированы в группе X. Из ра-
венств T ∩Y Z = 1 и Y ∩Z = 1 следует, что подгруппа Y ZT представляет собой пря-
мое произведение групп Y , Z и T . Так как подгруппа (Y Z)σ = Y ZT/T изолирована
в группе Xσ = X/T , то подгруппа Y ZT изолирована в группе X и изолированность
подгруппы TZ в этой группе вытекает из предложения 3.2.4.

3б. Рассуждение следует той же схеме, что и доказательство утверждения 2,
нужно лишь выбрать подгруппу N таким образом, чтобы выполнялось соотноше-
ние (X/Z)/(NZ/Z) ∈ Ctf. Поскольку группа Xσ не имеет кручения и группа X

Ctf-аппроксимируема, справедливо включение T ∈ C∗tf(X) и подгруппу M тоже мож-
но считать принадлежащей семейству C∗tf(X). Согласно предложению 1.3.4 из замк-
нутости класса Ctf относительно взятия подгрупп и прямых произведений следует,
что N = M ∩ T ∈ C∗tf(X). Ввиду соотношений

TZ/NZ ∼= T/N(T ∩ Z) = T/N

подгруппа NZ изолирована в подгруппе TZ, последняя же, как доказано выше, изо-
лирована в группе X. Таким образом,

(X/Z)/(NZ/Z) ∼= X/NZ ∈ Ctf. �

Доказательство теорем 3.3.1 и 3.3.2. Предположим сначала, что прямое про-
изведение D групп Gvσv (v ∈ V) принадлежит классу C.

Пусть Sv = ker σv (v ∈ V). Очевидно, что семейство S = {Sv | v ∈ V} является си-
стемой совместимых нормальных подгрупп и группа π1(G(Γ))ρS удовлетворяет усло-
вию предложения 3.4.3. Поэтому композиция ρS и гомоморфизма из указанного пред-
ложения оказывается искомым отображением σ. Поскольку класс Ctf также является
корневым, аппроксимируемость группы π1(G(Γ)) обеспечивается теоремой 2.2.1.

Тем самым, теорема 3.3.2 и утверждения 1 и 3а теоремы 3.3.1 доказаны полно-
стью, а утверждения 2 и 3б — при условии, что D ∈ C. Убедимся, что последние два
утверждения справедливы и в отсутствие данного предположения.

Пусть g ∈ π1(G(Γ)) \ {1} — произвольный элемент. Согласно предложению 3.4.2
существует конечный подграф Γ′ = (V ′, E ′) графа Γ такой, что граф Γ′ ∩ T является
деревом, gρR(E\E ′) ∈ π1(GR(E\E ′)(Γ

′)) \ {1}, граф групп GR(E\E ′)(Γ
′) имеет тип (1) и под-

группа π1(GR(E\E ′)(Γ
′)) служит ретрактом группы π1(GR(E\E ′)(Γ)).
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Из определения системы подгрупп R(E \E ′) = {Rv | v ∈ V} следует, что для каж-
дой вершины v ∈ V подгруппа Rv выделяется прямым множителем в группе Hv.
Поэтому в силу предложения 3.4.4, применяемого к группе X = Gv, подгруппам
Y Z = Hv, Z = Rv и гомоморфизму σ = σv,

а) существует гомоморфизм σv группы Gv/Rv на группу из класса C, инъектив-
ный на подгруппе Hv/Rv, и, если группа Gv C-аппроксимируема, то и группа Gv/Rv

является C-аппроксимируемой;
б) если группа Gvσv не имеет кручения и подгруппа Hvσv изолирована в ней,

то группа (Gv/Rv)σv и подгруппа (Hv/Rv)σv обладают теми же свойствами и из Ctf-ап-
проксимируемости группы Gv вытекает Ctf-аппроксимируемость группы Gv/Rv.

Так как граф Γ′ конечен, то прямое произведение групп (Gv/Rv)σv (v ∈ V ′)
принадлежит классу C. Следовательно, группа π1(GR(E\E ′)(Γ

′)) аппроксимируется
классом C или Ctf в силу доказанного выше. Таким образом, композиция отобра-
жения ρR(E\E ′) и ретрактирующего гомоморфизма может быть продолжена до гомо-
морфизма группы π1(G(Γ)) на C-группу, переводящего g в неединичный элемент. �

§ 3.5. Доказательства теорем 3.3.5 и 3.3.6

Предложение 3.5.1. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относи-
тельно взятия фактор-групп, и выполняется хотя бы одно из следующих условий:

1) G(Γ) — конечный граф групп типа (1) и группа Gv C-регулярна по подгруп-
пе Hv для каждой вершины v ∈ V ;

2) G(Γ) — конечный граф групп типа (2) и группа Ge(ε) C-регулярна по подгруп-
пе Hεe для всех e ∈ E , ε = ±1.

Тогда для любых u ∈ V , L ∈ C∗(Gu) существует C-допустимая система совме-
стимых нормальных подгрупп R = {Rv | v ∈ V} такая, что Ru 6 L.

Доказательство. Пусть u ∈ V и L ∈ C∗(Gu) — произвольная подгруппа. Укажем
систему совместимых нормальных подгрупп R = {Rv | v ∈ V} такую, что Ru 6 L,
Rv ∈ C∗(Gv) для всех v ∈ V и граф групп GR(Γ) имеет тот же тип, что и G(Γ). По-
скольку граф Γ конечен, в этом случае прямое произведение C-групп Gv/Rv (v ∈ V)
принадлежит классу C и согласно предложению 3.4.3 система R C-допустима.

Предположим сначала, что выполняется условие 1. Для любых e ∈ E , ε = ±1

определим подгруппу Lεe 6 Hεe следующим образом. Если ребро e не является петлей
и u = e(ε) для некоторого ε = ±1, положим

Lεe = L ∩Hεe, L−εe = Lεeϕ
−1
εe ϕ−εe.

Если e — петля и e(−1) = u = e(1), то

L+e = (L ∩H+e) ∩ (L ∩H−e)ϕ−1
−eϕ+e,

L−e = (L ∩H+e)ϕ
−1
+eϕ−e ∩ (L ∩H−e) = L+eϕ

−1
+eϕ−e.

В остальных случаях Lεe = Hεe.
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Пусть для каждой вершины v ∈ V

Mv =
∏

(e,ε)∈Θv

Lεe.

Так как L ∈ C∗(Gu), то по предложению 1.3.1 для любой пары (e, ε) ∈ Θu имеет
место включение L ∩ Hεe ∈ C∗(Hεe). Отсюда и из предложения 1.3.4 вытекает, что
Lεe ∈ C∗(Hεe) для всех (e, ε) ∈ Θu. Поскольку C — непустой класс групп, замкну-
тый относительно взятия подгрупп, ему принадлежит единичная группа и, следо-
вательно, Lεe ∈ C∗(Hεe) для всех остальных пар (e, ε). Значит, ввиду конечности
графа Γ фактор-группа Hv/Mv представляет собой прямое произведение конечного
числа C-групп Hεe/Lεe и потому Mv ∈ C∗(Hv) для всех v ∈ V .

Для каждой вершины v ∈ V , пользуясь C-регулярностью группы Gv по подгруп-
пе Hv, найдем подгруппу Rv∈C∗(Gv) такую, чтоMv=Rv∩Hv. Тогда Ru∩Hu=Mu6L

и, поскольку естественный гомоморфизм Gv → Gv/Rv продолжает естественный го-
моморфизм Hv → Hv/Mv, подгруппа HvRv/Rv представляет собой прямое произ-
ведение подгрупп HεeRv/Rv ((e, ε) ∈ Θv). Таким образом, система {Rv | v ∈ V} —
искомая.

Предположим теперь, что выполняется условие 2. Для каждой вершины v ∈ V
определим подгруппу Rv ∈ C∗(Gv), используя индукцию по длине (единственного)
пути, связывающего v с u. Положим Ru = L. Пусть v 6= u, e — инцидентное v ребро
пути из v в u, v = e(ε) (ε = ±1) и подгруппа Re(−ε) ∈ C∗(Ge(−ε)) уже определена.
Тогда

Re(−ε) ∩H−εe ∈ C∗(H−εe), (Re(−ε) ∩H−εe)ϕ−1
−εeϕεe ∈ C∗(Hεe)

и ввиду C-регулярности группы Ge(ε) = Gv по подгруппе Hεe найдется подгруппа
Rv ∈ C∗(Gv) такая, что

Rv ∩Hεe = (Re(−ε) ∩H−εe)ϕ−1
−εeϕεe.

Понятно, что система {Rv | v ∈ V} является искомой. �

Предложение 3.5.2. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп и фактор-групп, X — некоторая группа, Y и Z — центральные под-
группы группы X и Y ∩Z = 1. Пусть также группа X C-аппроксимируема и C-регу-
лярна по подгруппе Y Z, а подгруппа Y Z C-отделима в группе X. Тогда справедливы
следующие утверждения.

1. Подгруппа Z C-отделима в группе X и фактор-группа X/Z C-аппроксими-
руема.

2. Группа X/Z C-регулярна по подгруппе Y Z/Z и подгруппа Y Z/Z C-отделима
в группе X/Z.

Доказательство. 1. Пусть x ∈ X \ Z — произвольный элемент. Покажем, что
существует подгруппа N ∈ C∗(X) такая, что x /∈ ZN .

Если x /∈ Y Z, то в силу C-отделимости подгруппы Y Z найдется подгруппа
N ∈ C∗(X), удовлетворяющая условию x /∈ Y ZN . Очевидно, что тогда x /∈ ZN .
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Пусть x = yz для некоторых y ∈ Y , z ∈ Z. Поскольку x /∈ Z, элемент y отличен
от 1 и ввиду C-аппроксимируемости группы X не принадлежит некоторой подгруп-
пе L ∈ C∗(X). Из условия Y ∩ Z = 1 следует, что тогда yz /∈ (L ∩ Y )Z. Так как

Y Z/(L ∩ Y )Z ∼= Y/L ∩ Y ∼= Y L/L 6 X/L

и класс C замкнут относительно взятия подгрупп, то (L ∩ Y )Z ∈ C∗(Y Z). Поэтому
ввиду C-регулярности группы X по подгруппе Y Z найдется подгруппа N ∈ C∗(X)

такая, что N ∩ Y Z = (L ∩ Y )Z. Тогда yz /∈ N и Z 6 N , откуда x = yz /∈ ZN .
Таким образом, подгруппа Z C-отделима в группе X и по предложению 1.3.2

фактор-группа X/Z C-аппроксимируема.

2. ПустьM/Z ∈ C∗(Y Z/Z) — произвольная подгруппа. ТогдаM ∈ C∗(Y Z) и в си-
лу C-регулярности группы X по подгруппе Y Z найдется подгруппа N ∈ C∗(X) такая,
что N ∩ Y Z = M . Отсюда легко следует, что N/Z ∈ C∗(X/Z) и N/Z ∩ Y Z/Z = M/Z.
Таким образом, группаX/Z C-регулярна по подгруппе Y Z/Z. Остается заметить, что
согласно предложению 1.3.2 C-отделимость подгруппы Y Z в группе X равносильна
C-аппроксимируемости группыX/Y Z ∼= (X/Z)/(Y Z/Z), которая в свою очередь рав-
носильна C-отделимости подгруппы Y Z/Z в группе X/Z. �

Доказательство теоремы 3.3.6 сводится к использованию теорем 2.3.1, 2.7.1
и предложений 2.4.1, 3.5.1. �

Доказательство теоремы 3.3.5. Согласно предложению 3.4.2 для заданного
элемента g ∈ π1(G(Γ)\{1} найдется конечный подграф Γ′ = (V ′, E ′) графа Γ такой, что
граф Γ′∩T является деревом, gρR(E\E ′) ∈ π1(GR(E\E ′)(Γ

′))\{1}, граф групп GR(E\E ′)(Γ
′)

имеет тип (1) и подгруппа π1(GR(E\E ′)(Γ
′)) служит ретрактом группы π1(GR(E\E ′)(Γ)).

Из определения системы R(E \E ′) = {Rv | v ∈ V} вытекает, что для каждой вершины
v ∈ V подгруппа Rv выделяется в группе Hv прямым множителем, а группа Hv/Rv

представляет собой прямое произведение подгрупп HεeRv/Rv ((e, ε) ∈ Θv). Поэтому
согласно предложению 3.5.2 группа Gv/Rv C-аппроксимируема и C-регулярна по под-
группе Hv/Rv, а подгруппа Hv/Rv C-отделима в группе Gv/Rv. Перечисленные свой-
ства в силу того же предложения 3.5.2 влекут за собой C-отделимость в группе Gv/Rv

всех прямых множителей HεeRv/Rv ((e, ε) ∈ Θv) подгруппы Hv/Rv. Таким образом,
группа π1(GR(E\E ′)(Γ

′)) удовлетворяет условиям теоремы 3.3.6 и потому C-аппрокси-
мируема. Отсюда следует, что композиция отображения ρR(E\E ′) и ретрактирующего
гомоморфизма может быть продолжена до гомоморфизма группы π1(G(Γ)) на груп-
пу из класса C, переводящего g в неединичный элемент. �
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Глава 4. Аппроксимируемость HNN-расширений
с центральными связанными подгруппами

§ 4.1. Формулировка результатов

В [78,169,170] С. Андреадакис, Е. Раптис и Д. Варсос указали критерии финит-
ной и нильпотентной аппроксимируемости HNN-расширения конечно порожденной
абелевой группы и установили, что такое расширение аппроксимируется разрешимы-
ми группами. Д. И. Молдаванский [47,48] существенным образом усилил некоторые
из этих результатов, обобщив их на случай HNN-расширения с центральными свя-
занными подгруппами. Для изучения C-аппроксимируемости таких HNN-расшире-
ний он предложил оригинальный подход, названный им методом спуска и подъема
совместимых подгрупп. В [47,48] этот метод применяется в предположении, что C —
класс всех конечных групп или всех конечных p-групп, где p — простое число. Ос-
новной целью данной главы является обобщение полученных в указанных работах
результатов на случай, когда C — произвольный корневой класс групп, замкнутый
относительно взятия фактор-групп.

Набор (X, Y, Z, ψ) будем называть HNN-кортежем, если X — некоторая груп-
па, Y и Z — изоморфные подгруппы группы X и ψ : Y → Z — изоморфизм. Если
(X, Y, Z, ψ) — HNN-кортеж, то через HNN(X, Y, Z, ψ) будем обозначать HNN-расши-
рение 〈

X, t; t−1Y t = Z, ψ
〉
.

До конца данного параграфа будем считать, что (G,H,K, ϕ) — HNN-кортеж,
подгруппы H и K лежат в центре группы G и G = HNN(G,H,K, ϕ). Положим

K0 = G, H1 = H, K1 = K

и, если подгруппы Hi и Ki уже определены, то

Hi+1 = Hi ∩Ki, Ki+1 = Hi+1ϕ.

Для упрощения обозначений ограничение изоморфизма ϕ на Hi (i > 1) или какую-
либо другую подгруппу всюду далее будем обозначать просто символом ϕ.

Поскольку для любого i > 0 набор (Ki, Hi+1, Ki+1, ϕ) является HNN-кортежем,
определена группа Ki = HNN(Ki, Hi+1, Ki+1, ϕ). Очевидно, что если для некоторого
n > 1 имеет место равенство Hn = Kn, то Hn+1 = Kn = Kn+1 и потому группа Kn

представляет собой расщепляемое расширение группы Kn при помощи бесконеч-
ной циклической группы 〈t〉. Легко видеть также, что ограничение изоморфизма ϕ
на подгруппу Hn оказывается автоморфизмом последней и подгруппа E = sgp{Hn, t}
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группы G является расщепляемым расширением группы Hn при помощи подгруп-
пы 〈t〉, изоморфным Kn.

Суть метода спуска и подъема совместимых подгрупп состоит в доказательстве
того, что при определенных условиях для каждого i > 0 C-аппроксимируемость груп-
пы G равносильна C-аппроксимируемости группы Ki. Если Hn = Kn для некоторого
n > 1, это позволяет свести вопрос о C-аппроксимируемости группы G к, вообще
говоря, более простой задаче отыскания условий C-аппроксимируемости расщепляе-
мого расширения Kn. Два критерия аппроксимируемости расщепляемых расширений
корневыми классами групп приводятся в конце параграфа 4.3.

Отметим, что равенство Hn = Kn может не иметь места ни для какого n > 0.
Чтобы добиться его выполнения, в приводимых далее теоремах 4.1.1 и 4.1.3 на груп-
пу G накладывается более слабое условие: Hn = Hn+1 для некоторого n > 1. Ряд
ситуаций, в которых последнее соотношение обязательно выполняется, описывается
следствиями 4.1.4, 4.1.5, а также предложением 6.4.6.

Теорема 4.1.1. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только из пе-
риодических групп и замкнутый относительно взятия фактор-групп, группа G

C-аппроксимируема, H 6= G 6= K и для некоторого n > 1 имеет место равенство
Hn = Hn+1. Пусть также для любого i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} группа Ki C-регулярна
по подгруппе Hi+1Ki+1 и P(C)′-изолятор P(C)′-Is(Ki, Hi+1Ki+1) C-отделим в груп-
пе Ki. Группа G C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда

1) Hn = Kn;
2) подгруппа E = sgp{Hn, t} C-аппроксимируема;
3) подгруппы H и K P(C)′-изолированы в группе G.

Теорема 4.1.2. Пусть C — корневой класс групп, содержащий непериодические
группы и замкнутый относительно взятия фактор-групп, группа G C-аппроксими-
руема и для некоторого n > 0 существует подгруппа Q ∈ C∗(Kn), удовлетворяющая
хотя бы одному из следующих условий:

(α) Hn+1 ∩Q = 1 = Kn+1 ∩Q,
(β) Q 6 Hn+1 ∩Kn+1 и Qϕ = Q.

Пусть также для любого i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} группа Ki C-регулярна по подгруп-
пе Hi+1Ki+1 и подгруппа Hi+1Ki+1 C-отделима в группе Ki. Тогда группа G C-ап-
проксимируема.

Для того, чтобы иметь возможность свести изучение вопроса об аппроксими-
руемости HNN-расширения Ki к рассмотрению HNN-расширения Ki+1 и наоборот,
в формулировках теорем 4.1.1 и 4.1.2 на подгруппы группы G приходится накла-
дывать ограничения, связанные с отделимостью и регулярностью. Ряд результатов,
касающихся данных свойств, и опирающиеся на эти результаты следствия приведен-
ных утверждений будут доказаны в главе 6. Еще одним частным случаем теорем 4.1.1
и 4.1.2, в котором также удается избавиться от условий отделимости и регулярно-
сти, является
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Теорема 4.1.3. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относитель-
но взятия фактор-групп, группа G C-аппроксимируема и существует подгруппа
Q ∈ C∗(G), удовлетворяющая хотя бы одному из следующих условий:

(α) H ∩Q = 1 = K ∩Q,
(β) Q 6 H ∩K и Qϕ = Q.
I. Если класс C содержит непериодические группы, то группа G C-аппрокси-

мируема.
II. Если класс C состоит только из периодических групп, H 6=G 6=K и для неко-

торого n > 1 имеет место равенство Hn = Hn+1, то группа G C-аппроксимируема
тогда и только тогда, когда

1) Hn = Kn;
2) подгруппа E = sgp{Hn, t} C-аппроксимируема.

Следствие 4.1.4. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относительно
взятия фактор-групп, группа G C-аппроксимируема, подгруппы H и K конечны.
Тогда Hn = Kn для некоторого n > 1 и справедливы следующие утверждения.

I. Если класс C содержит непериодические группы, то группа G C-аппрокси-
мируема.

II. Если класс C состоит только из периодических групп, то группа G C-ап-
проксимируема тогда и только тогда, когда порядок автоморфизма ϕ группы Hn

является P(C)-числом.

Следствие 4.1.5. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относитель-
но взятия фактор-групп, подгруппы H и K имеют конечный индекс в группе G
и H 6= G 6= K.

I. Если класс C содержит непериодические группы, то группа G C-аппрокси-
мируема тогда и только тогда, когда группа G C-аппроксимируема и существует
подгруппа Q ∈ C∗(G), удовлетворяющая условиям Q 6 H ∩K и Qϕ = Q.

II. Если класс C состоит только из конечных групп, то группа G C-аппрокси-
мируема тогда и только тогда, когда

1) G/H ∈ C и G/K ∈ C;
2) Hn = Kn для некоторого n > 1;
3) подгруппа E = sgp{Hn, t} C-аппроксимируема.

Отметим, что теорема 4.1.3 обобщает теорему 1.1 из [169], а следствие 4.1.5 —
основную теорему из [78] (в части, касающейся ненисходящих HNN-расширений),
однако, указанные результаты из [78,169] имеют более простые формулировки, бла-
годаря дополнительным ограничениям, накладываемым в них на базовую группу
и связанные подгруппы.

В некоторых случаях полностью исследовать аппроксимируемость HNN-расши-
рения удается без использования метода спуска и подъема совместимых подгрупп.
Здесь это будет проделано при условии, что связанные подгруппы H и K являются
циклическими.
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Если H и K — конечные циклические группы и L = H ∩K, то, поскольку в ко-
нечной циклической группе есть только одна подгруппа заданного порядка, имеет
место равенство Lϕ = L. Таким образом, ограничение изоморфизма ϕ на подгруп-
пу L оказывается ее автоморфизмом. Следующая теорема является частным случаем
следствия 4.1.4, однако в § 4.4 будет дано независимое ее доказательство, представ-
ляющее самостоятельный интерес.

Теорема 4.1.6. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относительно
взятия фактор-групп, группа G C-аппроксимируема, подгруппы H и K являются
конечными циклическими, L = H ∩K и Φ — циклическая подгруппа группы AutL,
порожденная ограничением изоморфизма ϕ на подгруппу L. Группа G C-аппрокси-
мируема тогда и только тогда, когда Φ ∈ C. В частности, если класс C содержит
хотя бы одну непериодическую группу, то группа G C-аппроксимируема.

Далее будем считать, что подгруппы H и K бесконечны. Если G — бесконечная
циклическая группа, то критерий C-аппроксимируемости HNN-расширения G изве-
стен (см. теорему 5.2.1). Поэтому ниже предполагается, что группа G не является
циклической и, в частности, не совпадает ни с одной из связанных подгрупп H и K.

Если C — корневой класс групп, замкнутый относительно взятия фактор-групп,
и группа G обладает гомоморфизмом на C-группу, действующим инъективно на под-
группах H и K, то класс C содержит непериодические группы и в силу теоре-
мы 3.3.2 из C-аппроксимируемости группы G следует C-аппроксимируемость HNN-
расширения G. В случае, когда гомоморфизма группы G с указанными свойствами
не существует, критерий аппроксимируемости группы G дают две приводимые да-
лее теоремы.

Теорема 4.1.7. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относительно
взятия фактор-групп, группа G C-аппроксимируема, подгруппы H и K являются
бесконечными циклическими, H 6= G 6= K и не существует гомоморфизма груп-
пы G на группу из класса C, инъективного на подгруппах H и K. Если H ∩K 6= 1,
то группа G C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда

1) фактор-группы H/H ∩K и K/H ∩K имеют одинаковые порядки;
2) подгруппы H и K C-отделимы в группе G;
3) класс C содержит группу порядка 2, если только подгруппа H∩K не лежит

в центре группы G.

Теорема 4.1.8. Пусть выполняются условия теоремы 4.1.7, H ∩K = 1 и

Ω =
{
N ∈ C∗(G) | ∃n > 1 N ∩HK = (HK)n

}
.

Группа G C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда подгруппы H и K отде-
лимы семейством Ω, т. е. ⋂

N∈Ω

HN = H,
⋂
N∈Ω

KN = K.
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Описание семейства Ω и проверка отделимости им подгрупп H и K для кон-
кретных класса C и группы G могут оказаться непростой задачей. Потребовав в до-
полнение к предположениям теоремы 4.1.8, чтобы подгруппа HK была C-отделимой
в группе G, удается доказать критерий C-аппроксимируемости группы G, справед-
ливость условий которого установить легче.

Теорема 4.1.9. Пусть выполняются условия теоремы 4.1.7 и H ∩K = 1. Ес-
ли подгруппа HK C-отделима в группе G, то группа G C-аппроксимируема тогда
и только тогда, когда среди подгрупп (HK)n (n > 1) имеется бесконечное число
C-отделимых в G.

Заметим, однако, что C-отделимость подгруппы HK, вообще говоря, не являет-
ся необходимым условием C-аппроксимируемости группы G и потому теорема 4.1.9
не может служить полной заменой теоремы 4.1.8. Подтверждением этому служит
следующий

Пример. Пусть p и q — различные простые числа, G — свободная абелева груп-
па ранга 2 с порождающими a и b, H = 〈a〉 и K = 〈abq〉. Тогда HK = sgp{a, bq}
и [G : HK] = q. Из последнего равенства и предложения 1.3.7 следует, что под-
группа HK не является отделимой в группе G классом Fp всех конечных p-групп.
Покажем, что группа G, тем не менее, оказывается Fp-аппроксимируемой.

В самом деле, если r > 1, то

G/Gpr ∼= Zpr × Zpr ∈ Fp.

Ввиду взаимной простоты чисел p и q из включения axbqy ∈ Gpr для некоторых
x, y ∈ Z вытекает, что pr | x и pr | y. Поэтому axbqy ∈ (HK)p

r и, следовательно,

Gpr ∩HK = (HK)p
r

.

Таким образом, подгруппа Gpr принадлежит семейству

Ω =
{
N ∈ F∗p (G) | ∃n > 1 N ∩HK = (HK)n

}
.

Пусть теперь aibj — произвольный элемент группы G и число r таково, что

pr > q|i|+ |j|.

Если aibj ∈ HGpr , то pr | j и, следовательно, j = 0 в силу выбора числа r. Стало
быть, aibj ∈ H. Если же aibj ∈ KGpr , то для некоторого x ∈ Z имеют место сравнения

i ≡ x (mod pr), j ≡ qx (mod pr).

Отсюда
j ≡ qi (mod pr),

и снова в силу выбора числа r получаем, что j = qi и aibj ∈ K. Таким образом,
подгруппы H и K отделимы семейством Ω и группа G аппроксимируется классом Fp
по теореме 4.1.8.
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§ 4.2. Обобщенные прямые произведения групп, ассоциированные
с простыми циклами

Цель настоящего параграфа состоит в отыскании условий существования неко-
торых обобщенных прямых произведений, ассоциированных с простыми циклами.

Пусть (X, Y, Z, ψ) — HNN-кортеж и Γ — простой цикл длины n > 3 с множеством
вершин V = Zn и множеством ребер

E =
{
{i− 1, i} | i ∈ Zn

}
.

Пусть также для каждого i ∈ Zn Xi — изоморфная копия группы X и σi : X → Xi —
изоморфизм. Сопоставим вершине i ∈ Zn группу Xi, ребру e = {i−1, i} ∈ E группу Y
и гомоморфизмы ϕe,i−1 = σi−1|Y , ϕe,i = ψσi|Z (здесь и далее все индексы рассматри-
ваются по модулю n). Полученный в результате граф групп будем обозначать через
Gn(X, Y, Z, ψ).

Число n > 3 будем называть допустимым для HNN-кортежа (X, Y, Z, ψ) с за-
пасом r (0 6 r 6 n− 2), если выполняются следующие условия:

(E.1) для каждой вершины i ∈ Zn тождественное отображение образующих
группы Xi в группу GDP(Gn(X, Y, Z, ψ)) продолжаемо до инъективного гомомор-
физма;

(E.3) для любых чисел s ∈ {0, 1, . . . , r}, q ∈ Zn и элементов

xq ∈ Xq, xq+1 ∈ Xq+1, . . . , xq+s+1 ∈ Xq+s+1

из равенства xqxq+1 . . . xq+s+1 = 1 следует, что xq ∈ Y σq и xq+s+1 ∈ Zσq+s+1.

Отметим, что если число n допустимо для кортежа (X, Y, Z, ψ) с некоторым запа-
сом r ∈ {0, . . . , n−2}, то обобщенное прямое произведение, ассоциированное с графом
групп Gn(X, Y, Z, ψ), существует. В самом деле, для каждого ребра e = {i− 1, i} ∈ E ,
если x ∈ Xi−1 ∩Xi, xi−1 = x и xi = x−1, то xi−1xi = 1 и в силу допустимости

xi−1 ∈ Y σi−1 = Y ϕe,i−1, xi ∈ Zσi = Y ϕe,i.

Таким образом, Xi−1 ∩Xi 6 Y ϕe,i−1 ∩ Y ϕe,i и потому Y ϕe,i−1 = Xi−1 ∩Xi = Y ϕe,i.

Предложение 4.2.1. Пусть (G,H,K, ϕ) — HNN-кортеж, подгруппы H и K

лежат в центре группы G, L = H ∩K и M = Lϕ. Число n > 3 является допусти-
мым для кортежа (G,H,K, ϕ) с запасом r 6 n− 3 тогда и только тогда, когда оно
является допустимым для кортежа (K,L,M,ϕ) с запасом r + 1.

Доказательство. Пусть для каждого i ∈ Zn Gi — изоморфная копия группы G

и σi : G→ Gi — изоморфизм. Положим

Hi = Hσi, Ki = Kσi, Li = Lσi, Mi = Mσi,

ϕi =
(
σi−1|Hi−1

)−1 ϕ
(
σi|K

)
(в параграфе 4.1 символы Hi и Ki соответствовали другим подгруппам; введенные
только что обозначения действуют лишь до конца настоящего доказательства). То-
гда отображение ϕi представляет собой изоморфизм подгруппы Hi−1 на подгруп-
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пу Ki, а его ограничение на Li−1 — изоморфизм подгрупп Li−1 и Mi. Отметим,
что если группа GDP(Gn(G,H,K, ϕ)) удовлетворяет условию (E.1), то подгруппы Hi

и Ki (i ∈ Zn) можно считать содержащимися в ней и из соотношений hσi−1 = hϕσi

(i ∈ Zn, h ∈ H) вытекает, что в группе GDP(Gn(G,H,K, ϕ)) справедливы равенства
hϕi = h (i ∈ Zn, h ∈ Hi−1). Аналогично, если группа GDP(Gn(K,L,M,ϕ)) удовлетво-
ряет условию (E.1), то в ней выполняются равенства hϕi = h (i ∈ Zn, h ∈ Li−1).

Достаточность. Зафиксируем число i ∈ Zn и определим отображение θi под-
группыKiHi группы Gi в подгруппуKiKi+1 группы GDP(Gn(K,L,M,ϕ)) следующим
образом: если h ∈ Hi и k ∈ Ki, то (kh)θi = k(hϕi+1). Покажем, что это отображение
задано корректно и является изоморфизмом подгрупп, продолжающим тождествен-
ное отображение подгруппы Ki.

Если h1, h2 ∈ Hi, k1, k2 ∈ Ki и k1h1 = k2h2, то k
−1
2 k1 = h2h

−1
1 ∈ Hi ∩ Ki = Li

и потому в группе GDP(Gn(K,L,M,ϕ)) имеет место равенство (h2h
−1
1 )ϕi+1 = h2h

−1
1 .

Отсюда

(k1h1)θi = k1(h1ϕi+1) = k2(k−1
2 k1)((h1h

−1
2 )h2)ϕi+1 =

= k2(k−1
2 k1h1h

−1
2 )(h2ϕi+1) = k2(h2ϕi+1) = (k2h2)θi.

Пусть h ∈ Hi, k ∈ Ki и 1 = (kh)θi = k(hϕi+1). Так как k ∈ Ki, hϕi+1 ∈ Ki+1

и число n допустимо для кортежа (K,L,M,ϕ), то k ∈ Li и hϕi+1 ∈ Mi+1. Отсюда
h ∈ Li и 1 = k(hϕi+1) = kh, поскольку в группе GDP(Gn(K,L,M,ϕ)) имеет место
равенство hϕi+1 = h.

Таким образом, корректность определения и инъективность отображения θi до-
казаны, гомоморфность и сюръективность его очевидны.

Пусть ∆ — граф групп, представляющий собой звезду с центральной верши-
ной w и множеством листьев {vi | i ∈ Zn}, вершине vi (i ∈ Zn) сопоставлена груп-
па Gi, вершине w — группа GDP(Gn(K,L,M,ϕ)), а ребру, ведущему из w в vi —
подгруппа KiHi группы Gi и гомоморфизмы, один из которых является тождествен-
ным отображением, а другой совпадает с изоморфизмом θi. Из определений отоб-
ражений θi и ϕi (i ∈ Zn) следует, что для всех i ∈ Zn, h ∈ H в группе GDP(∆)

справедливы равенства

hσi−1 = (hσi−1)θi−1 = (hσi−1)ϕi = hϕσi.

Поэтому тождественное отображение образующих группыGDP(Gn(G,H,K,ϕ)) в груп-
пу GDP(∆) задает гомоморфизм, который мы обозначим через λ. Пусть i ∈ Zn —
произвольное число, αi : Gi → GDP(∆) и βi : Gi → GDP(Gn(G,H,K, ϕ)) — гомомор-
физмы, определяемые тождественными отображениями образующих группы Gi. Так
как диаграмма

Gi
βi−−−→ GDP(Gn(G,H,K, ϕ))∥∥∥ yλ

Gi
αi−−−→ GDP(∆)
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коммутативна и гомоморфизм αi согласно теореме 3.2.1 инъективен, то гомомор-
физм βi также инъективен и, стало быть, группа GDP(Gn(G,H,K, ϕ)) удовлетворяет
условию (E.1). Проверим выполнение условия (E.3).

Пусть числа q ∈ Zn, s ∈ {0, 1, . . . , r} и элементы

gq ∈ Gq, gq+1 ∈ Gq+1, . . . , gq+s+1 ∈ Gq+s+1

таковы, что в группе GDP(Gn(G,H,K, ϕ)) справедливо равенство gqgq+1 . . . gq+s+1 = 1.
Тогда согласно определению гомоморфизма λ это равенство выполняется и в груп-
пе GDP(∆).

Пусть j ∈ {0, 1, . . . , s + 1} и граф групп ∆ − vq+j получается из ∆ удалением
вершины vq+j и ведущего в нее ребра. Тогда группа GDP(∆) представляет собой
обобщенное прямое произведение Pj групп GDP(∆ − vq+j) и Gq+j с объединенными
подгруппами Kq+jKq+j+1 и Kq+jHq+j. В силу теоремы 3.2.1 в группе Pj выполняется
равенство

GDP(∆− vq+j) ∩Gq+j = Kq+jHq+j.

Из соотношения r 6 n− 3 следует, что s+ 2 < n и потому

g−1
q+j−1g

−1
q+j−2 . . . g

−1
q g−1

q+s+1 . . . g
−1
q+j+2g

−1
q+j+1 ∈ GDP(∆− vq+j),

gq+j = g−1
q+j−1g

−1
q+j−2 . . . g

−1
q g−1

q+s+1 . . . g
−1
q+j+2g

−1
q+j+1 ∈ GDP(∆− vq+j) ∩Gq+j.

Значит, gq+j ∈ Kq+jHq+j.
Для каждого j ∈ {0, 1, . . . , s + 1} запишем элемент gq+j в виде gq+j = kq+jhq+j,

где hq+j ∈ Hq+j, kq+j ∈ Kq+j. Так как группа GDP(Gn(G,H,K, ϕ)) удовлетворяет
условию (E.1), то в ней имеют место соотношения

hq+j = hq+jϕq+j+1 ∈ Kq+j+1 (0 6 j 6 s+ 1)

и потому

kq ∈ Kq, hqkq+1 ∈ Kq+1, . . . , hq+skq+s+1 ∈ Kq+s+1, hq+s+1 ∈ Kq+s+2.

Как уже было отмечено выше, равенство gqgq+1 . . . gq+s+1 = 1 справедливо в груп-
пе GDP(∆). Перепишем его в виде

kq(hqkq+1) . . . (hq+skq+s+1)hq+s+1 = 1.

Так как согласно теореме 3.2.1 группа GDP(Gn(K,L,M,ϕ)) вкладывается в груп-
пу GDP(∆) посредством тождественного отображения образующих, то последнее со-
отношение выполняется в группе GDP(Gn(K,L,M,ϕ)) и из допустимости числа n

для кортежа (K,L,M,ϕ) с запасом r + 1 следует, что kq ∈ Lq и hq+s+1 ∈Mq+s+2. От-
сюда

gq = kqhq ∈ Hq, hq+s+1ϕ
−1
q+s+2 ∈ Lq+s+1 6 Kq+s+1

и

gq+s+1 = kq+s+1hq+s+1 = kq+s+1(hq+s+1ϕ
−1
q+s+2) ∈ Kq+s+1,

что и требовалось.
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Необходимость. Легко видеть, что отображение слов, действующее на образу-
ющих групп Ki (i ∈ Zn) так же, как естественные вложения ιi : Ki → Gi (i ∈ Zn),
переводит все определяющие соотношения группы GDP(Gn(K,L,M,ϕ)) в равенства,
верные в группе GDP(Gn(G,H,K, ϕ)), и потому задает гомоморфизм µ первой во вто-
рую. Пусть βi : Gi → GDP(Gn(G,H,K, ϕ)) и γi : Ki → GDP(Gn(K,L,M,ϕ)) — гомо-
морфизмы, определяемые тождественными отображениями образующих групп Gi

и Ki (i ∈ Zn). Тогда для каждого i ∈ Zn диаграмма

Ki
γi−−−→ GDP(Gn(K,L,M,ϕ))yιi yµ

Gi
βi−−−→ GDP(Gn(G,H,K, ϕ))

коммутативна и из инъективности гомоморфизмов βi (i ∈ Zn) следует инъективность
гомоморфизмов γi (i ∈ Zn). Таким образом, группа GDP(Gn(K,L,M,ϕ)) удовлетво-
ряет условию (E.1).

Пусть числа q ∈ Zn, s ∈ {0, 1, . . . , r + 1} и элементы

kq ∈ Kq, kq+1 ∈ Kq+1, . . . , kq+s+1 ∈ Kq+s+1

таковы, что kqkq+1 . . . kq+s+1 = 1. Из определения гомоморфизма µ следует, что ра-
венство kqkq+1 . . . kq+s+1 = 1 имеет место и в группе GDP(Gn(G,H,K, ϕ)). Так как
для кортежа (G,H,K, ϕ) число n является допустимым с запасом r и справедливы
включения

kq ∈ Gq, . . . , kq+s−1 ∈ Gq+s−1, kq+skq+s+1 = kq+s(kq+s+1ϕ
−1
q+s+1) ∈ Gq+s,

то

kq ∈ Hq, kq+s(kq+s+1ϕ
−1
q+s+1) ∈ Kq+s.

Отсюда

kq ∈ Hq ∩Kq = Lq, kq+s+1ϕ
−1
q+s+1 ∈ Kq+s.

Из последнего соотношения вытекает, что

kq+s+1ϕ
−1
q+s+1 ∈ Hq+s ∩Kq+s = Lq+s

и потому kq+s+1 ∈Mq+s+1, как и требовалось. �

Предложение 4.2.2. Пусть (G,H,K, ϕ) — HNN-кортеж, G — абелева груп-
па, H = G = K и порядок q автоморфизма ϕ конечен. Тогда каждое кратное q
число n > 3 является допустимым для кортежа (G,H,K, ϕ) с любым запасом
r ∈ {0, 1, . . . , n− 2}.

Доказательство. Пусть снова для каждого i ∈ Zn Gi — изоморфная копия груп-
пы G и σi : G → Gi — изоморфизм. Пусть также ∆ — граф групп, представляющий
собой звезду с центральной вершиной w и множеством листьев {vi | i ∈ Zn}, вер-
шине w сопоставлена группа G, вершине vi (i ∈ Zn) — группа Gi, ребру, ведущему
из w в vi — группа G и гомоморфизмы, один из которых является тождественным
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отображением, а другой совпадает с изоморфизмом ϕiσi. Поскольку q | n, из соотно-
шения x ≡ y (mod n) следует, что ϕx = ϕy и обозначение ϕi корректно.

Согласно определению графа групп ∆ для любых i ∈ Zn, g′ ∈ G в группе GDP(∆)

выполняется равенство g′ = g′ϕiσi, откуда gσi−1 = gϕ−(i−1) = gϕσi для всех i ∈ Zn,
g ∈ G. Значит, тождественное отображение образующих группы GDP(Gn(G,H,K, ϕ))

в группу GDP(∆) продолжаемо до гомоморфизма

λ : GDP(Gn(G,H,K, ϕ))→ GDP(∆).

Пусть αi : Gi → GDP(∆) и βi : Gi → GDP(Gn(G,H,K, ϕ)) — гомоморфизмы,
определяемые тождественными отображениями образующих группы Gi (i ∈ Zn).
Тогда для каждого i ∈ Zn диаграмма

Gi
βi−−−→ GDP(Gn(G,H,K, ϕ))∥∥∥ yλ

Gi
αi−−−→ GDP(∆)

коммутативна. Так как согласно теореме 3.2.1 гомоморфизмы αi (i ∈ Zn) инъектив-
ны, то гомоморфизмы βi (i ∈ Zn) тоже являются инъективными и это означает, что
группа GDP(Gn(G,H,K, ϕ)) удовлетворяет условию (E.1). Поскольку H = G = K,
условие (E.3) выполняется тривиальным образом. �

Предложение 4.2.3. Пусть число n > 3 является допустимым для HNN-кор-
тежа (G,H,K, ϕ) с запасом r ∈ {0, 1, . . . , n−2} и Zn — циклическая группа поряд-
ка n с порождающим z. Пусть также C — класс групп, замкнутый относительно
взятия фактор-групп и расширений. Если G ∈ C и Zn ∈ C, то существует гомомор-
физм группы G = HNN(G,H,K, ϕ) на группу из класса C, действующий инъективно
на подгруппе G.

Доказательство. Пусть Gi и σi (i ∈ Zn) определены, как и выше. Тогда группа
P = GDP(Gn(G,H,K, ϕ)) имеет представление〈

Gi (i ∈ Zn); [Gi, Gj] = 1 (i, j ∈ Zn, i 6= j), Hσi−1 = Kσi (i ∈ Zn)
〉
,

из которого видно, что отображение, продолжающее изоморфизмы σ−1
i σi−1:Gi→Gi−1,

определяет автоморфизм α этой группы. Очевидно, что порядок данного автомор-
физма делит n и потому существует расщепляемое расширение Q группы P при по-
мощи группы Zn такое, что ẑ |P = α. Поскольку G ∈ C, группа P представляет собой
фактор-группу прямого произведения n C-групп. Отсюда и из замкнутости класса C
относительно взятия фактор-групп и расширений следует, что P ∈ C и Q ∈ C.

Легко видеть, что отображение ρ:G→Q, продолжающее гомоморфизм σ0:G→G0

и переводящее t в z, преобразует все определяющие соотношения группы G в равен-
ства, верные в группе Q, и потому является гомоморфизмом. Поскольку ziG0z

−i = Gi

(i ∈ Zn), этот гомоморфизм сюръективен. Остается заметить, что ввиду допустимо-
сти числа n гомоморфизм ρ инъективен на подгруппе G и, следовательно, является
искомым отображением. �
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§ 4.3. Совместимые подгруппы и условия аппроксимируемости
HNN-расширений

До конца данного параграфа будем считать, что (G,H,K, ϕ) — HNN-кортеж
и G = HNN(G,H,K, ϕ). Напомним, что подгруппа R 6 G называется (H,K,ϕ)-сов-
местимой, если (R ∩ H)ϕ = R ∩ K. Понятно, что если R — нормальная (H,K,ϕ)-
совместимая подгруппа группы G, то множество {R} оказывается системой совме-
стимых нормальных подгрупп в группе G. Поэтому наряду с кортежем (G,H,K, ϕ)

определен HNN-кортеж
(G/R, HR/R, KR/R, ϕR),

где ϕR : HR/R → KR/R — изоморфизм, переводящий смежный класс hR (h ∈ H)

в элемент (hϕ)R. Гомоморфизм ρ{R} в данном случае для простоты будем обозначать
через ρR.

Пусть для каждого класса групп C
– C∗(G,H,K, ϕ) — семейство всех (H,K,ϕ)-совместимых подгрупп из C∗(G);
– C∗r (G,H,K, ϕ) (r>0) — подмножество семейства C∗(G,H,K,ϕ), определенное сле-

дующим образом: подгруппа N ∈ C∗(G,H,K, ϕ) принадлежит семейству C∗r (G,H,K, ϕ)

тогда и только тогда, когда существует число n > max{3, r + 2}, являющееся допу-
стимым с запасом r для HNN-кортежа

(G/N, HN/N, KN/N, ϕN)

и такое, что класс C содержит циклическую группу порядка n;
– C∗∩(G,H,K, ϕ) =

{
U ∩G | U ∈ C∗(G)

}
.

Предложение 4.3.1. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп и прямых произведений конечного числа сомножителей. Тогда семей-
ства C∗(G,H,K, ϕ) и C∗∩(G,H,K, ϕ) замкнуты относительно конечных пересечений.

Доказательство. Очевидные индуктивные соображения позволяют ограничить-
ся рассмотрением пересечения двух подгрупп.

Пусть N1, N2 ∈ C∗(G,H,K, ϕ) и N = N1 ∩N2. Тогда N ∈ C∗(G) согласно предло-
жению 1.3.4 и в силу инъективности отображения ϕ

(N ∩H)ϕ =
(
(N1 ∩H) ∩ (N2 ∩H)

)
ϕ = (N1 ∩H)ϕ ∩ (N2 ∩H)ϕ =

= (N1 ∩K) ∩ (N2 ∩K) = N ∩K.

Поэтому N ∈ C∗(G,H,K, ϕ).
Пусть N1, N2 ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ) и U1, U2 ∈ C∗(G) — подгруппы, удовлетворяющие

соотношениям N1 = U1∩G, N2 = U2∩G. Если N = N1∩N2 и U = U1∩U2, то N = U∩G
и, снова по предложению 1.3.4, U ∈ C∗(G). Таким образом, N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ). �

Предложение 4.3.2. Пусть C — некоторый класс групп. Тогда справедливы
следующие утверждения.

1. Если класс C замкнут относительно взятия подгрупп, то C∗∩(G,H,K, ϕ) ⊆
C∗(G,H,K, ϕ).
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2. Если C — корневой класс групп, замкнутый относительно взятия фактор-
групп и содержащий непериодические группы, подгруппы H и K лежат в центре
группы G, то C∗(G,H,K, ϕ) ⊆ C∗∩(G,H,K, ϕ).

3. Если класс C замкнут относительно взятия фактор-групп и расширений,
то C∗r (G,H,K, ϕ) ⊆ C∗∩(G,H,K, ϕ) для любого r > 0.

Доказательство. 1. Пусть N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ) и подгруппа U ∈ C∗(G) такова,
что N = U ∩G. Тогда подгруппа N принадлежит семейству C∗(G) ввиду предложе-
ния 1.3.1 и (H,K,ϕ)-совместима согласно предложению 1.2.6.

2. Пусть N ∈ C∗(G,H,K, ϕ). Так как G/N ∈ C в силу определения семейства
C∗(G,H,K, ϕ), то по теореме 3.3.2 найдется гомоморфизм σ группы

HNN(G/N, HN/N, KN/N, ϕN)

на группу из класса C, продолжающий тождественное отображение группы G/N .
Отсюда ввиду предложения 1.2.6 следует существование подгруппы U ∈ C∗(G) такой,
что U ∩G = N . Значит, N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ).

3. Если N ∈ C∗r (G,H,K, ϕ), то в силу предложения 4.2.3 существует гомомор-
физм группы

HNN(G/N, HN/N, KN/N, ϕN)

на группу из класса C, действующий инъективно на подгруппе G/N , и снова можно
воспользоваться предложением 1.2.6. �

Предложение 4.3.3. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только
из периодических групп и замкнутый относительно взятия фактор-групп. Пусть
также G — абелева группа, H = G = K и N — некоторая подгруппа группы G. То-
гда следующие утверждения равносильны.

1. N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ).
2. N ∈ C∗r (G,H,K, ϕ) для любого r > 0.
3. Nϕ = N , G/N ∈ C и порядок автоморфизма ϕN группы G/N , индуцирован-

ного автоморфизмом ϕ, конечен и является P(C)-числом.

Доказательство. 1⇒ 3. В силу предложения 4.3.2 N ∈ C∗(G,H,K, ϕ). Отсюда
следует, что G/N ∈ C и, так как H = G = K, то

Nϕ = (N ∩H)ϕ = N ∩K = N.

Поскольку N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ), существует подгруппа U ∈ C∗(G), удовлетворя-
ющая условию N = U ∩ G. Так как G/U ∈ C и класс C состоит только из периоди-
ческих групп, то порядок n элемента t по модулю подгруппы U конечен и является
P(C)-числом. Поскольку N = U ∩ G, отображение γ : G/N → G/U , переводящее
смежный класс gN в элемент gU , корректно определено и представляет собой инъ-
ективный гомоморфизм. При этом для любого g ∈ G имеют место равенства

(gN)ϕnN = (gϕn)N = (gN)γ(t̂nU)γ−1 = gN.
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Отсюда вытекает, что порядок автоморфизма ϕN делит n и, следовательно, является
P(C)-числом.

3⇒ 2. Зафиксируем произвольное число r > 0 и выберемP(C)-число n кратным
порядку автоморфизма ϕN и большим r+3 (последнее возможно, поскольку класс C
содержит неединичные группы и, следовательно, P(C) 6= ∅). Так как H = G = K, то

(N ∩H)ϕ = Nϕ = N = N ∩K

и, значит, N ∈ C∗(G,H,K, ϕ). Поэтому определен кортеж

(G/N, HN/N, KN/N, ϕN)

и согласно предложению 4.2.2 число n является для него допустимым с запасом r.
Остается заметить, что в силу предложения 1.4.5 класс C содержит циклическую
подгруппу порядка n.

2⇒ 1. Утверждение следует из предложения 4.3.2. �

ПустьX — некоторая группа, Y и Z — ее подгруппы. Напомним, что семейство Ω

нормальных подгрупп группы X называется фильтрацией, если⋂
N∈Ω

N = 1.

Фильтрацию Ω будем называть Y -фильтрацией, если⋂
N∈Ω

Y N = 1,

и (Y, Z)-фильтрацией, если она является Y -фильтрацией и Z-фильтрацией.
Заметим, что если R ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ), то множество {R} является C-допустимой

системой совместимых нормальных подгрупп в группе G. Поэтому из теорем 2.3.1
и 2.7.1 вытекает

Предложение 4.3.4. Пусть C — некоторый класс групп.
1. Если группа G C-аппроксимируема, то семейство C∗∩(G,H,K, ϕ) является

фильтрацией.
2. Если группа G C-аппроксимируема, H и K — собственные центральные под-

группы группы G, то семейство C∗∩(G,H,K, ϕ) является (H,K)-фильтрацией.
3. Если C — корневой класс групп и семейство C∗∩(G,H,K, ϕ) является (H,K)-

фильтрацией, то группа G C-аппроксимируема.

Предложение 4.3.5. Пусть C — класс групп, состоящий только из периоди-
ческих групп, H — центральная подгруппа группы G и H 6 K 6= G. Если группа G

C-аппроксимируема, то H = K.

Доказательство. Предположим, что H 6= K и k ∈ K \H. Пусть также g ∈ G\K
и x = [t−1kt, g]. Тогда элемент x имеет длину 4 и, следовательно, отличен от 1. По-
скольку группа G C-аппроксимируема, найдется подгруппа U ∈ C∗(G), удовлетворя-
ющая условию x /∈ U . Так как класс C состоит только из периодических групп, то эле-
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мент t имеет конечный порядок по модулю подгруппы U и потому t−1 ≡ tm (mod U)

для некоторого m > 0. Отсюда и из включения H 6 K следует, что

t−1kt ≡ tmkt−m = kϕ−m ∈ H (mod U).

Подгруппа H центральна в G, поэтому [kϕ−m, g] = 1. Таким образом, x ∈ U , что
противоречит выбору подгруппы U . �

Предложение 4.3.6. Пусть C — корневой класс групп, G — C-аппроксимируе-
мая группа, H и K — центральные подгруппы группы G. Пусть также существует
подгруппа Q ∈ C∗(G), удовлетворяющая хотя бы одному из следующих условий:

(α) H ∩Q = 1 = K ∩Q,
(β) Q 6 H ∩K и Qϕ = Q.

Тогда справедливы следующие утверждения.
1. Подгруппы H и K C-отделимы в группе G.
2. Если класс C содержит бесконечные группы, то семейство C∗(G,H,K, ϕ) яв-

ляется (H,K)-фильтрацией.

Доказательство. 1. Если выполняется условие (α), то C-отделимость подгрупп
H и K обеспечивается предложением 1.3.4. Если же справедливо условие (β)

и g ∈ G \ H — произвольный элемент, то g /∈ HQ и, следовательно, подгруппа H
является C-отделимой. C-отделимость подгруппы K проверяется аналогично.

2. Покажем, что каждая подгруппа из семейства C∗(G) содержит некоторую
подгруппу из семейства C∗(G,H,K, ϕ). Отсюда, из C-аппроксимируемости группы G

и C-отделимости в ней подгрупп H и K, обеспечиваемой утверждением 1, будет сле-
довать, что семейство C∗(G,H,K, ϕ) является (H,K)-фильтрацией.

Пусть L ∈ C∗(G). Согласно предложению 1.3.4 подгруппа M = L ∩Q принадле-
жит семейству C∗(G). Если выполняется условие (α), то

(H ∩M)ϕ = (H ∩ L ∩Q)ϕ = 1 = K ∩ L ∩Q = K ∩M

и потому M входит в семейство C∗(G,H,K, ϕ). Если же справедливо условие (β),
то указанному семейству принадлежит подгруппа N =

⋂
i∈ZMϕi.

Действительно, подгруппа N лежит в центре группы G, ϕ-инвариантна и, сле-
довательно, (H,K,ϕ)-совместима. Так как Q/M 6 G/M ∈ C, то в силу замкнутости
класса C относительно взятия подгрупп M ∈ C∗(Q). Поскольку подгруппа Q ϕ-ин-
вариантна, ограничение изоморфизма ϕ на эту подгруппу является ее автоморфиз-
мом и, следовательно, Mϕi ∈ C∗(Q). Значит, по теореме Ремака фактор-группа Q/N
вкладывается в декартово произведение счетного числа изоморфных C-группQ/Mϕi.
Поскольку класс C является корневым и содержит бесконечные группы, отсюда вы-
текает, что Q/N ∈ C и, так как G/Q ∈ C, то N ∈ C∗(G) в силу замкнутости класса C
относительно взятия расширений. �

Предложение 4.3.7. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп и прямых произведений конечного числа сомножителей, H и K —
собственные центральные подгруппы конечного индекса группы G. Если группа G
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C-аппроксимируема, то существует подгруппа Q ∈ C∗(G), удовлетворяющая усло-
виям Q 6 H ∩K и Qϕ = Q.

Доказательство. Вместе с подгруппами H и K конечный индекс в группе G
имеет и подгруппа H ∩K. Пусть 1 = g1, g2, . . . , gn — полная система представителей
смежных классов группы G по этой подгруппе и S = {g2, . . . , gn}. Из C-аппроксими-
руемости группы G в силу предложения 4.3.4 следует, что семейство C∗∩(G,H,K, ϕ)

является (H,K)-фильтрацией. Отсюда

H ∩K 6
⋂

N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

(H ∩K)N 6

6

( ⋂
N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

HN

)
∩
( ⋂
N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

KN

)
= H ∩K

и потому для каждого элемента s ∈ S найдется подгруппа Qs ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ) такая,
что s /∈ (H ∩K)Qs. Покажем, что подгруппа Q =

⋂
s∈S Qs является искомой.

Действительно, если g ∈ G \ (H ∩K) и g = xs для подходящих s ∈ S, x ∈ H ∩K,
то x−1g = s /∈ (H ∩ K)Qs и потому x−1g /∈ (H ∩ K)Q, откуда g /∈ (H ∩ K)Q. Вви-
ду произвольности выбора элемента g получаем, что (H ∩ K)Q 6 H ∩ K и, стало
быть, Q 6 H ∩K. Согласно предложению 4.3.1 Q ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ) и в силу предло-
жения 4.3.2 C∗∩(G,H,K, ϕ) ⊆ C∗(G,H,K, ϕ). Следовательно, Q ∈ C∗(G) и

Qϕ = (Q ∩H)ϕ = Q ∩K = Q. �

Завершим данный параграф двумя критериями аппроксимируемости корневыми
классами расщепляемых расширений.

Предложение 4.3.8. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только
из периодических групп и замкнутый относительно взятия фактор-групп. Пусть
также G — абелева группа, H = G = K и Ω — семейство подгрупп группы G,
определенное следующим образом: N ∈ Ω тогда и только тогда, когда N ∈ C∗(G),
Nϕ = N и порядок автоморфизма ϕN группы G/N , индуцированного автомор-
физмом ϕ, конечен и является P(C)-числом. Группа G C-аппроксимируема тогда
и только тогда, когда

⋂
N∈Ω N = 1.

Доказательство. Так как H = G = K, то любая фильтрация оказывается
(H,K)-фильтрацией. Поэтому в силу предложения 4.3.4 группа G C-аппроксими-
руема тогда и только тогда, когда семейство C∗∩(G,H,K, ϕ) является фильтрацией.
Остается заметить, что согласно предложению 4.3.3 подгруппа N принадлежит се-
мейству C∗∩(G,H,K, ϕ) тогда и только тогда, когда Nϕ = N , G/N ∈ C и порядок
автоморфизма ϕN конечен и является P(C)-числом. �

Предложение 4.3.9. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только
из периодических групп и замкнутый относительно взятия фактор-групп, G —
C-аппроксимируемая абелева группа и H = G = K. Если порядок q автоморфизма ϕ
конечен, то группа G C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда q является
P(C)-числом.
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Доказательство. Необходимость. Поскольку q — порядок автоморфизма ϕ, для
любого i ∈ {1, . . . , q − 1} найдется элемент gi ∈ G такой, что giϕi 6= gi. Пусть

S =
{
giϕ

ig−1
i | 1 6 i 6 q − 1

}
.

Из C-аппроксимируемости группы G и предложения 1.3.4 вытекает существование
подгруппы U ∈ C∗(G), удовлетворяющей условию U ∩ S = ∅. Положим N = U ∩ G.
Тогда N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ) и в силу предложения 4.3.3 подгруппа N ϕ-инвариант-
на, порядок qN автоморфизма ϕN группы G/N , индуцированного автоморфизмом ϕ,
конечен и является P(C)-числом. Остается заметить, что N ∩S = ∅ и потому qN = q.

Достаточность. Пусть Ω — семейство подгрупп группы G, определенное в фор-
мулировке предложения 4.3.8,M ∈ C∗(G) — произвольная подгруппа иN=

⋂q−1
i=0 Mϕi.

Тогда N 6M , Nϕ = N и в силу предложения 1.3.4 N ∈ C∗(G). Порядок автоморфиз-
ма ϕN группы G/N , индуцированного автоморфизмом ϕ, делит q и, следовательно,
является P(C)-числом. Значит, N ∈ Ω.

Таким образом, произвольная подгруппа из семейства C∗(G) содержит подгруп-
пу из семейства Ω и из C-аппроксимируемости группы G вытекает, что семейство Ω

является фильтрацией. Следовательно, группа G аппроксимируется классом C в си-
лу предложения 4.3.8. �

§ 4.4. Доказательства теорем 4.1.6–4.1.9

Как и выше, если X — некоторая группа, Y — ее нормальная подгруппа, то через
AutX(Y ) будем обозначать подгруппу группы AutY , составленную из ограничений
на подгруппу Y всевозможных внутренних автоморфизмов группы X.

Предложение 4.4.1. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относи-
тельно взятия фактор-групп, (G,H,K, ϕ) — HNN-кортеж, G = HNN(G,H,K, ϕ),
подгруппы H и K являются циклическими и лежат в центре группы G. Если под-
группа L = H ∩ K ϕ-инвариантна, то она нормальна в группе G, группа AutG(L)

порождается ограничением изоморфизма ϕ на подгруппу L и из C-аппроксимируе-
мости группы G следует, что AutG(L) ∈ C.

Доказательство. Так как подгруппа L центральна в G и ϕ-инвариантна, то она
нормальна в G. Непосредственно проверяется, что отображение θ : G → AutG(L),
ставящее в соответствие элементу g ∈ G автоморфизм ĝ|L, является сюръективным
гомоморфизмом. Поскольку L центральна в G, образ данного гомоморфизма порож-
дается автоморфизмом ϕ|L. Легко видеть также, что ядром θ служит централиза-
тор CG(L) подгруппы L в группе G. Согласно предложению 1.3.3 подгруппа CG(L)

C-отделима в G и потому фактор-группа G/CG(L) ∼= AutG(L) C-аппроксимируема
в силу предложения 1.3.2. Так как подгруппа L является циклической, то груп-
па AutG(L) конечна и по предложению 1.3.4 принадлежит классу C. �
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Доказательство теоремы 4.1.6. Необходимость условия теоремы следует из
предложения 4.4.1. Для проверки достаточности покажем, что существует гомомор-
физм группы G на группу из класса C, инъективный на подгруппах H и K. Тогда
C-аппроксимируемость группы G будет следовать из теоремы 2.2.1.

Предположим сначала, что G ∈ C. Так как подгруппа L ϕ-инвариантна и, сле-
довательно, (H,K,ϕ)-совместима, то определены HNN-расширение

GL = HNN(G/L, H/L, K/L, ϕL)

и гомоморфизм ρL : G→ GL, причем ядро последнего ввиду предложения 1.2.5 сов-
падает с L.

Поскольку класс C замкнут относительно взятия фактор-групп, G/L ∈ C. Легко
видеть также, что H/L ∩ K/L = 1. Значит, в силу теоремы 3.3.1 группа GL обла-
дает гомоморфизмом σL на C-группу, действующим инъективно на подгруппе G/L.
По предложению 1.1.6 группа NL = ker σL свободна. Обозначая через N ее прообраз
относительно гомоморфизма ρL, получаем в группе G субнормальный ряд

1 6 L 6 N 6 G,

где G/N ∈ C, N/L — свободная группа и L ∈ C, так как G ∈ C и класс C замкнут
относительно взятия подгрупп.

Хорошо известно, что любое расширение при помощи свободной группы расщеп-
ляемо. Поэтому в группе N существует свободная подгруппа U , удовлетворяющая
условиям N = UL и L ∩ U = 1. Как и при доказательстве предложения 4.4.1, рас-
смотрим гомоморфизм θ : G → AutG(L), сопоставляющий каждому элементу g ∈ G

автоморфизм ĝ|L, и положим V = U ∩ker θ. Тогда [V, L] = 1, откуда следует, что под-
группа V нормальна в группе N .

Из соотношения L ∩ U = 1 легко получается равенство U ∩ V L = V . Поэтому

N/V L = UL/V L = UV L/V L ∼= U/(U ∩ V L) = U/V ∼= Uθ 6 AutG(L).

Ввиду предложения 4.4.1 AutG(L) = Φ ∈ C и, следовательно, N/V L ∈ C. Так как

L ∩ V 6 L ∩ U = 1,

то
LV/V ∼= L/(L ∩ V ) = L ∈ C.

Стало быть, все факторы ряда

1 6 V 6 LV 6 N 6 G,

начиная со второго, принадлежат классу C. Применяя условие Грюнберга к ряду

1 6 V 6 LV 6 N,

найдем подгруппу W ∈ C∗(N), лежащую в V . Аналогичным образом, рассматривая
ряд

1 6 W 6 N 6 G,

получим подгруппу T ∈ C∗(G), содержащуюся в W .
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Так как NL ∩ G/L = 1, то N ∩ G = L. Поскольку T 6 N , отсюда следует, что
T ∩G 6 L. Но в то же время T 6 V и L∩ V = 1. Стало быть, T ∩G = 1 и естествен-
ный гомоморфизм группы G на фактор-группу G/T является искомым.

Рассмотрим теперь общий случай, когда группа G аппроксимируется классом C.
По предложению 1.3.4 найдется подгруппа R ∈ C∗(G), тривиально пересекающаяся
с подгруппами H и K. Очевидно, что она является (H,K,ϕ)-совместимой и потому
определены HNN-расширение

GR = HNN(G/R, HR/R, KR/R, ϕR)

и гомоморфизм ρR : G → GR, действующий на группе G как ее естественный гомо-
морфизм на фактор-группу G/R. Так как G/R ∈ C и R∩H = 1 = R∩K, то в силу до-
казанного выше гомоморфизм ρR может быть продолжен до искомого отображения.
Остается заметить, что если класс C содержит хотя бы одну непериодическую группу,
то ввиду замкнутости относительно взятия подгрупп и фактор-групп он включает
также бесконечную циклическую группу и все ее гомоморфные образы. Это означа-
ет, в частности, что Φ ∈ C. �

Доказательство теоремы 4.1.7. Необходимость. Так как H и K — собствен-
ные центральные подгруппы группы G, то согласно предложению 4.3.4 семейство
C∗∩(G,H,K, ϕ) является (H,K)-фильтрацией. Поскольку C∗∩(G,H,K, ϕ) ⊆ C∗(G) вви-
ду предложения 4.3.2, отсюда следует, что подгруппы H и K C-отделимы в группе G.

Пусть m, n — положительные целые числа такие, что Hm = H ∩ K = Kn.
Предположим, что m 6= n. Тогда без потери общности можно считать, что m < n.
Воспользовавшись неравенством K 6= G, возьмем элемент g ∈ G \ K и рассмотрим
коммутатор

x = [t−1kmt, g] = t−1k−mtg−1t−1kmtg,

где k — некоторый порождающий подгруппы K.
В силу выбора чисел m, n и неравенства m < n справедливо соотношение

km /∈ H. Значит, элемент x имеет приведенную запись длины 4 и потому отличен
от 1. Пусть σ — произвольный гомоморфизм группы G на группу из класса C. Тогда
его ограничение на группу G также является гомоморфизмом на C-группу и по усло-
вию теоремы хотя бы одна из подгрупп Hσ, Kσ конечна. Поскольку эти подгруппы
сопряжены в группе Gσ, они имеют одинаковые порядки и

Hdσ = Hσ ∩Kσ = Kdσ

для некоторого делителя d чисел m и n. Стало быть,

kmσ ∈ Hσ, (t−1kmt)σ ∈ Kσ

и ввиду центральности подгруппы K в группе G

xσ =
[
(t−1kmt)σ, gσ

]
= 1.

Тем самым, получаем противоречие с C-аппроксимируемостью группы G, дока-
зывающее, что m = n. Из данного равенства вытекает, в частности, что подгруппа
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L = H ∩K ϕ-инвариантна и согласно предложению 4.4.1 циклическая подгруппа Φ

группы AutL, порожденная автоморфизмом ϕ|L, принадлежит классу C. Остается
заметить, что порядок группы Φ равен 1 или 2 в зависимости от того, лежит ли под-
группа L в центре группы G.

Достаточность. Пусть g ∈ G \ {1} — произвольный элемент. Если g ∈ G,
воспользуемся C-аппроксимируемостью группы G и выберем подгруппу N ∈ C∗(G),
удовлетворяющую условию g /∈ N . В противном случае положим N = G и заметим,
что при этом также выполнены соотношения N ∈ C∗(G) и g /∈ N .

Пусть L = H∩K иM = N ∩L. Поскольку [H : L] = [K : L], подгруппа L ϕ-инва-
риантна. Следовательно, подгруппаM также является ϕ-инвариантной и определено
HNN-расширение

GM = HNN(G/M, H/M, K/M, ϕM).

Подгруппа M C-отделима в группе G как пересечение C-отделимых в этой груп-
пе подгрупп H, K и N . Поэтому фактор-группа G/M C-аппроксимируема в силу
предложения 1.3.2. Легко видеть также, что H/M ∩ K/M = L/M и порядок авто-
морфизма ϕM |L/M совпадает с порядком автоморфизма ϕ|L, который в свою очередь
равен 1 или 2 в зависимости от того, лежит ли подгруппа L в центре группы G. Зна-
чит, группа GM C-аппроксимируема согласно теореме 4.1.6.

В силу предложения 1.2.5 ядро гомоморфизма ρM : G → GM совпадает с M .
ПосколькуM 6 N и g /∈ N , отсюда следует, что отображение ρM можно продолжить
до гомоморфизма группы G на C-группу, переводящего g в неединичный элемент. �

Доказательство теоремы 4.1.8. Необходимость. Зафиксируем произволь-
ную подгруппу N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ) и покажем, что существует подгруппа M ∈ Ω,
удовлетворяющая равенствам HN = HM и KN = KM .

Так как N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ), то N = U ∩G для некоторой подгруппы U ∈ C∗(G).
Подгруппы HU/U и KU/U сопряжены в группе G/U и по условию теоремы хотя бы
одна из них конечна. Следовательно, они имеют одинаковые конечные порядки и, по-
скольку

HN/N ∼= H/(H ∩N) = H/(H ∩ U ∩G) = H/(H ∩ U) ∼= HU/U,

KN/N ∼= K/(K ∩N) = K/(K ∩ U ∩G) = K/(K ∩ U) ∼= KU/U,

тем же свойством обладают подгруппы HN/N и KN/N .
Очевидно, что индексы подгруппы M/N = HN/N ∩ KN/N в группах HN/N

иKN/N совпадают и равны некоторому числу n > 1. Тогда (HK)n 6M и при любом
выборе порождающих h, k подгрупп H и K{

hikj | 0 6 i, j 6 n− 1
}
∩M = 1,

откуда M ∩HK = (HK)n. Из соотношений

G/N ∼= GU/U 6 G/U ∈ C, G/M ∼= (G/N)/(M/N)

и замкнутости класса C относительно взятия подгрупп и фактор-групп вытекает, что
M ∈ C∗(G). Стало быть,M ∈ Ω. Так какM/N = HN/N∩KN/N , тоHM/N 6 HN/N ,
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KM/N 6 KN/N и из включения N 6 M вытекает, что HM = HN и KN = KM ,
как и требовалось.

Из доказанного следует, что⋂
M∈Ω

HM 6
⋂

N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

HN,
⋂
M∈Ω

KM 6
⋂

N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

KN

и, поскольку семейство C∗∩(G,H,K, ϕ) согласно предложению 4.3.4 является (H,K)-
фильтрацией, подгруппы H и K отделимы семейством Ω.

Достаточность. Если N ∈ Ω, то N ∩ HK = (HK)n для некоторого n > 1

и, следовательно,
(N ∩H)ϕ = Hnϕ = Kn = N ∩K.

Поэтому определено HNN-расширение

GN = HNN(G/N, HN/N, KN/N, ϕN),

причем, как легко видеть, HN/N ∩ KN/N = 1. Поскольку G/N ∈ C, отсюда со-
гласно теореме 3.3.1 следует, что группа GN обладает гомоморфизмом на C-группу,
инъективным на подгруппе G/N . Значит, по предложению 1.2.6 N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ)

и Ω ⊆ C∗∩(G,H,K, ϕ) ввиду произвольности выбора подгруппы N . Покажем, что се-
мейство Ω является фильтрацией. Тогда из отделимости этим семейством подгруппH
и K будет следовать, что Ω — (H,K)-фильтрация и группа G C-аппроксимируема
в силу предложения 4.3.4.

Действительно, если g ∈ G \ {1}, то, поскольку H ∩ K = 1, g /∈ H или g /∈ K.
Так как подгруппы H и K отделимы семейством Ω, то найдется подгруппа N ∈ Ω,
удовлетворяющая условию g /∈ HN или g /∈ KN . В обоих случаях g /∈ N и, стало
быть, Ω — фильтрация. �

Доказательство теоремы 4.1.9. Как и выше, обозначим через h и k некото-
рые порождающие подгрупп H и K соответственно.

Необходимость. Пусть m > 1. Так как группа G C-аппроксимируема, то по тео-
реме 4.1.8 подгруппа H отделима семейством

Ω =
{
N ∈ C∗(G) | ∃n > 1 N ∩HK = (HK)n

}
.

Следовательно, для любого i ∈ {1, 2, . . . , m} найдется подгруппа Ni ∈ Ω, удовле-
творяющая условию ki /∈ HNi. Ввиду предложения 1.3.4 пересечение N =

⋂m
i=1Ni

принадлежит семейству Ω. В частности, N ∩HK = (HK)n для некоторого n, причем
из соотношений ki /∈ N (1 6 i 6 m) следует, что n > m. Покажем, что подгруп-
па (HK)n C-отделима в группе G.

В самом деле, если g ∈ G \HK, то ввиду C-отделимости подгруппы HK в груп-
пе G найдется подгруппаM ∈ C∗(G), удовлетворяющая условию g /∈ HKM , и потому
g /∈ (HK)nM . Если же g ∈ HK \ (HK)n, то, поскольку N ∩HK = (HK)n, справед-
ливо соотношение g /∈ (HK)nN .

Таким образом, ввиду произвольности выбора числа m, среди подгрупп ви-
да (HK)n имеется бесконечное число C-отделимых.
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Достаточность. Зафиксируем произвольный элемент g ∈ G \H и укажем под-
группу N ∈ Ω, удовлетворяющую условию g /∈ HN .

В силу C-отделимости подгруппы HK в группе G и предложения 1.3.2 фактор-
группа G/HK C-аппроксимируема. Поэтому, если g /∈ HK, то найдется подгруппа
N/HK ∈ C∗(G/HK), не содержащая неединичного элемента gHK. Тогда N ∈ C∗(G),
g /∈ HKN и, так как HK 6 N , то N∩HK = HK. Стало быть, подгруппа N является
искомой.

Пусть теперь g ∈ HK \ H и g = hikj. По условию теоремы найдется число n,
большее |j| и такое, что подгруппа (HK)n C-отделима в группе G. Тогда, снова
в силу предложения 1.3.2, фактор-группа G/(HK)n C-аппроксимируема и согласно
предложению 1.3.4 из конечности подгруппы HK/(HK)n вытекает существование
тривиально пересекающейся с ней подгруппы N/(HK)n ∈ C∗(G/(HK)n). Отсюда
N ∈ C∗(G), N ∩ HK = (HK)n и потому N ∈ Ω. Так как g = hikj /∈ H, то j 6= 0

и kj /∈ Kn ввиду выбора числа n. Значит, g /∈ HKn и, поскольку HN ∩HK = HKn,
имеет место соотношение g /∈ HN . Стало быть, N — искомая подгруппа.

Итак, подгруппа H отделима семейством Ω. Аналогичным образом проверяется,
что и подгруппа K отделима данным семейством. Поэтому C-аппроксимируемость
группы G следует из теоремы 4.1.8. �

§ 4.5. Спуск и подъем совместимых подгрупп

Доказательства утверждений данного параграфа следуют идеям из [47,48] и в от-
дельных местах повторяют приведенные в указанных работах рассуждения почти до-
словно. Далее будем считать, что (G,H,K, ϕ) — HNN-кортеж, L = H ∩K и M = Lϕ.

Предложение 4.5.1. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп, и X — некоторая подгруппа группы G, содержащая L и M . Пусть
также N — подгруппа группы G и R = N ∩ X. Тогда справедливы следующие ут-
верждения.

1. Если N ∈ C∗(G,H,K, ϕ), то R ∈ C∗(X,L,M,ϕ).
2. Если N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ), то R ∈ C∗∩(X,L,M,ϕ).

Доказательство. 1. Ввиду инъективности отображения ϕ и (H,K,ϕ)-совмести-
мости подгруппы N имеет место равенство(

(N ∩H) ∩ L
)
ϕ = (N ∩K) ∩M.

Поскольку L ∪M 6 X, из него вытекает, что

(R ∩ L)ϕ =
(
(N ∩X) ∩ L

)
ϕ = (N ∩ L)ϕ =

(
(N ∩H) ∩ L

)
ϕ =

= (N ∩K) ∩M = N ∩M = (N ∩X) ∩M = R ∩M.

Ввиду соотношенияN ∈ C∗(G) и предложения 1.3.1 справедливо включениеX/R ∈ C.
Следовательно, R ∈ C∗(X,L,M,ϕ).
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2. Пусть

G = HNN(G, H, K, ϕ), X = HNN(X, L, M, ϕ).

Тогда отображение λ : X→ G, переводящее порождающие группы X в соответствую-
щие им элементы группы G, определяет гомоморфизм, действующий тождественно
на подгруппе X.

Пусть U ∈ C∗(G) — такая подгруппа, что N = U ∩G, и пусть X̃ = Xλ, Ṽ = U ∩ X̃,
V — полный прообраз подгруппы Ṽ относительно гомоморфизма λ. Тогда X̃/Ṽ ∈ C
ввиду предложения 1.3.1 и X/V ∼= X̃/Ṽ .

Так как гомоморфизм λ действует тождественно на подгруппе X, то из равенств

Ṽ ∩X = U ∩ X̃ ∩X = U ∩X = U ∩G ∩X = N ∩X = R

вытекает, что V ∩X = R. Следовательно, R ∈ C∗∩(X,L,M,ϕ). �

Предложение 4.5.2. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп, и X — некоторая подгруппа группы G, содержащая L и M . Тогда
справедливы следующие утверждения.

1. Если C∗∩(G,H,K, ϕ) — фильтрация, то семейство C∗∩(X,L,M,ϕ) также яв-
ляется фильтрацией.

2. Пусть X = G или X = K. Если C∗∩(G,H,K, ϕ) — (H,K)-фильтрация, то се-
мейство C∗∩(X,L,M,ϕ) — (L,M)-фильтрация.

Доказательство. В силу предложения 4.5.1, если N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ), то N∩X ∈
C∗∩(X,L,M,ϕ). Отсюда следует, что⋂

R∈C∗∩(X,L,M,ϕ)

R 6
⋂

N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

(N ∩X),

⋂
R∈C∗∩(X,L,M,ϕ)

RL 6
⋂

N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

(N ∩X)L.

Если семейство C∗∩(G,H,K, ϕ) является фильтрацией, то

1 =
⋂

N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

N =
⋂

N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

(N ∩X)

и, следовательно, семейство C∗∩(X,L,M,ϕ) также оказывается фильтрацией. Пусть
C∗∩(G,H,K, ϕ) — (H,K)-фильтрация. Тогда

L 6
⋂

R∈C∗∩(X,L,M,ϕ)

RL 6
⋂

N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

NL =
⋂

N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

N(H ∩K) 6

6

( ⋂
N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

NH

)
∩
( ⋂
N∈C∗∩(G,H,K,ϕ)

NK

)
= H ∩K = L

и потому C∗∩(X,L,M,ϕ) — L-фильтрация. Для доказательства того, что это семей-
ство является M -фильтрацией, возьмем произвольный элемент x ∈ X \M и укажем
подгруппу R ∈ C∗∩(X,L,M,ϕ), удовлетворяющую условию x /∈MR.

Если x /∈ K, то, поскольку семейство C∗∩(G,H,K, ϕ) — K-фильтрация, существу-
ет подгруппа N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ) такая, что x /∈ KN . Из предложения 4.5.1 и вклю-
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ченияM(N ∩X) 6 KN следует, что N ∩X ∈ C∗∩(X,L,M,ϕ) и x /∈M(N ∩X). Значит,
подгруппа N ∩X является искомой.

Если x ∈ K, положим y = xϕ−1. Так как x /∈ M , то y ∈ H \ L, откуда y /∈ K.
Далее рассмотрим два случая.

Случай 1. X = G.

Пусть X = HNN(G,L,M,ϕ). Ввиду доказанного выше семейство C∗∩(G,L,M,ϕ) —
L-фильтрация. Следовательно, y /∈LR для некоторой подгруппы R ∈ C∗∩(G,L,M,ϕ).
По определению семейства C∗∩(G,L,M,ϕ) существует подгруппа U ∈ C∗(X) такая, что
R = U ∩G. Если y ∈ LU и y = hu для некоторых h ∈ L, u ∈ U , то u = h−1y ∈ U ∩G = R

и потому y ∈ LR в противоречие с выбором подгруппы R. Следовательно, y /∈ LU
и x = yϕ = t−1yt /∈ t−1LUt. Поскольку подгруппа U нормальна в группе X, имеем
t−1LUt = MU . Значит, x /∈MU и x /∈MR ввиду включения R 6 U . Таким образом,
подгруппа R является искомой.

Случай 2. X = K.

Поскольку семейство C∗∩(G,H,K, ϕ) — K-фильтрация, существует подгруппа
N ∈ C∗∩(G,H,K, ϕ), удовлетворяющая условию y /∈ KN . В силу предложения 4.3.2
подгруппа N (H,K,ϕ)-совместима и потому(

M(N ∩K)
)
ϕ−1 = L(N ∩H) 6 KN.

Отсюда y /∈
(
M(N ∩K)

)
ϕ−1 и x = yϕ /∈M(N ∩K). Остается заметить, что по пред-

ложению 4.5.1 N ∩ K ∈ C∗∩(K,L,M,ϕ) и, стало быть, подгруппа N ∩ K является
искомой. �

Следуя [47], будем говорить, что подгруппа N 6 G служит подъемом подгруп-
пы R 6 K, если K ∩N = R.

Пусть подгруппы H и K лежат в центре группы G. Подъем N 6 G подгруп-
пы R 6 K будем называть каноническим, если H ∩N = Rϕ−1 и HK ∩N = (Rϕ−1)R.
Отметим, что ввиду соотношений (H ∩ N)ϕ = R = K ∩ N канонический подъем N

всегда является (H,K,ϕ)-совместимой подгруппой.

Предложение 4.5.3. Пусть C — некоторый класс групп, подгруппы H и K

лежат в центре группы G. Тогда справедливы следующие утверждения.
1. Пусть класс C замкнут относительно взятия подгрупп, фактор-групп и рас-

ширений, группа G C-регулярна по подгруппе P = HK и R ∈ C∗(K,L,M,ϕ). Тогда
существует канонический подъем N ∈ C∗(G,H,K, ϕ) подгруппы R. Более того, ес-
ли X — такая нормальная подгруппа группы G, что P 6 X и фактор-группа G/X
C-аппроксимируема, то для любого конечного множества элементов S ⊆ G \ X
найдется канонический подъем N ∈ C∗(G,H,K, ϕ) подгруппы R, удовлетворяющий
условию S ∩XN = ∅.

2. Если R ∈ C∗r+1(K,L,M,ϕ) для некоторого r > 0 и N ∈ C∗(G,H,K, ϕ) —
канонический подъем подгруппы R, то N ∈ C∗r (G,H,K, ϕ).
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Доказательство. 1. Если X = G и S = ∅, то P 6 X, фактор-группа G/X C-ап-
проксимируема и S ⊆ G\X. Следовательно, достаточно доказать лишь вторую часть
утверждения 1. Положим Q = Rϕ−1 и покажем, что

H ∩QR = Q, K ∩QR = R.

Так как L,Q 6 H, отображение ϕ инъективно и подгруппа R (L,M,ϕ)-совме-
стима, то

L ∩Q = Mϕ−1 ∩Rϕ−1 = (M ∩R)ϕ−1 = L ∩R.

Пусть g ∈ H ∩QR и g = xy, где x ∈ Q, y ∈ R. Так как g, x ∈ H, то

y ∈ H ∩R = H ∩K ∩R = L ∩R = L ∩Q

и потому g ∈ Q, откуда H ∩ QR ⊆ Q. Аналогично проверяется, что K ∩ QR ⊆ R,
и поскольку противоположные включения очевидны, требуемые равенства доказаны.

Группа P/QR является расширением группыHR/QR при помощи группы P/HR.
Так как R ∈ C∗(K,L,M,ϕ), то K/R ∈ C и, следовательно, H/Q ∈ C. Поэтому из со-
отношений

HR/QR ∼= H/Q(R ∩H) ∼=
(
H/Q

)
/
(
Q(R ∩H)/Q

)
,

P/HR = HK/HR ∼= K/R(H ∩K) ∼=
(
K/R

)
/
(
R(H ∩K)/R

)
в силу замкнутости класса C относительно взятия фактор-групп и расширений вы-
текает, что P/QR ∈ C. Значит, воспользовавшись C-регулярностью группы G по под-
группе P , можно найти такую подгруппу U ∈ C∗(G), что U ∩ P = QR.

Так как группа G/X C-аппроксимируема и класс C замкнут относительно взя-
тия подгрупп и расширений (а потому и прямых произведений конечного числа со-
множителей), то в силу предложения 1.3.4 существует подгруппа V/X ∈ C∗(G/X),
удовлетворяющая условию SX/X ∩ V/X = ∅. Отсюда V ∈ C∗(G) и S ∩ V = ∅.

Положим N = U ∩ V . Тогда

S ∩XN ⊆ S ∩XV = S ∩ V = ∅

и, снова в силу предложения 1.3.4, N ∈ C∗(G). Поскольку P 6 X 6 V , имеем

P ∩N = P ∩ U ∩ V = P ∩ U = QR,

H ∩N = H ∩ P ∩N = H ∩QR = Q,

K ∩N = K ∩ P ∩N = K ∩QR = R.

Так как Qϕ = R, отсюда следует, что подгруппа N (H,K,ϕ)-совместима и пред-
ставляет собой искомый канонический подъем подгруппы R.

2. Соотношение R ∈ C∗r+1(K,L,M,ϕ) означает, что существует число n > r + 3,
являющееся допустимым для HNN-кортежа

(K/R, LR/R, MR/R, ϕR)

с запасом r + 1 и такое, что циклическая группа Zn порядка n принадлежит клас-
су C. Поскольку K ∩ N = R, отображение фактор-группы K/R в фактор-груп-
пу G/N , при котором смежному классу kR (k ∈ K) ставится в соответствие смежный
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класс kN , является изоморфизмом группы K/R на подгруппу KN/N группы G/N .
При этом отображении подгруппы LR/R и MR/R переходят на подгруппы LN/N

иMN/N , а изоморфизму ϕR соответствует изоморфизм ϕN . Следовательно, число n
является допустимым с запасом r + 1 и для HNN-кортежа

(KN/N, LN/N, MN/N, ϕN).

Покажем, что HN/N ∩KN/N = LN/N .
Если gN ∈ HN/N ∩ KN/N , то g ∈ HN ∩ KN и g = hx = ky для подходящих

элементов h ∈ H, k ∈ K и x, y ∈ N . Тогда h−1k = xy−1 ∈ HK ∩ N . Поскольку N —
канонический подъем подгруппы R, имеет место соотношениеHK∩N = QR (где, как
и выше, Q = Rϕ−1) и, следовательно, h−1k = h1k1 для некоторых элементов h1 ∈ Q,
k1 ∈ R. Отсюда hh1 = kk−1

1 ∈ H ∩K = L и потому h ∈ h−1
1 L. Так как h1 ∈ Q 6 N ,

получаем, что g = hx ∈ LN и gN ∈ LN/N . Стало быть, HN/N ∩ KN/N ⊆ LN/N

и, поскольку противоположное включение очевидно, требуемое равенство доказано.
Таким образом, HN/N∩KN/N = LN/N и (LN/N)ϕN = MN/N по определению

изоморфизма ϕN . Отсюда в силу предложения 4.2.1 следует, что число n является
допустимым с запасом r для кортежа

(G/N, HN/N, KN/N, ϕN).

Поскольку Zn ∈ C, это означает, что N ∈ C∗r (G,H,K, ϕ), как и требовалось. �

Пусть X — некоторая группа, Y и Z — ее подгруппы. Семейство Ω нормальных
подгрупп группы X будем называть сильной (Y, Z)-фильтрацией, если для любого
конечного множества S элементов группы X существует подгруппа N ∈ Ω такая,
что для каждого элемента x ∈ S выполняется следующее:

1) если x 6= 1, то x /∈ N ;
2) если x /∈ Y , то x /∈ Y N ;
3) если x /∈ Z, то x /∈ ZN .

Легко видеть, что любая сильная (Y, Z)-фильтрация является (Y, Z)-фильтра-
цией, а если семейство Ω замкнуто относительно конечных пересечений, то верно
и обратное: каждая (Y, Z)-фильтрация оказывается сильной (Y, Z)-фильтрацией.

Предложение 4.5.4. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп, фактор-групп и расширений, подгруппы H и K лежат в центре
группы G и P′-изолированы в этой группе для некоторого множества простых
чисел P, группа G C-регулярна по подгруппе P = HK. Пусть также существу-
ет нормальная подгруппа X группы G такая, что P 6 X, фактор-группа X/P —
периодическая P′-группа и фактор-группа G/X C-аппроксимируема. Тогда справед-
ливы следующие утверждения.

1. Если C∗(K,L,M,ϕ) — сильная (L,M)-фильтрация, то C∗(G,H,K, ϕ) — силь-
ная (H,K)-фильтрация.

2. Если для некоторого r > 0 C∗r+1(K,L,M,ϕ) — сильная (L,M)-фильтрация,
то C∗r (G,H,K, ϕ) — сильная (H,K)-фильтрация.
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Доказательство. Утверждения 1 и 2 будем доказывать одновременно. Пусть
S — некоторое конечное множество элементов группы G и g ∈ S — произвольный
элемент. Тогда:

1) если g ∈ K \H, то g /∈ L;
2) если g ∈ H \K, то gϕ /∈M ;
3) если g ∈ P \ (H ∪K) и g = hk, где h ∈ H, k ∈ K, то k /∈ L, hϕ /∈M ;
4) если g ∈ X \ P , q — порядок элемента g по модулю подгруппы P и gq = hk,

где h ∈ H, k ∈ K, то k /∈ L, hϕ /∈M .

Действительно, если g ∈ K \H, то g /∈ H ∩K = L. Аналогично, если g ∈ H \K,
то g /∈ H ∩K = L и потому gϕ /∈M . Если g ∈ P \ (H ∪K) и g = hk, где h ∈ H, k ∈ K,
то h /∈ K, k /∈ H и в силу доказанного выше k /∈ L, hϕ /∈ M . Пусть g ∈ X \ P , q —
порядок элемента g по модулю подгруппы P и gq = hk, где h ∈ H, k ∈ K. Так как
g /∈ H ∪K, подгруппы H и K P′-изолированы в группе G и по условию q является
P′-числом, то hk /∈ H ∪ K. Отсюда с помощью приведенных выше рассуждений
получаем, что k /∈ L, hϕ /∈M .

Стало быть, пользуясь тем, что семейство C∗(K,L,M,ϕ) или C∗r+1(K,L,M,ϕ)

является сильной (L,M)-фильтрацией, можно выбрать подгруппу R из данного се-
мейства так, чтобы для каждого элемента g ∈ S выполнялись следующие условия:

1) если g ∈ L и g 6= 1, то g /∈ R;
2) если g ∈ K \H, то g /∈ LR;
3) если g ∈ H \K, то gϕ /∈MR;
4) если g ∈ P \ (H ∪K) и g = hk, где h ∈ H, k ∈ K, то k /∈ LR, hϕ /∈MR;
5) если g ∈ X \ P , q — порядок элемента g по модулю P и gq = hk, где h ∈ H,

k ∈ K, то k /∈ LR, hϕ /∈MR.

Нам достаточно, чтобы для каждого элемента g ∈ S условие 4 или 5 было вы-
полнено при некотором фиксированном выборе элементов h и k. Заметим, однако,
что если для некоторых h1, h2 ∈ H, k1, k2 ∈ K имеет место равенство h1k1 = h2k2,
то h−1

1 h2 = k1k
−1
2 ∈ L. Поэтому, если k1 /∈ LR и h1ϕ /∈ MR, то k2 /∈ LR и h2ϕ /∈ MR.

Пусть S1 = S \ X и Q = Rϕ−1. Согласно предложению 4.5.3 существует кано-
нический подъем N ∈ C∗(G,H,K, ϕ) подгруппы R такой, что S1 ∩ XN = ∅ и, если
R ∈ C∗r+1(K,L,M,ϕ), то N ∈ C∗r (G,H,K, ϕ). Для завершения доказательства доста-
точно показать, что для каждого элемента g ∈ S выполняется следующее:

1) если g 6= 1, то g /∈ N ;
2) если g /∈ H, то g /∈ HN ;
3) если g /∈ K, то g /∈ KN .

Рассмотрим несколько случаев.

Случай 1. g ∈ L и g 6= 1.

В силу выбора подгруппыR имеет место соотношение g /∈R. ПосколькуR=N ∩K
и g ∈ K, отсюда следует, что g /∈ N .
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Случай 2. g ∈ K \H.

Предположим, что g ∈ HN и g = hx, где h ∈ H, x ∈ N . Тогда x = h−1g ∈ N ∩P .
Так как N — канонический подъем подгруппы R, то N ∩ P = QR и x = h1k, где
h1 ∈ Q, k ∈ R. Отсюда gk−1 = hh1 ∈ H ∩K = L и g ∈ LR, что противоречит выбору
подгруппы R.

Случай 3. g ∈ H \K.

Предположим, что g ∈ KN и g = kx, где k ∈ K, x ∈ N . Тогда, как и в предыду-
щем случае, x = k−1g ∈ N ∩ P = RQ и потому x = k1h, где h ∈ Q, k1 ∈ R. Отсюда
gh−1 = kk1 ∈ L, g = (kk1)h ∈ LQ и gϕ ∈ MR, что вновь противоречит выбору под-
группы R.

Случай 4. g ∈ P \ (H ∪K).

Пусть g = hk, где h ∈ H, k ∈ K. Предположим сначала, что g ∈ HN и g = h1x,
где h1 ∈ H, x ∈ N . Тогда из равенства hk = h1x вытекает, что x ∈ P и потому
x ∈ N ∩ P = QR. Следовательно, x = h2k2, где h2 ∈ Q, k2 ∈ R, и из соотношения
hk = h1h2k2 получаем, что kk−1

2 = h−1h1h2 ∈ L. Отсюда k = (h−1h1h2)k2 ∈ LR

в противоречие с выбором подгруппы R.
Аналогично, если g ∈ KN и g = k1x, где k1 ∈ K, x ∈ N , то снова x ∈ N∩P = QR

и x = h2k2 для некоторых h2 ∈ Q, k2 ∈ R. Отсюда hk = k1h2k2 и, так как [H,K] = 1,
то hh−1

2 = k−1k1k2 ∈ L, h = (k−1k1k2)h2 ∈ LQ и hϕ ∈ MR, что вновь противоречит
выбору подгруппы R.

Случай 5. g ∈ X \ P .

Как уже было доказано выше, из условия g ∈ X \ P следует, что gq /∈ H ∪ K,
где q — порядок элемента g по модулю подгруппы P . Отсюда с помощью тех же
рассуждений, что и в рассмотренном выше случае 4, получаем, что gq /∈ HN ∪KN .
Но тогда, очевидно, g /∈ HN ∪KN , что и требовалось.

Случай 6. g /∈ X.

Из условия g /∈ X следует, что g ∈ S1 и в силу выбора подгруппы N g /∈ XN .
Так как H ∪K ⊆ X, то из последнего соотношения получаем, что g /∈ HN ∪KN . �

§ 4.6. Доказательства теорем 4.1.1–4.1.3 и следствий 4.1.4, 4.1.5

Всюду в этом параграфе будем считать, что (G,H,K, ϕ) — HNN-кортеж, под-
группы H и K лежат в центре группы G и G = HNN(G,H,K, ϕ). Также будем
использовать следующие обозначения:

K0 = G, H1 = H, K1 = K, Hi+1 = Hi ∩Ki, Ki+1 = Hi+1ϕ, Pi = HiKi (i > 1).

Предложение 4.6.1. Пусть C — корневой класс групп и H 6= G 6= K. Если
группа G C-аппроксимируема, то для любого n> 1 группы Gn−1 = HNN(G,Hn, Kn, ϕ)

и Kn−1 = HNN(Kn−1, Hn, Kn, ϕ) также являются C-аппроксимируемыми.
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Доказательство. В силу предложения 4.3.4 из C-аппроксимируемости груп-
пы G вытекает, что семейство C∗∩(G,H,K, ϕ) является (H,K)-фильтрацией. Приме-
няя повторно предложение 4.5.2, получаем отсюда, что семейства C∗∩(G,Hn, Kn, ϕ)

и C∗∩(Kn−1, Hn, Kn, ϕ) являются (Hn, Kn)-фильтрациями и, снова в силу предложе-
ния 4.3.4, группы Gn−1 и Kn−1 C-аппроксимируемы. �

Предложение 4.6.2. Имеют место следующие утверждения.
1. Пусть P — произвольное множество простых чисел. Если для некоторого

n > 1 подгруппы Hn и Kn P′-изолированы в группе G, то подгруппы Hi и Ki явля-
ются P′-изолированными в этой группе для всех i > n.

2. Если число n > 1 и подгруппа Q таковы, что Q 6 Hn ∩ Kn и Qϕ = Q,
то Q 6 Hi ∩Ki для всех i > n.

3. Пусть C — класс групп, замкнутый относительно взятия подгрупп и рас-
ширений. Если H ∈ C∗(G) и K ∈ C∗(G), то Hi ∈ C∗(G) и Ki ∈ C∗(G) для всех i > 1.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по i и заметим, что для всех трех
утверждений база индукции очевидна.

1. Пусть для некоторого i > n подгруппы Hi и Ki P
′-изолированы в группе G.

Если элемент g ∈ G и число q ∈ P′ таковы, что gq ∈ Hi+1, то gq ∈ Hi и gq ∈ Ki.
Поэтому в силу P′-изолированности подгрупп Hi и Ki g ∈ Hi ∩Ki = Hi+1 и, следо-
вательно, подгруппа Hi+1 P′-изолирована в группе G. Если теперь для некоторых
g ∈ G и q ∈ P′ имеет место включение gq ∈ Ki+1, то g ∈ Ki ввиду P′-изолированно-
сти подгруппы Ki. Поэтому определен элемент gϕ−1 и (gϕ−1)q ∈ Hi+1. Из последнего
включения ввиду P′-изолированности подгруппы Hi+1 вытекает, что gϕ−1 ∈ Hi+1

и g ∈ Ki+1. Таким образом, подгруппа Ki+1 также P′-изолирована в группе G.

2. Пусть для некоторого i > n справедливо включение Q 6 Hi ∩Ki. Тогда

Q 6 Hi+1 = Hi ∩Ki, Qϕ 6 Hi+1ϕ = Ki+1

и, так как Qϕ = Q, то Q 6 Hi+1 ∩Ki+1.

3. Пусть для некоторого i > 1 семейство C∗(G) содержит подгруппы Hi и Ki. То-
гда согласно предложению 1.3.4 Hi+1 = Hi∩Ki ∈ C∗(G). Так как класс C замкнут от-
носительно взятия подгрупп, то Hi+1 ∈ C∗(Hi) и из равенств Hiϕ = Ki, Hi+1ϕ = Ki+1

следует, что Ki+1 ∈ C∗(Ki). Значит, фактор-группа G/Ki+1 представляет собой рас-
ширение C-группы Ki/Ki+1 при помощи C-группы G/Ki и в силу замкнутости клас-
са C относительно взятия расширений Ki+1 ∈ C∗(G). �

Доказательство теоремы 4.1.1. Необходимость. В силу предложения 4.6.1
группа Gn−1 = HNN(G,Hn, Kn, ϕ) C-аппроксимируема. Так какHn = Hn+1 = Hn∩Kn,
то Hn 6 Kn и согласно предложению 4.3.5, применяемому к группе Gn−1, Hn = Kn.
C-аппроксимируемость подгруппы E вытекает из C-аппроксимируемости группы G

и замкнутости класса C относительно взятия подгрупп.
Из предложения 4.3.4 следует, что семейство C∗∩(G,H,K, ϕ) является (H,K)-

фильтрацией. Согласно предложению 4.3.2 C∗∩(G,H,K, ϕ) ⊆ C∗(G) и потому семей-
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ство C∗(G) также оказывается (H,K)-фильтрацией. Последнее означает, что под-
группы H и K C-отделимы в группе G и в силу предложения 1.3.7 P(C)′-изолирова-
ны в этой группе.

Достаточность. Поскольку

Hn+1 = Hn = Kn, Kn+1 = Hn+1ϕ = Hnϕ = Kn,

группа Kn = HNN(Kn, Hn+1, Kn+1, ϕ) представляет собой расщепляемое расшире-
ние группы Kn при помощи бесконечной циклической группы, порожденной эле-
ментом t. Поэтому отображение порождающих группы Kn в соответствующие им
элементы группы G продолжаемо до инъективного гомоморфизма, переводящего Kn

на E. Следовательно, группа Kn C-аппроксимируема и по предложению 4.3.4 семей-
ство C∗∩(Kn, Hn+1, Kn+1, ϕ) является фильтрацией. Поскольку Hn+1 = Kn = Kn+1,
это семейство в действительности оказывается (Hn+1, Kn+1)-фильтрацией, а, значит,
и сильной (Hn+1, Kn+1)-фильтрацией, так как согласно предложению 4.3.1 оно за-
мкнуто относительно конечных пересечений. В силу предложения 4.3.3

C∗∩(Kn, Hn+1, Kn+1, ϕ) = C∗n(Kn, Hn+1, Kn+1, ϕ)

и потому семейство C∗n(Kn, Hn+1, Kn+1, ϕ) также оказывается сильной (Hn+1, Kn+1)-
фильтрацией.

Поскольку класс C замкнут относительно взятия подгрупп, из C-аппроксими-
руемости группы G вытекает C-аппроксимируемость групп Ki (i > 0). Для любого
i∈{0, 1, . . . , n−1}подгруппа Pi+1 содержится в центреZ(Ki) группыKi, последний же
ввиду предложений 1.3.3 и 1.3.7 является C-отделимой и потому P(C)′-изолирован-
ной подгруппой этой группы. Следовательно, P(C)′-изолятор Xi = P(C)′-Is(Ki, Pi+1)

лежит в подгруппе Z(Ki) и согласно предложению 1.3.6 совпадает с множеством
P(C)′-Rt(Ki, Pi+1). Это означает, что фактор-группаXi/Pi+1 является периодической
P(C)′-группой.

Согласно условию для любого i ∈ {0, 1, . . . , n−1} группаKi C-регулярна по под-
группе Pi+1. Также по условию подгруппа Xi C-отделима в группе Ki, откуда ввиду
предложения 1.3.2 вытекает, что фактор-группаKi/Xi C-аппроксимируема. Наконец,
в силу предложения 4.6.2 подгруппыHi+1 иKi+1 P(C)′-изолированы в группе G, а по-
тому и в группеKi. Значит, мы можем последовательно применять предложение 4.5.4
к HNN-кортежам

(Ki, Hi+1, Ki+1, ϕ), i = n− 1, . . . , 1, 0,

получив в конечном итоге утверждение о том, что семейство C∗0(G,H,K, ϕ) является
сильной (H,K)-фильтрацией. Ввиду предложения 4.3.2 C∗0(G,H,K, ϕ)⊆C∗∩(G,H,K, ϕ).
Поэтому семейство C∗∩(G,H,K, ϕ) — (H,K)-фильтрация и группа G C-аппроксими-
руема в силу предложения 4.3.4. �

Доказательство теоремы 4.1.2. Так как группа G аппроксимируется клас-
сом C и этот класс замкнут относительно взятия подгрупп, то группа Kn также явля-
ется C-аппроксимируемой и по предложению 4.3.6 семейство C∗(Kn, Hn+1, Kn+1, ϕ) —
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(Hn+1, Kn+1)-фильтрация. Согласно предложению 4.3.1 данное семейство замкнуто
относительно конечных пересечений и потому оказывается сильной (Hn+1, Kn+1)-
фильтрацией. По условию для каждого i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} подгруппа Pi+1 C-от-
делима в группе Ki и, следовательно, фактор-группа Ki/Pi+1 C-аппроксимируема
в силу предложения 1.3.2. Полагая P равным множеству всех простых чисел и после-
довательно применяя предложение 4.5.4 к HNN-кортежам (Ki, Hi+1, Ki+1, ϕ) и под-
группам

Xi+1 = Pi+1 (i = n− 1, . . . , 1, 0),

получаем, что семейство C∗(G,H,K, ϕ) является сильной (H,K)-фильтрацией. Так
как по предложению 4.3.2 C∗(G,H,K, ϕ) = C∗∩(G,H,K, ϕ), то семейство C∗∩(G,H,K, ϕ)

тоже оказывается (H,K)-фильтрацией и группа G C-аппроксимируема в силу пред-
ложения 4.3.4. �

Доказательство теоремы 4.1.3. Утверждение I вытекает из теоремы 4.1.2.
Докажем утверждение II.

Пусть i > 0 — произвольное число. Покажем, что Ki/Pi+1 ∈ C.
Если Q 6 H ∩ K и Qϕ = Q, то согласно предложению 4.6.2 Q 6 Hi+1 ∩ Ki+1.

Следовательно, Q 6 Pi+1 и

G/Pi+1
∼= (G/Q)/(Pi+1/Q) ∈ C, Ki/Pi+1 ∈ C

в силу замкнутости класса C относительно взятия подгрупп и фактор-групп. Если же
H ∩Q = 1 = K ∩Q, то Ki ∩Q = 1 и

Ki/Pi+1
∼= Ki/Pi+1(Ki ∩Q) ∼= KiQ/Pi+1Q.

Поскольку Q 6 Pi+1Q, отсюда, как и выше, получаем, что KiQ/Pi+1Q ∈ C.
Таким образом, Ki/Pi+1 ∈ C. Поэтому подгруппа Pi+1 C-отделима и ввиду пред-

ложения 1.3.7 P(C)′-изолирована в группе Ki. Значит, Pi+1 = P(C)′-Is(Ki, Pi+1). За-
метим также, что если N ∈ C∗(Pi+1), то фактор-группа Ki/N является расшире-
нием C-группы Pi+1/N при помощи C-группы Ki/Pi+1 и в силу замкнутости клас-
са C относительно взятия расширений принадлежит данному классу. Следователь-
но, C∗(Pi+1) ⊆ C∗(Ki) и потому группа Ki C-регулярна по подгруппе Pi+1.

Таким образом, требуемое утверждение вытекает из теоремы 4.1.1, нужно лишь
заметить, что согласно предложению 4.3.6 подгруппы H и K C-отделимы в группе G
и ввиду предложения 1.3.7 P(C)′-изолированы в этой группе. �

Доказательство следствия 4.1.4. Поскольку подгруппаH конечна, для неко-
торого n > 1 должно выполняться равенство Hn = Hn+1 = Hn∩Kn. Отсюда Hn 6 Kn

и, так как подгруппы Hn, Kn конечны и изоморфны, то Hn = Kn. C-аппрокси-
мируемость группы G в силу предложения 1.3.4 влечет существование подгруппы
Q ∈ C∗(G), удовлетворяющей условию H ∩ Q = 1 = K ∩ Q. Поэтому утверждение I
следует из теоремы 4.1.3. Докажем утверждение II.

Поскольку подгруппа Hn конечна, порядок q ограничения на нее изоморфиз-
ма ϕ также конечен. Так как H ∩ Q = 1, то подгруппа Hn вкладывается в C-груп-
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пу G/Q и в силу замкнутости класса C относительно взятия подгрупп принадлежит
данному классу. Значит, согласно предложению 4.3.9 подгруппа E = sgp{Hn, t} груп-
пы G C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда q является P(C)-числом. Если
H = G = K, то G = E и требуемое утверждение доказано. В противном случае ввиду
конечности и изоморфности подгрупп H и K неравенства G 6= H и G 6= K выполня-
ются одновременно и утверждение следствия вытекает из теоремы 4.1.3. �

Доказательство следствия 4.1.5. I. Необходимость утверждения обеспечи-
вается предложением 4.3.7 и замкнутостью класса C относительно взятия подгрупп,
достаточность — теоремой 4.1.3.

II. Необходимость. В силу предложений 4.3.7 и 4.6.2 существует подгруппа
Q ∈ C∗(G) такая, что Qϕ = Q и Q 6 Hi ∩ Ki для всех i > 1. Поскольку класс C
состоит из конечных групп, подгруппа Q имеет конечный индекс в группе G и, стало
быть, для некоторого n выполняется равенство Hn = Hn+1. Так как класс C замкнут
относительно взятия подгрупп, то группа G C-аппроксимируема. Поэтому справед-
ливость условий 2 и 3 вытекает из теоремы 4.1.3. Поскольку

G/H ∼= (G/Q)/(H/Q), G/K ∼= (G/Q)/(K/Q),

условие 1 следует из замкнутости класса C относительно взятия фактор-групп.

Достаточность. В силу предложения 4.6.2 для любого i > 1 справедливы вклю-
чения Hi ∈ C∗(G) иKi ∈ C∗(G). Значит, Hn ∈ C∗(G), Hn 6 H∩K и Hnϕ = Hn. Так как
группа E C-аппроксимируема, то ввиду замкнутости класса C относительно взятия
подгрупп им аппроксимируется и подгруппа Hn. Следовательно, группа G представ-
ляет собой расширение C-аппроксимируемой группы Hn при помощи C-группы G/Hn

и потому аппроксимируется классом C согласно предложению 1.4.8. Таким образом,
C-аппроксимируемость группы G вытекает из теоремы 4.1.3. �
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Глава 5. Аппроксимируемость обобщенных групп
Баумслага–Солитэра

§ 5.1. Необходимые определения

Как уже было отмечено во введении, обобщенной группой Баумслага–Солитэ-
ра или GBS-группой называют фундаментальную группу конечного связного графа
групп, все вершинные и реберные группы которого являются бесконечными цикличе-
скими. В связи с приведенным определением имеет смысл напомнить, что (обычная)
группа Баумслага–Солитэра — это HNN-расширение бесконечной циклической груп-
пы, т. е. группа с представлением вида

BS(m,n) = 〈a, b; a−1bma = bn〉,

где m и n — ненулевые целые числа. Ввиду попарной изоморфности групп BS(m,n),
BS(n,m) и BS(−m,−n) можно считать, что числаm и n удовлетворяют неравенствам
|n| > m > 0.

Заметим, что если

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
—

некоторый граф групп, все его вершинные и реберные группы являются бесконеч-
ными циклическими и зафиксированы их порождающие gv (v ∈ V) и he (e ∈ E),
то гомоморфизм ϕεe (e ∈ E , ε = ±1) однозначно определяется числом λ(εe) ∈ Z \ {0}
таким, что gλ(εe)

e(ε) = heϕεe. Поэтому вместо графа групп G(Γ) можно рассматривать
граф с метками L(Γ), который получается из Γ путем сопоставления концам каждо-
го ребра e ∈ E ненулевых целых чисел λ(+e) и λ(−e). Группу π1(G(Γ)) в таком случае
будем называть фундаментальной группой графа с метками L(Γ) и обозначать че-
рез π1(L(Γ)). Понятно, что каждая GBS-группа представляет собой фундаменталь-
ную группу некоторого конечного связного графа с метками и наоборот, каждый
граф с метками над непустым конечным связным графом Γ определяет некоторую
GBS-группу.

Граф L(Γ) называется редуцированным, если каждое не являющееся петлей реб-
ро имеет метки, отличные от ±1 [113, с. 224]. Заметим, что любая GBS-группа может
быть задана редуцированным графом с метками.

В самом деле, пусть граф L(Γ) не является редуцированным, т. е. в нем имеет-
ся ребро e, не являющееся петлей и такое, что |λ(εe)| = 1 для некоторого ε = ±1.
Выберем остовное дерево в графе Γ содержащим ребро e. Тогда в группе π1(L(Γ))

справедливо равенство ge(ε) = g
λ(εe)λ(−εe)
e(−ε) и, значит, порождающий ge(ε) может быть
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исключен из ее представления. В графе L(Γ) этой операции соответствует стяги-
вание ребра e с предварительным умножением всех меток вокруг вершины e(ε)

на λ(εe)λ(−εe). Такое преобразование графа L(Γ) называется элементарным схло-
пыванием (см. [147, с. 480]). Если граф Γ конечен, то граф L(Γ) всегда может быть
приведен к редуцированной форме путем выполнения конечного числа элементар-
ных схлопываний.

С этого момента и до конца главы будем считать, что Γ — непустой конечный
связный граф,L(Γ)—некоторый граф с метками λ(εe) (e∈ E, ε= ±1) иG = π1(L(Γ))—
соответствующая ему GBS-группа с вершинными группами Gv = 〈gv〉 (v ∈ V) и ре-
берными подгруппами Hεe =

〈
g
λ(εe)
e(ε)

〉
(e ∈ E , ε = ±1).

Группа G называется элементарной, если она изоморфна BS(1, 1), BS(1,−1)

или бесконечной циклической группе [148, с. 6]. Известно, что GBS-группа разреши-
ма, если она элементарна или изоморфна BS(1, q), где q 6= ±1 [104].

Элемент a ∈ G называется эллиптическим, если он сопряжен с элементом неко-
торой вершинной группы. Если группа G не является элементарной, то эллиптич-
ность элемента не зависит от выбора графа L(Γ), задающего группу G, множество
эллиптических элементов инвариантно относительно автоморфизмов группыG и лю-
бые два эллиптических элемента a, b ∈ G\{1} соизмеримы, т. е. 〈a〉∩〈b〉 6= 1 [147, лем-
ма 2.1, следствие 2.2]. Это позволяет определить отображение ∆ группы G в муль-
типликативную группу Q∗ поля рациональных чисел следующим образом.

Пусть g ∈ G — произвольный элемент. Выберем некоторый неединичный эллип-
тический элемент a. Тогда элемент g−1ag также является эллиптическим и потому
найдутся ненулевые числа m и n такие, что g−1amg = an. Положим ∆(g) = n/m.

Это определение не зависит от выбора элемента a и чиселm, n [144]. Построенное
отображение ∆ называется модулярным гомоморфизмом группы G. Обозначение ∆

далее будет использоваться без специальных пояснений.
Циклическим радикалом C(G) группы G называется наибольшая циклическая

нормальная подгруппа этой группы. Циклический радикал существует, если груп-
па G не изоморфна BS(1, 1) или BS(1,−1) [105, с. 1808].

§ 5.2. Формулировка результатов

Для начала приведем одно известное утверждение об аппроксимируемости (обыч-
ных) групп Баумслага–Солитэра, поскольку оно дополняет результаты настоящей
главы и используется при доказательстве некоторых из них.

Теорема 5.2.1. [71] Пусть C — корневой класс групп, состоящий только из пе-
риодических групп и замкнутый относительно взятия фактор-групп. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения.

1. Если 1 < m < |n|, то группа BS(m,n) не является C-аппроксимируемой.
2. Группа BS(m,m) C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда m явля-

ется P(C)-числом.
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3. Группа BS(m,−m) C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда m явля-
ется P(C)-числом и 2 ∈ P(C).

4. Группа BS(1, n), где |n| 6= 1, C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда
существует число p ∈ P(C), не делящее n и такое, что порядок образа n+pZ числа n
в мультипликативной группе вычетов по модулю p является P(C)-числом.

Отметим, что в действительности теорема 5.2.1 верна для любого корневого
класса C, состоящего из периодических групп (см. предложение 6.4.1 ниже). Поэтому
в сочетании с ней приводимая далее теорема 5.2.2 дает критерий аппроксимируемо-
сти таким классом произвольной GBS-группы.

Теорема 5.2.2. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только из пе-
риодических групп, группа G не является разрешимой и задающий ее граф L(Γ)

редуцирован. Тогда справедливы следующие утверждения.
1. Если Im ∆ = {1}, то группа G C-аппроксимируема тогда и только тогда,

когда все метки графа L(Γ) являются P(C)-числами.
2. Если Im ∆ = {1,−1}, то группа G C-аппроксимируема тогда и только тогда,

когда все метки графа L(Γ) являются P(C)-числами и 2 ∈ P(C).
3. Если Im ∆ * {1,−1}, то группа G не является C-аппроксимируемой.

Теорема 5.2.3. Пусть C — корневой класс групп, содержащий хотя бы одну
непериодическую группу. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если группа G элементарна, то она является C-группой без кручения.
2. Пусть группа G не является элементарной и Q — подкольцо поля Q, порож-

денное множеством Im ∆. Если аддитивная группа кольца Q принадлежит клас-
су C, то группа G аппроксимируется C-группами без кручения. В частности, если
Im ∆ ⊆ {1,−1} или класс C замкнут относительно взятия фактор-групп, то груп-
па G аппроксимируется C-группами без кручения.

Так как классы всех конечных групп, конечных разрешимых групп и всех разре-
шимых групп являются корневыми и замкнуты относительно взятия фактор-групп,
то непосредственно из теорем 5.2.1–5.2.3 вытекают следующие два утверждения.

Следствие 5.2.4. Приводимые далее утверждения равносильны.
1. Группа G финитно аппроксимируема.
2. Группа G аппроксимируется конечными разрешимыми группами.
3. Либо группаGразрешима,либо она не является элементарной и Im∆⊆{1,−1}.

Следствие 5.2.5. Произвольная GBS-группа аппроксимируется разрешимыми
группами без кручения.

Отметим, что теорема 5.2.2 и следствия 5.2.4, 5.2.5 усиливают и обобщают тео-
рему 1 из [108], следствие 7.7 из [148] и следствие 3 из [175] соответственно.
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§ 5.3. Некоторые свойства GBS-групп

Предложение 5.3.1. [148, предложения 7.5, 7.11] Пусть группа G не является
разрешимой, n/m — несократимая дробь, принадлежащая Im ∆ и отличная от 1.
Тогда группа G содержит подгруппу, изоморфную BS(m,n).

Предложение 5.3.2. [148, лемма 7.6] Если неразрешимая группа G содержит
подгруппу, изоморфную BS(1, n), где |n| 6= 1, то в ней имеется подгруппа, изоморф-
ная BS(q, qn), где q — некоторое простое число.

Предложение 5.3.3. Пусть граф Γ является деревом, I — непустое конечное
множество индексов, представляющее собой объединение множества

{
(e, ε) | e ∈ E ,

ε = ±1
}

и некоторого непересекающегося с ним множества J . Пусть также
Σ = {Hi | i ∈ I} — семейство подгрупп групп Gv (v ∈ V) и ν : I → V — функция
такие, что для любого i ∈ I 1 6= Hi 6 Gν(i) и, если i = (e, ε) для некоторых e ∈ E ,
ε = ±1, то Hi = Hεe и ν(i) = e(ε). Пусть, наконец, K =

⋂
i∈I Hi и χ(i) = [Gν(i) : Hi].

Тогда справедливы следующие утверждения.
1. K 6

⋂
v∈V Gv и потому определены числа µ(v) = [Gv : K] (v ∈ V).

2. K 6= 1 и потому все числа µ(v) (v ∈ V) конечны.
3. Наименьшее общее кратное µ чисел µ(v) (v ∈ V) делит

∏
i∈I χ(i).

Доказательство. 1. Заметим, что V = {ν(i) | i ∈ I}. В самом деле, если граф Γ

состоит из одной вершины v, то v = ν(i) для всех i ∈ I и требуемое равенство
обеспечивается непустотой множества I. В противном случае каждая вершина v ∈ V
инцидентна хотя бы одному ребру e ∈ E и, следовательно, существует такое ε = ±1,
что v = e(ε) = ν(i), где i = (e, ε) ∈ I. Отсюда

K =
⋂
i∈I

Hi 6
⋂
i∈I

Gν(i) =
⋂
v∈V

Gv,

что и требовалось.

2. Положим
H =

⋂
v∈V

Gv

и покажем, используя индукцию по числу вершин в графе Γ, что H — бесконечная
циклическая подгруппа. Если граф Γ содержит только одну вершину v, то H = Gv

и требуемое утверждение очевидно. Поэтому будем считать далее, что в графе Γ

имеется более одной вершины и, следовательно, E 6= ∅.
Пусть f ∈ E — произвольное ребро. Так как Γ — дерево, то граф Γ− f , получа-

ющийся из Γ путем удаления ребра f , имеет в точности две компоненты связности.
Для каждого ε = ±1 обозначим через Γε ту компоненту связности, которая содержит
вершину f(ε), и через Vε множество вершин дерева Γε. По индуктивному предполо-
жению для любого ε = ±1 подгруппа

Hε =
⋂
v∈Vε

Gv
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является бесконечной циклической и потому Hε ∩ Hεf 6= 1 как пересечение двух
нетривиальных подгрупп группы Gf(ε).

В силу предложения 1.2.1 свободное произведение групп Gf(1) и Gf(−1) с объ-
единенными подгруппами H+f и H−f вкладывается в группу G посредством тож-
дественного отображения образующих. Поэтому по теореме 4.4.3 из [39] в группе G

справедливы равенства H+f = Gf(1) ∩Gf(−1) = H−f . Следовательно,

H = H1 ∩H−1 = (H1 ∩Gf(1)) ∩ (H−1 ∩Gf(−1)) = (H1 ∩H+f ) ∩ (H−1 ∩H−f ),

т. е. подгруппа H представляет собой пересечение двух нетривиальных подгрупп
бесконечной циклической группы H+f = H−f , что и требовалось.

Итак, H 6= 1 и потому Hi∩H — бесконечная циклическая подгруппа группы Gν(i)

для любого i ∈ I. Как уже было отмечено выше, V = {ν(i) | i ∈ I}, следовательно,

K =
⋂
i∈I

(Hi ∩Gν(i)) =
⋂
i∈I

(Hi ∩H).

Поскольку все подгруппы Hi ∩H (i ∈ I) лежат в H и множество I конечно, отсюда
вытекает, что K 6= 1.

3. Снова воспользуемся индукцией по числу вершин в графе Γ. Если Γ содержит
лишь одну вершину v, то µ = µ(v) = [Gv : K], χ(i) = [Gv : Hi] и требуемое утвержде-
ние вытекает из соотношения[

Gv :
⋂
i∈I

Hi

] ∣∣∣ ∏
i∈I

[Gv : Hi].

Поэтому далее будем считать, что в графе Γ имеется по крайней мере две вершины.
Как и выше, выберем произвольное ребро f ∈ E и обозначим через Γε (ε = ±1)

компоненту связности графа Γ − f , содержащую вершину f(ε). Пусть также Vε —
множество вершин дерева Γε,

Iε =
{
i | i ∈ I, ν(i) ∈ Vε

}
,

Kε =
⋂
i∈Iε

Hi, pε =
∏
i∈Iε

χ(i).

Тогда ∏
i∈I

χ(i) = p1p−1

и в группе G справедливо равенство K = K1 ∩K−1.
Ввиду определения отображения ν множество индексов Iε содержит пару (f, ε)

и потому непусто. Легко видеть также, что дерево Γε, множество Iε, семейство
Σε = {Hi | i ∈ Iε} и функция νε = ν|Iε удовлетворяют всем условиям предложе-
ния. Поэтому в силу доказанного выше числа µε(v) = [Gv : Kε] (v ∈ Vε) определены
и конечны, а их наименьшее общее кратное µε по индуктивному предположению
делит pε.

Так как K1 6 H+f , K−1 6 H−f и ввиду отмеченного ранее в группе G выполня-
ются соотношения H+f = Gf(1) ∩Gf(−1) = H−f , то K1K−1 6 Gf(1) ∩Gf(−1) и

[K1K−1 : Kε] | [Gf(ε) : Kε] = µε(f(ε)) | µε
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для каждого ε = ±1. Поэтому для любых ε = ±1, v ∈ Vε имеем

µ(v) = [Gv : K] = [Gv : Kε][Kε : Kε ∩K−ε] =

= [Gv : Kε][KεK−ε : K−ε] | µεµ−ε | p1p−1.

Следовательно, наименьшее общее кратное чисел µ(v) (v ∈ V = V1∪V−1) также делит
произведение p1p−1. �

Если заменить порождающий некоторой вершинной группы Gv (v ∈ V) на об-
ратный к нему, то в графе L(Γ) все метки вокруг соответствующей вершины из-
менят знак. Аналогично замена порождающего некоторой реберной группы обрат-
ным приводит к изменению знаков меток на концах данного ребра. Перечисленные
замены порождающих определяют автоморфизмы группы G и потому соответству-
ющие им преобразования графа L(Γ) называются допустимыми изменениями зна-
ков [147, с. 479]. Если зафиксировано некоторое остовное дерево T в графе Γ, то, при-
меняя подходящие допустимые изменения знаков, можно сделать все метки на кон-
цах ребер дерева T положительными. В этом случае будем говорить, что граф L(Γ)

является T -положительным.
Всюду далее, если Γ′ — подграф графа Γ, то через L(Γ′) будем обозначать граф

с метками, концам ребер которого сопоставлены те же метки, что и в графе L(Γ).

Предложение 5.3.4. Пусть группа G не является элементарной, T — неко-
торое остовное дерево в графе Γ, ET — множество ребер дерева T и

K =
⋂
e∈E
ε=±1

Hεe.

Тогда справедливы следующие утверждения.
1. K 6

⋂
v∈V Gv и потому определены числа µ(v) = [Gv : K] (v ∈ V).

2. K 6= 1 и потому все числа µ(v) (v ∈ V) конечны.
3. Наименьшее общее кратное µ чисел µ(v) (v ∈ V) делит произведение∏

e∈E
ε=±1

λ(εe).

4. Если граф L(Γ) является T -положительным, то g
µ(v)
v = g

µ(w)
w для любых

вершин v, w ∈ V и

λ(+e)/µ(e(1)) = λ(−e)/µ(e(−1))

для любого ребра e ∈ ET .
5. Если Im ∆ ⊆ {1,−1}, то подгруппа K нормальна в группе G и ее централи-

затор в этой группе совпадает с ∆−1(1).
6. Если Im ∆ ⊆ {1,−1} и τ — такой гомоморфизм группы G, что ker τ∩Gv = K

для всех v ∈ V , то подгруппа ker τ представляет собой расширение группы K при по-
мощи некоторой свободной группы.

7. Если Im ∆ ⊆ {1,−1} и граф L(Γ) редуцирован, то подгруппа K совпадает
с циклическим радикалом C(G) группы G.
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Доказательство. 1, 2, 3. Так как группа G представляет собой HNN-расшире-
ние древесного произведения π1(L(T )) и все группы Gv (v ∈ V) содержатся в груп-
пе π1(L(T )), то утверждения 1–3 получаются путем применения предложения 5.3.3
к дереву T , группе π1(L(T )), множеству

I =
{

(e, ε) | e ∈ ET , ε = ±1
}
∪
{

(e, ε) | e ∈ E \ ET , ε = ±1
}
,

семейству
Σ =

{
Hεe | e ∈ E , ε = ±1

}
и функции ν : I → V — такой, что ν(e, ε) = e(ε). Следует лишь заметить, что по-
скольку группа G не является элементарной, множества E и I непусты. Кроме того,
из утверждения 3 предложения 5.3.3 вытекает соотношение

µ
∣∣∣ ∏
e∈E
ε=±1

|λ(εe)|,

равносильное требуемому.

4. Воспользуемся индукцией по длине пути, соединяющего вершины v и w в де-
реве T . Если v = w, утверждение очевидно, поэтому будем считать, что указанный
путь содержит ребро e, соединяющее вершину v с некоторой вершиной u (возможно,
совпадающей с w). Пусть также, для определенности, e(1) = v и e(−1) = u.

По индуктивному предположению g
µ(u)
u = g

µ(w)
w . Поскольку e ∈ ET , в группе G

справедливы соотношения gλ(+e)
v = g

λ(−e)
u и H+e = H−e. Отсюда следует, что для неко-

торого k > 1 имеют место равенства [H+e : K] = k = [H−e : K]. Так как граф L(Γ)

является T -положительным, то

[Gv : H+e] = λ(+e), [Gu : H−e] = λ(−e).
Значит,

µ(v) = [Gv : K] = [Gv : H+e][H+e : K] = λ(+e)k,

µ(u) = [Gu : K] = [Gu : H−e][H−e : K] = λ(−e)k
и

gµ(v)
v = gλ(+e)k

v = gλ(−e)k
u = gµ(u)

u = gµ(w)
w .

Поскольку вершины v и w были выбраны произвольно, отсюда вытекает также, что

λ(+e)/µ(e(1)) = λ(−e)/µ(e(−1))

для любого ребра e ∈ ET .

5. Пусть x — порождающий подгруппы K. Очевидно, что [x, gv] = 1 для каждой
вершины v ∈ V . Если e ∈ E\ET , то ввиду эллиптичности элемента x существует число
n > 1 такое, что t−1

e xnte = x∆(te)n. Поскольку Im ∆ ⊆ {1,−1}, элементы t−1
e xte, x∆(te)

принадлежат подгруппе H−e и последняя является бесконечной циклической, отсюда
вытекает, что t−1

e xte = x∆(te). Следовательно, подгруппа K нормальна в группе G.
Если g ∈ G — произвольный элемент, то ввиду нормальности подгруппыK спра-

ведливо включение g−1xg ∈ K, из которого вытекает, что g−1xg = x∆(g). Таким об-
разом, [g, x] = 1 тогда и только тогда, когда ∆(g) = 1.
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6. Так как K 6 ker τ , то отображение τ : G/K → Im τ , переводящее смежный
класс gK (g ∈ G) в элемент gτ , корректно определено и является сюръективным го-
моморфизмом. Из равенств ker τ ∩ Gv = K (v ∈ V) следует, что ker τ ∩ Gv/K = 1

для всех v ∈ V . Легко видеть, что группа G/K представляет собой фундаментальную
группу графа групп, в котором вершине v ∈ V сопоставлена группа Gv/K, а реб-
ру e ∈ E — группа He/Ke, где Ke = Kϕ−1

+e = Kϕ−1
−e, и гомоморфизмы, индуциро-

ванные гомоморфизмами ϕ+e и ϕ−e. Поэтому согласно предложению 1.2.4 ker τ —
свободная группа. Из определения гомоморфизма τ легко следует также, что прооб-
раз подгруппы ker τ относительно естественного гомоморфизма G→ G/K совпадает
с подгруппой ker τ . Таким образом, подгруппа ker τ представляет собой расширение
группы K при помощи свободной группы ker τ .

7. Пусть

H =
⋂
v∈V

Gv.

Согласно лемме 5 из [105] C(G) 6 H. Покажем, что для каждого элемента h ∈ H \K
найдется элемент g ∈ G такой, что g−1hg /∈ H. Это будет означать, что K — наи-
большая подгруппа H, нормальная в группе G, и потому K = C(G).

Пусть h ∈ H \ K — произвольный элемент. Как уже было отмечено при дока-
зательстве предложения 5.3.3, для любого ребра e ∈ ET в группе G выполняются
равенства H+e = Ge(1) ∩Ge(−1) = H−e. Если ET 6= ∅, то каждая вершина графа Γ ин-
цидентна некоторому ребру e ∈ ET и потому

H =
⋂
e∈ET
ε=±1

Hεe.

Значит, h /∈ Hεe для некоторых e ∈ E \ ET , ε = ±1. Очевидно, что последнее верно
и в случае, когда граф Γ содержит только одну вершину и ET = ∅. Но тогда в груп-
пе G, рассматриваемой как HNN-расширение с проходной буквой te, элемент t−εe htεe
имеет приведенную запись длины 2 и, следовательно, не может принадлежать под-
группе H, содержащейся в базовой группе этого HNN-расширения. Таким образом,
tεe — искомый элемент. �

§ 5.4. Доказательства теорем 5.2.2 и 5.2.3

Предложение 5.4.1. Пусть группа G не является элементарной, T — неко-
торое остовное дерево в графе Γ и граф L(Γ) является T -положительным. Пусть
также

K =
⋂
e∈E
ε=±1

Hεe

и µ — наименьшее общее кратное чисел µ(v) = [Gv : K] (v ∈ V). Пусть, наконец,
Q — подкольцо поля Q, порожденное множеством Im ∆, Q+ — аддитивная группа
кольца Q, A — свободная абелева группа с базисом {aq | q ∈ Im ∆} и X — расщепля-

136



емое расширение группы Q+ при помощи группы A такое, что автоморфизм âq|Q+

представляет собой умножение на q. Тогда отображение образующих группы G

в группу X, определенное следующим образом:

gv 7→ µ/µ(v) (v ∈ V), te 7→ a∆(te) (e ∈ E \ ET ),

задает гомоморфизм группы G в группу X.

Доказательство. Продолжим указанное отображение образующих до отобра-
жения слов σ и покажем, что последнее переводит все определяющие соотношения
группы G в равенства, верные в группе X.

Если e — произвольное ребро дерева T , то согласно предложению 5.3.4

λ(+e)/µ(e(1)) = λ(−e)/µ(e(−1))

и
g
λ(+e)
e(1) σ = λ(+e)µ/µ(e(1)) = λ(−e)µ/µ(e(−1)) = g

λ(−e)
e(−1)σ.

Пусть ребро e ∈ E не принадлежит дереву T . По предложению 5.3.4 в группе G спра-
ведливо равенство gµ(e(1))

e(1) = g
µ(e(−1))
e(−1) ; обозначим для краткости этот элемент через g.

Так как g — эллиптический элемент и

t
−1
e g

λ(+e)µ/µ(e(1))
te = t

−1
e g

λ(+e)µ
e(1) te = g

λ(−e)µ
e(−1) = g

λ(−e)µ/µ(e(−1))
,

то
∆(te) =

(
λ(−e)µ/µ(e(−1))

) / (
λ(+e)µ/µ(e(1))

)
.

Отсюда(
t
−1
e g

λ(+e)
e(1) te

)
σ =

(
λ(+e)µ/µ(e(1))

)
·∆(te) = λ(−e)µ/µ(e(−1)) =

(
g
λ(−e)
e(−1)

)
σ. �

Предложение 5.4.2. Пусть группа G не является элементарной, T — неко-
торое остовное дерево в графе Γ и граф L(Γ) является T -положительным. Пусть
также Im ∆ ⊆ {1,−1},

K =
⋂
e∈E
ε=±1

Hεe

и µ — наименьшее общее кратное чисел µ(v) = [Gv : K] (v ∈ V). Тогда найдется
свободная группа F такая, что G является (F×Z)-by-Zµ-группой (т. е. расширени-
ем прямого произведения группы F и бесконечной циклической группы при помощи
циклической группы порядка µ), если Im ∆ = {1}, и ((F × Z)-by-Zµ)-by-Z2-группой,
если Im ∆ = {1,−1}.

Доказательство. Пусть Q, X и σ : G→ X — подкольцо, группа и гомоморфизм
из предложения 5.4.1, ET — множество ребер дерева T . Так как Im ∆ ⊆ {1,−1},
то Q = Z. Поэтому группа X имеет представление〈

x, a1; [x, a1] = 1
〉
,

если Im ∆ = {1}, и〈
x, a1, a−1; [x, a1] = [a1, a−1] = 1, a−1

−1xa−1 = x−1
〉
,
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если Im ∆ = {1,−1} (здесь x обозначает порождающий аддитивной группы Q+ коль-
ца Q, равный 1).

Пусть Y — группа с представлением 〈x; xµ = 1〉, если Im ∆ = {1}, и〈
x, a−1; xµ = 1, a2

−1 = 1, a−1
−1xa−1 = x−1

〉
,

если Im ∆ = {1,−1}. Очевидно, что отображение σ может быть продолжено до гомо-
морфизма τ группы G в группу Y . Так как µ — наименьшее общее кратное чисел µ(v)

(v ∈ V), то наибольший общий делитель чисел µ/µ(v) (v ∈ V) равен 1 и, стало быть,
x ∈ Im τ . Если для каждого ребра e ∈ E \ ET справедливо равенство ∆(te) = 1,
то Im ∆ = {1}. Следовательно, если Im ∆ = {1,−1}, то найдется ребро e ∈ E \ ET та-
кое, что ∆(te) = −1 и потому teτ = a−1. Значит, Im τ = Y .

Так как Gvτ =
〈
xµ/µ(v)

〉
, то ker τ ∩ Gv = G

µ(v)
v = K для каждой вершины v ∈ V

и согласно предложению 5.3.4 подгруппа ker τ представляет собой расширение груп-
пы K при помощи некоторой свободной группы. Хорошо известно, что такое рас-
ширение расщепляемо, т. е. ker τ = KF , где F — некоторая свободная подгруппа
группы G и K ∩ F = 1. Остается показать, что [K,F ] = 1 и потому ker τ = K × F .

Если Im ∆ = {1}, то по предложению 5.3.4 подгруппа K центральна в группе G.
Пусть Im ∆ = {1,−1} и g ∈ ker τ — произвольный элемент. Так как гомоморфизм τ

переводит образующие
te (e ∈ E \ ET , ∆(te) = −1) (1)

в a−1, а образующие

gv (v ∈ V), te (e ∈ E \ ET , ∆(te) = 1) — (2)

в элементы подгруппы 〈x〉, то количество вхождений образующих первого типа и об-
ратных к ним в запись элемента g должно быть четно. Поскольку сопряжение под-
группы K элементом вида (1) представляет собой автоморфизм этой подгруппы по-
рядка 2, а все элементы вида (2) содержатся в централизаторе данной подгруппы,
получаем, что g также принадлежит централизатору K. Следовательно, подгруп-
па K центральна в ker τ и [K,F ] = 1. �

Доказательство теоремы 5.2.2. 1, 2. Необходимость. Зафиксируем произ-
вольное ребро e ∈ E и покажем, что λ(+e) и λ(−e) — P(C)-числа.

Если ребро e не является петлей, то |λ(+e)| 6= 1 6= |λ(−e)| в силу редуцирован-
ности графа L(Γ), задающего группу G. Если e — петля, то |λ(+e)| = |λ(−e)| ввиду
условия Im ∆ ⊆ {1,−1} и, так как единица — P(C)-число, то снова можно считать,
что |λ(+e)| 6= 1 6= |λ(−e)|. Согласно предложению 1.2.2 группа G содержит подгруп-
пу P , изоморфную свободному произведению групп Ge(1) и Ge(−1) с объединенными
подгруппами H+e и H−e. Так как

[Ge(1) : H+e] = |λ(+e)| 6= 1 6= |λ(−e)| = [Ge(−1) : H−e],

то, применяя теорему 2.7.1 к группе P , получаем, что подгруппа H+e C-отделима
в группе Ge(1) и подгруппа H−e C-отделима в группе Ge(−1). Отсюда и из предло-
жения 1.3.7 следует, что указанные подгруппы P(C)′-изолированы в группах Ge(1)
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и Ge(−1) соответственно. Значит, метки λ(+e) и λ(−e) являются P(C)-числами, как
и требовалось.

Предположим теперь, что Im ∆ = {1,−1}, и обозначим через D класс всех пе-
риодических P(C)-групп конечного периода. Согласно предложению 5.3.1 группа G

содержит подгруппу H, изоморфную BS(1,−1). Ввиду предложения 1.4.6 справедли-
во включение C ⊆ D и потому подгруппа H D-аппроксимируема. Поскольку класс D
является корневым и замкнут относительно взятия фактор-групп, отсюда и из тео-
ремы 5.2.1 следует, что 2 ∈ P(D). Остается заметить, что P(D) = P(C).

Достаточность. Выберем некоторое остовное дерево T в графе Γ и приведем
граф с метками L(Γ), задающий группу G, к T -положительной форме. Понятно, что
в результате все метки по-прежнему будут являться P(C)-числами. Пусть

K =
⋂
e∈E
ε=±1

Hεe

и µ — наименьшее общее кратное чисел µ(v) = [Gv : K] (v ∈ V). В силу предложе-
ния 5.3.4 µ — P(C)-число и по предложению 1.4.5 циклическая группа порядка µ

принадлежит классу C. Если 2 ∈ P(C), то согласно тому же предложению класс C со-
держит группу порядка 2. По предложению 5.4.2 для некоторой свободной группы F

группа G является (F ×Z)-by-Zµ-группой, если Im ∆ = {1}, и ((F ×Z)-by-Zµ)-by-Z2-
группой, если Im ∆ = {1,−1}. Значит, она аппроксимируется классом C в силу пред-
ложений 1.4.8 и 1.4.9.

3. Согласно предложению 1.4.5 класс C содержит класс FSP(C) конечных раз-
решимых P(C)-групп. Легко видеть, что последний является корневым и замкнут
относительно взятия фактор-групп. Так как Im ∆ * {1,−1}, то согласно предложе-
ниям 5.3.1 и 5.3.2 в группе G имеется подгруппа H, изоморфная группе BS(m,n),
где 1 < m < |n|. В силу теоремы 5.2.1 указанная подгруппа не аппроксимируется
классом FSP(C), а, значит, и классом C. Следовательно, группа G также не являет-
ся C-аппроксимируемой. �

Доказательство теоремы 5.2.3. 1. Так как класс C содержит хотя бы одну
непериодическую группу и замкнут относительно взятия подгрупп и расширений,
то ему принадлежат бесконечная циклическая группа и оба ее расширения при по-
мощи бесконечной циклической группы. Поэтому каждая элементарная GBS-группа
является C-группой без кручения.

2. Выберем некоторое остовное дерево T в графе Γ и приведем граф с метка-
ми L(Γ), задающий группу G, к T -положительной форме. Так как фундаментальные
группы исходного и модифицированного графов с метками изоморфны, то подколь-
цо Q остается при указанном преобразовании неизменным и, следовательно, Q+ ∈ C.

Пусть A, X и σ : G→ X — группы и гомоморфизм из формулировки предложе-
ния 5.4.1. Согласно своему определению σ действует инъективно на всех вершинных
группах. Поэтому в силу предложения 1.2.4 kerσ — свободная группа.
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Согласно предложению 1.4.7 справедливо включение A ∈ C. Отсюда и из замк-
нутости класса C относительно взятия расширений вытекает, что Imσ ∈ C. Следо-
вательно, группа G C-аппроксимируема в силу предложения 1.4.8. Остается заме-
тить, что группа Q+ является гомоморфным образом свободной абелевой группы
счетного ранга, принадлежащей классу C ввиду предложения 1.4.7. Поэтому, ес-
ли данный класс замкнут относительно взятия фактор-групп, то Q+ ∈ C. Если же
Im ∆ ⊆ {1,−1}, то Q+ — бесконечная циклическая группа, принадлежащая классу C
ввиду отмеченного выше. �

140



Глава 6. Отделимость подгрупп

§ 6.1. Классы C-ограниченных абелевых, нильпотентных
и разрешимых групп

Всюду в этой главе будем предполагать, что C — некоторый корневой класс
групп, состоящий только из периодических групп.

В [43] А. И. Мальцев изучал вопрос о том, какие условия нужно наложить на раз-
решимую группу для того, чтобы в ней все подгруппы были финитно отделимы-
ми. Результатом этих исследований стало понятие ограниченной разрешимой груп-
пы, определение которого приводится ниже. Если вместо финитной рассматривается
отделимость указанным выше классом C, то в соответствии с предложением 1.3.7
на роль C-отделимых могут претендовать уже не какие угодно, а только P(C)′-изо-
лированные подгруппы. Поэтому естественным обобщением свойства финитной от-
делимости всех подгрупп оказывается свойство C-отделимости всех P(C)′-изолиро-
ванных подгрупп.

Известно, что если множество P(C) содержит не все простые числа, то разреши-
мая группа может не обладать последним свойством даже в относительно простых
случаях. Так, например, в [83] установлено, что каждая свободная разрешимая груп-
па ступени 2 содержит изолированную конечно порожденную подгруппу, не отдели-
мую классом Fp конечных p-групп для любого простого числа p. Из теоремы 5.2.1
и предложения 6.4.1 следует, что не имеющая кручения сверхразрешимая группа

BS(1,−1) = 〈a, b; a−1ba = b−1〉

аппроксимируется рассматриваемым классом C, только если 2 ∈ P(C), в то время как
ее единичная подгруппа всегда является P(C)′-изолированной. Дополнением этого
факта служит утверждение о том, что если сверхразрешимая группа Fp-аппрок-
симируема для некоторого нечетного простого числа p, то она нильпотентна [14].
Отметим также, что для произвольной полициклической группы критерий Fp-ап-
проксимируемости неизвестен.

В то же время оказывается, что для абелевых и нильпотентных групп предло-
женные А. И. Мальцевым условия и понятия допускают вполне естественные анало-
ги, позволяющие доказать равносильность C-отделимости и P(C)′-изолированности
для всех подгрупп. Указанные условия и определяемые ими классы абелевых, ниль-
потентных и разрешимых групп вводятся далее в этом параграфе, а отделимость
подгрупп в группах из перечисленных классов изучается в §§ 6.2 и 6.3.
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Если A — некоторая абелева группа, то все примарные компоненты ее перио-
дической части, соответствующие числам из множества P(C), будем для краткости
называть примарными P(C)-компонентами. Рассмотрим следующий набор условий:

(1) группа A имеет конечный ранг;
(2)C произвольная фактор-группа группы A не содержит p-квазициклических

подгрупп для любого числа p ∈ P(C);
(3)C в произвольной фактор-группе B группы A все примарные P(C)-компонен-

ты периодической части τ(B) имеют конечный период;
(4)C каждая примарная P(C)-компонента периодической части группы A име-

ет конечный период и мощность, не превосходящую мощности некоторой группы
из класса C;

(5)C в произвольной фактор-группе B группы A каждая примарная P(C)-ком-
понента периодической части τ(B) имеет конечный период и мощность, не превосхо-
дящую мощности некоторой C-группы;

(6)C в произвольной фактор-группе B группы A все примарные P(C)-компонен-
ты периодической части τ(B) конечны.

Предложение 6.1.1. Для любой абелевой группы A справедливы следующие
утверждения.

1. (2)C ⇒ (1).
2. (2)C ⇔ (3)C.
3. (3)C ∧ (4)C ⇔ (5)C.
4. (6)C ⇒ (5)C. Если FC — класс всех конечных C-групп, то (6)C ⇔ (5)FC.

Доказательство. 1. Предположим, что ранг группы A бесконечен. Тогда она со-
держит в качестве подгруппы свободную абелеву группу бесконечного ранга, среди
гомоморфных образов которой есть и p-квазициклические группы для каждого про-
стого числа p. Группа A является абелевой, поэтому любой гомоморфизм ее подгруп-
пы может быть продолжен до гомоморфизма всей группы. Так как класс C содержит
неединичные группы, то множество P(C) непусто. Это означает, что для группы A

не выполняется условие (2)C.

2. Достаточность утверждения очевидна, проверим необходимость.
Предположим, что в некоторой фактор-группе B группы A существуют эле-

менты b1, b2, b3, . . . , имеющие порядки p, p2, p3, . . . соответственно для какого-то
p ∈ P(C). Группа N = sgp{b1, b2, b3, . . .} счетна и согласно второй теореме Прю-
фера либо раскладывается в прямое произведение циклических подгрупп, порядки
которых не ограничены в совокупности, либо содержит неединичный элемент b беско-
нечной высоты. В первом случае ее можно гомоморфно отобразить на p-квазицикли-
ческую группу, и, следовательно, существует фактор-группа группы A, содержащая
такую подгруппу. Предположим, что реализуется вторая возможность и покажем,
что в этом случае также найдется гомоморфизм группы A на p-квазициклическую
группу.
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Хорошо известно (см., например, [33, § 9]), что группа B может быть вложена
в некоторую полную абелеву группу F и что последняя представима в виде прямого
произведения квазициклических групп и групп, изоморфных аддитивной группе по-
ля Q рациональных чисел. Так как N — периодическая p-группа, то среди прямых
сомножителей разложения группы F обязательно есть p-квазициклические группы
и существует гомоморфизм σ группы F на один из этих сомножителей, при кото-
ром b переходит в неединичный элемент. Поскольку высота элемента b бесконечна,
ограничение гомоморфизма σ на группу B не может иметь конечный образ и, сле-
довательно, композиция естественного гомоморфизма A → B и указанного ограни-
чения является искомым отображением.

Таким образом, группа A не удовлетворяет условию (2)C.

3. Как и выше, следует проверить лишь необходимость.
Пусть M — произвольная подгруппа группы A. Из утверждений 1 и 2 следует,

что подгруппаM имеет конечный ранг. Обозначим через N подгруппу, порожденную
некоторой максимальной линейно независимой системой элементов группы M . По-
скольку все элементы фактор-группыM/N имеют конечные порядки, периодическая
часть τ(A/M) фактор-группы A/M является гомоморфным образом периодической
части τ(A/N) фактор-группы A/N . Так как группа τ(A/M) раскладывается в прямое
произведение своих примарных компонент, то каждая из них в свою очередь оказы-
вается гомоморфным образом группы τ(A/N), а, следовательно, и соответствующей
примарной компоненты этой группы. Стало быть, нам достаточно показать, что все
примарные P(C)-компоненты группы τ(A/N) имеют мощности, не превосходящие
мощностей некоторых C-групп.

Итак, пусть T/N = τp(A/N) — некоторая примарная P(C)-компонента периоди-
ческой части фактор-группы A/N . Обозначим через q период этой группы, конеч-
ный согласно условию (3)C, и через σ — эндоморфизм группы T , осуществляющий
возведение каждого ее элемента в степень q. Тогда образ группы T относительно
эндоморфизма σ лежит в N , а ядро S этого эндоморфизма содержится в соответ-
ствующей примарной компоненте τp(A) периодической части группы A. Мощность
подгруппы τp(A) ввиду условия (4)C не превосходит мощности c некоторой C-группы,
а подгруппаN конечно порождена и, стало быть, не более чем счетна. Следовательно,
если группа S бесконечна, то мощности групп T и T/N не превосходят c. В противном
случае группа T представляет собой расширение конечной группы при помощи ко-
нечно порожденной. Поэтому она конечно порождена, фактор-группа T/N конечна
и согласно предложению 1.4.5 имеет порядок, не превосходящий порядка некоторой
C-группы.

4. Класс FC является корневым как пересечение класса C с корневым классом
всех конечных групп. Очевидно также, что P(C) = P(FC). Поэтому доказываемое
утверждение следует из предложения 1.4.5, согласно которому классы C и FC содер-
жат конечные группы сколь угодно больших порядков. �
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Абелеву группу будем называть
– слабо C-ограниченной, если она удовлетворяет условию (3)C;
– C-ограниченной, если для нее выполняется условие (5)C;
– сильно C-ограниченной, если справедливо условие (6)C.
Нильпотентную (разрешимую) группу назовем (слабо, сильно) C-ограниченной,

если она обладает хотя бы одним конечным центральным (соответственно субнор-
мальным) рядом со (слабо, сильно) C-ограниченными абелевыми факторами. Отме-
тим, что любая конечно порожденная абелева группа сильно C-ограничена и потому
полициклические и конечно порожденные нильпотентные группы всегда являются
соответственно сильно C-ограниченными разрешимыми и сильно C-ограниченными
нильпотентными.

Классы C-ограниченных, слабо C-ограниченных и сильно C-ограниченных абеле-
вых групп будем обозначать через C-BA, C-wBA и C-sBA соответственно. Для клас-
сов C-ограниченных нильпотентных и C-ограниченных разрешимых групп будем ис-
пользовать аналогичные обозначения:

C-BN , C-wBN , C-sBN ; C-BS, C-wBS, C-sBS.

Отметим, что согласно предложению 6.1.1 справедливы равенства

C-sBA = FC-BA, C-sBN = FC-BN , C-sBS = FC-BS, (∗)

где FC — класс всех конечных C-групп.

Предложение 6.1.2. Справедливы следующие утверждения.
1. Все определенные выше классы групп замкнуты относительно взятия под-

групп, фактор-групп и прямых произведений конечного числа сомножителей.
2. Пусть X — абелева группа. Если X ∈ C-BS (X ∈ C-wBS, X ∈ C-sBS), то

X ∈ C-BA (соответственно X ∈ C-wBA, X ∈ C-sBA).

Доказательство. Из равенств (∗) следует, что оба утверждения достаточно про-
верить только для классов C-ограниченных и слабо C-ограниченных групп.

1. Если A— некоторая абелева группа и B — произвольная ее подгруппа, то каж-
дый гомоморфный образ фактор-группы A/B является одновременно и гомоморф-
ным образом группы A, а всякий гомоморфный образ группы B вкладывается в неко-
торый гомоморфный образ группы A. Следовательно, если группа A принадлежит
классу C-BA или C-wBA, то в этом же классе содержатся группы B и A/B.

Пусть U и V — некоторые C-wBA-группы и P — их прямое произведение. Если
Q — произвольная подгруппа группы P и W — проекция подгруппы Q на группу V ,
то фактор-группа P/Q представляет собой расширение группы UQ/Q ∼= U/U ∩ Q
при помощи группы

(P/Q)/(UQ/Q) ∼= P/UQ = UV/UW ∼= V/W (V ∩ U) = V/W.

Ввиду включений U, V ∈ C-wBA все примарные P(C)-компоненты периодических
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частей фактор-групп U/U ∩ Q и V/W имеют конечный период. Поэтому тем же
свойством обладают примарные P(C)-компоненты периодической части группы P/Q

и, стало быть, P ∈ C-wBA. Каждая примарная компонента периодической части
группы P является прямым произведением соответствующих примарных компонент
периодических частей групп U и V . Следовательно, если U, V ∈ C-BA, то группа P
удовлетворяет условию (4)C ввиду замкнутости класса C относительно взятия пря-
мых произведений и принадлежит классу C-BA в силу предложения 6.1.1.

Таким образом, для классов C-wBA и C-BA утверждение 1 справедливо. Пусть
теперь X и Y — произвольные нильпотентные (разрешимые) группы,

1 = X0 6 X1 6 . . . 6 Xm = X, 1 = Y0 6 Y1 6 . . . 6 Yn = Y —

некоторые их центральные (субнормальные) ряды и Z — подгруппа группыX. Без по-
тери общности можно считать, что m = n. Тогда подгруппы Xi×Yi, Xi∩Z и, если Z
нормальна в X, то XiZ/Z (0 6 i 6 n) составляют центральные (субнормальные) ря-
ды групп X × Y , Z и X/Z, причем факторы этих рядов изоморфны соответственно
прямым произведениям, подгруппам и гомоморфным образам группXi+1/Xi, Yi+1/Yi

(0 6 i 6 n− 1). Поэтому из установленных выше свойств классов C-BA и C-wBA вы-
текает, что утверждение 1 имеет место и для классов C-BN, C-BS, C-wBN, C-wBS.

2. Пусть Y — произвольная фактор-группа группы X. Согласно утверждению 1
каждая примарная P(C)-компонента T периодической части группы Y является
C-wBS-группой и, следовательно, обладает субнормальным рядом с C-wBA-фактора-
ми. Любой фактор F этого ряда, будучи p-группой для некоторого p ∈ P(C), имеет
конечный период. Поэтому период группы T также конечен и X ∈ C-wBA. Если
X ∈ C-BS, то T ∈ C-BS, F ∈ C-BA и мощность фактора F не превосходит мощности
некоторой C-группы. Ввиду замкнутости класса C относительно взятия расширений
тем же свойством обладает и группа T . Следовательно, X ∈ C-BA. �

Из предложения 6.1.2 вытекает, в частности, что факторы произвольного субнор-
мального разрешимого ряда C-BS-группы являются C-BA-группами. Поэтому ниль-
потентная группа C-ограничена тогда и только тогда, когда она принадлежит клас-
су C-BS. Аналогичные утверждения справедливы для слабо и сильно C-ограничен-
ных нильпотентных групп.

Напомним, что согласно работе [43]:
1) абелева группа A называется ограниченной, если сама она удовлетворяет

условию (4)F , где F — класс всех конечных групп, а ее фактор-группа по перио-
дической части τ(A) — условиям (1) и (2)F ;

2) разрешимая группа называется ограниченной, если она обладает хотя бы од-
ним конечным субнормальным рядом с абелевыми ограниченными факторами.

Предложение 6.1.3. Абелева группа A тогда и только тогда удовлетворяет
условию (5)C, когда для нее справедливо условие (4)C, а для ее фактор-группы по пе-
риодической части τ(A) — условие (2)C. В частности, если множество P(C) содер-
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жит все простые числа, то классы ограниченных абелевых и ограниченных разреши-
мых групп совпадают соответственно с классами C-sBA=FC-BA и C-sBS=FC-BS,
где FC — класс всех конечных C-групп.

Доказательство. Достаточность. Пусть B — произвольная подгруппа груп-
пы A. Тогда фактор-группа A/B представляет собой расширение группы

τ(A)B/B ∼= τ(A)
/(
τ(A) ∩B

)
при помощи группы

A/τ(A)B ∼=
(
A/τ(A)

)/(
τ(A)B/τ(A)

)
.

Так как группа A удовлетворяет условию (4)C, а фактор-группа A/τ(A) — усло-
вию (3)C (равносильному условию (2)C согласно предложению 6.1.1), то в группах
τ(A)B/B и A/τ(A)B все примарные P(C)-компоненты периодической части имеют
конечный период. Следовательно, примарные P(C)-компоненты периодической ча-
сти группы A/B также имеют конечный период и потому A ∈ C-wBA. Из предложе-
ния 6.1.1 теперь вытекает, что A ∈ C-BA.

Необходимость ввиду того же предложения почти очевидна. Если группа A

удовлетворяет условию (5)C, то для нее выполняются также условия (3)C и (4)C. По-
нятно, что и любая фактор-группа группы A удовлетворяет условию (3)C, а, значит,
и условию (2)C.

Пусть теперь множество P(C) содержит все простые числа. Поскольку усло-
вие (1) согласно предложению 6.1.1 является следствием условия (2)F , из доказан-
ного выше вытекает, что ограниченность группы A в смысле [43] равносильна усло-
вию (5)F . Остается заметить, что (5)F ⇔ (6)F ввиду предложения 6.1.1 и (6)F ⇔ (6)C,
поскольку множество P(C) содержит все простые числа. Таким образом, совпадение
классов, указанных в формулировке предложения, имеет место. �

§ 6.2. Отделимость подгрупп C-ограниченных разрешимых групп

Будем говорить, что группа обладает свойством C-Sep, если все ее P(C)′-изоли-
рованные подгруппы C-отделимы. Исчерпывающий ответ на вопрос о том, при каких
условиях свойство C-Sep имеет место для абелевой группы, дает

Теорема 6.2.1. Для любой абелевой группы X справедливы следующие утвер-
ждения.

1. Если группа X обладает свойством C-Sep, то она слабо C-ограничена.
2. Если группа X является слабо C-ограниченной, то она обладает свойства-

ми C-Sep и P-Sep, где класс P представляет собой объединение классов конечных
p-групп по всем p ∈ P(C).

Доказательство. 1. Предположим, что X /∈ C-wBA. Тогда согласно предложе-
нию 6.1.1 группа X не удовлетворяет условию (2)C и, следовательно, существует
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подгруппа Y этой группы такая, что фактор-группа X/Y содержит p-квазицикли-
ческую подгруппу для некоторого p ∈ P(C).

Пусть T/Y = τp′(X/Y ) — произведение всех примарных компонент периоди-
ческой части группы X/Y кроме той, которая соответствует числу p. Тогда фак-
тор-группа X/T ∼= (X/Y )/(T/Y ) также содержит p-квазициклическую подгруппу
и потому не аппроксимируется классом D всех периодических P(C)-групп конечного
периода. Поскольку этот класс замкнут относительно взятия фактор-групп, подгруп-
па T не является D-отделимой в группе X в силу предложения 1.3.2. Так как C ⊆ D
по предложению 1.4.6, то подгруппа T не может быть и C-отделимой в X. Вместе
с тем, периодическая часть группы X/T является p-группой, поэтому подгруппа T
P(C)′-изолирована в X.

2. Пусть Y — P(C)′-изолированная подгруппа группы X. Покажем, что фактор-
группа A = X/Y P-аппроксимируема и, следовательно, согласно предложению 1.3.2
подгруппа Y P-отделима в X.

Пусть a — произвольный неединичный элемент группы A. Предположим снача-
ла, что он принадлежит некоторой примарной компоненте T периодической части
группы A, соответствующей простому числу p.

Так как подгруппа Y P(C)′-изолирована в группе X, то p ∈ P(C). Обозначая
через q период группы T , конечный ввиду условия (3)C, мы видим, что Aq ∩ T = 1

и потому элемент b = aAq фактор-группы B = A/Aq отличен от 1. Остается лишь за-
метить, что в соответствии с первой теоремой Прюфера периодическая p-группа B
раскладывается в прямое произведение циклических подгрупп и, следовательно, ап-
проксимируется конечными p-группами.

Случай, когда элемент a имеет конечный порядок, не являющийся степенью про-
стого числа, сводится к рассмотренному выше. Необходимо только выбрать некото-
рый простой делитель p порядка элемента a и перейти к фактор-группе A/τp′(A),
где, как и ранее, τp′(A) обозначает произведение всех примарных компонент перио-
дической части группы A, кроме той, которая соответствует числу p.

Предположим теперь, что порядок элемента a бесконечен. Согласно предложе-
нию 6.1.2 фактор-группа A/〈a〉 также удовлетворяет условию (3)C. Следовательно,
каждая примарная P(C)-компонента ее периодической части имеет конечный пери-
од. Это означает, что для любого простого числа p ∈ P(C) можно найти такое s, что
a /∈ Aps . Доказательство теперь завершается так же, как и в первом случае, необхо-
димо лишь заметить, что множество P(C) непусто (поскольку C — корневой класс)
и выбрать произвольное принадлежащее этому множеству число p.

Итак, любая P(C)′-изолированная подгруппа группы X P-отделима. Поскольку
P(P) = P(C) и P ⊆ C в силу предложения 1.4.5, отсюда следует, что группа X

обладает свойствами P-Sep и C-Sep. �

Отметим, что конечности ранга абелевой группы в сочетании с конечностью пе-
риодов примарных P(C)-компонент ее периодической части недостаточно для того,
чтобы эта группа обладала свойством C-Sep. В качестве примера можно привести
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аддитивную группу поля Q рациональных чисел, которая, очевидно, не удовлетво-
ряет условию (3)C, если P(C) 6= ∅.

Следующее предложение показывает, что слабо C-ограниченные нильпотентные
и C-ограниченные разрешимые группы, в отличие от групп из класса C-wBA, не обя-
заны обладать свойством C-Sep.

Предложение 6.2.2. Справедливы следующие утверждения.
1. Если мощности всех C-групп меньше мощности некоторого множества M

(и потому существуют слабо C-ограниченные абелевы группы, не являющиеся C-ог-
раниченными),то найдется слабо C-ограниченная нильпотентная группа без P(C)′-
кручения, не аппроксимируемая классом C и, следовательно, не обладающая свой-
ством C-Sep.

2. Если класс C содержит бесконечные группы, то существует C-ограниченная
разрешимая группа без P(C)′-кручения, не аппроксимируемая классом C и потому
не обладающая свойством C-Sep.

Доказательство. 1. Так как класс C содержит неединичные группы, то мно-
жество P(C) непусто. Пусть p — некоторое число из этого множества, Y — прямое
произведение двух циклических групп порядка p с порождающими y, z и χ — авто-
морфизм группы Y , действующий по правилу yχ = yz, zχ = z. Легко видеть, что
порядок автоморфизма χ равен p и, следовательно, определено расщепляемое рас-
ширение X группы Y при помощи циклической группы порядка p с порождающим x,
в котором сопряжение при помощи x действует на Y как автоморфизм χ.

Пусть теперь I — некоторое непустое множество и для каждого i ∈ I

Xi =
〈
xi, yi, zi; x

p
i = ypi = zpi = [xi, zi] = [yi, zi] = 1, [yi, xi] = zi

〉
—

изоморфная копия группы X. Рассмотрим граф-звезду Γ с центральной вершиной w
и множеством листьев I. Сопоставляя вершине w группу Z = 〈z; zp = 1〉, вершине
i ∈ I — группу Xi, а соединяющему их ребру — группу Z и вложения, определяемые
отображениями образующих z 7→ z, z 7→ zi, получим граф групп G(Γ). Так как граф Γ

является деревом, элемент z лежит в центре группы Z, а элемент zi (i ∈ I) — в центре
группы Xi, то в силу теоремы 3.2.1 определено обобщенное прямое произведение,
ассоциированное с графом групп G(Γ).

Легко видеть, что представление группы GDP(G(Γ)) можно привести к виду〈
xi, yi, z (i ∈ I); xpi = ypi = zp = 1, [xi, z] = [yi, z] = 1, [yi, xi] = z (i ∈ I),

[xk, xl] = [yk, yl] = [xk, yl] = 1 (k, l ∈ I, k 6= l)
〉
,

из которого следует, что последовательность 1 6 〈z〉 6 GDP(G(Γ)) является цент-
ральным рядом группы GDP(G(Γ)) с факторами периода p. Понятно, что груп-
па GDP(G(Γ)) не имеет P(C)′-кручения и факторы указанного ряда слабо C-огра-
ничены, т. е. GDP(G(Γ)) ∈ C-wBN . Покажем, тем не менее, что если I = M, то груп-
па GDP(G(Γ)) не аппроксимируется классом C и потому является искомой.
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В самом деле, пусть σ — гомоморфизм группы GDP(G(Γ)) на некоторую C-груп-
пу T . Тогда мощность множества I превосходит мощность группы T и потому най-
дутся такие k, l ∈ I, что k 6= l и xkσ = xlσ. Отсюда

zσ = [ykσ, xkσ] = [ykσ, xlσ] = 1

и ввиду произвольности выбора гомоморфизма σ группа GDP(G(Γ)) не является
C-аппроксимируемой.

2. Продолжим начатые выше построения и, предполагая, что I = Z, рассмотрим
автоморфизм τ группы GDP(G(Γ)), определяемый отображениями образующих

z 7→ z, xi 7→ xi+1, yi 7→ yi+1 (i ∈ I),

и расщепляемое расширение Q группы GDP(G(Γ)) при помощи бесконечной цикли-
ческой группы с порождающим t, сопряжение которым действует на GDP(G(Γ)) как
автоморфизм τ . Так как класс C содержит бесконечные группы, то последователь-
ность

1 6 〈z〉 6 GDP(G(Γ)) 6 Q

является нормальным рядом группы Q с C-ограниченными абелевыми факторами
и потому Q ∈ C-BS. Однако, если θ — гомоморфизм группы Q на C-группу, то поря-
док элемента tθ конечен и, следовательно, xkθ = xlθ для некоторых k, l ∈ I, k 6= l.
Как и выше, отсюда следует, что группа Q не является C-аппроксимируемой и пото-
му оказывается искомой. �

Из второго утверждения предложения 6.2.2 и обсуждавшегося в начале § 6.1
примера с группой BS(1,−1) следует, что если разрешимая группа X C-ограничена,
но не является сильно C-ограниченной или множество P(C) содержит не все простые
числа, то группа X не обязана обладать свойством C-Sep. Оставшийся случай, когда
P(C) совпадает с множеством всех простых чисел и X ∈ C-sBS, описывается приво-
димой далее теоремой, обобщающей теорему 6 из [43].

Теорема 6.2.3. Пусть множество P(C) содержит все простые числа. Тогда
для любой разрешимой группы X справедливы следующие утверждения.

1. Если X ∈ C-sBS, то все подгруппы группы X C-отделимы.
2. Если группа X не имеет кручения и все ее подгруппы являются C-отдели-

мыми, то X ∈ C-sBS.

Утверждение 1 теоремы 6.2.3 в свою очередь обобщает

Теорема 6.2.4. Пусть множество P(C) содержит все простые числа, X —
некоторая C-sBS-аппроксимируемая группа, Y — ее подгруппа и существует гомо-
морфизм σ группы X на C-sBS-группу, действующий инъективно на подгруппе Y .
Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Подгруппа Y отделима в группе X классом SC разрешимых C-групп.
2. Если подгруппа Y лежит в центре группы X, то последняя C- и SC-регу-

лярна по подгруппе Y .
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Отметим, что требование наличия гомоморфизма на C-sBS-группу, инъективно-
го на подгруппе Y , в формулировке теоремы 6.2.4 является существенным. В самом
деле, если FS — класс всех конечных разрешимых групп, то любая неабелева свобод-
ная группа F в силу предложения 1.4.8 FS-аппроксимируема и каждая FS-группа
сильно FS-ограничена. В то же время группа BS(1, 2) согласно теореме 5.2.1 не ап-
проксимируется классом FS и, следовательно, ввиду предложения 1.3.2 подгруппа N
группы F такая, что F/N ∼= BS(1, 2), не является FS-отделимой.

Для доказательства теорем 6.2.3 и 6.2.4 потребуются следующие два вспомога-
тельных предложения.

Предложение 6.2.5. Пусть класс C замкнут относительно взятия фактор-
групп, X — некоторая группа,

1 = X0 6 X1 6 . . . 6 Xn = X —

нормальный ряд группы X и все подгруппы Xi (0 6 i 6 n) P(C)′-изолированы в X.
Если для группы X имеет место свойство C-Sep, то и все фактор-группы Xi+1/Xi

(0 6 i 6 n− 1) обладают этим свойством.

Доказательство. Пусть i ∈ {0, . . . , n−1}, Y/Xi — некоторая P(C)′-изолирован-
ная подгруппа группы Xi+1/Xi и x ∈ Xi+1 \ Y . Из P(C)′-изолированности подгруп-
пы Xi+1 в группе X следует, что подгруппа Y также P(C)′-изолирована в X и ввиду
свойства C-Sep C-отделима в этой группе. Значит, существует подгруппа N ∈ C∗(X),
удовлетворяющая условию x /∈ Y N . Тогда

xXi /∈ Y/Xi · (NXi ∩Xi+1)/Xi

и ввиду замкнутости класса C относительно взятия подгрупп и фактор-групп

NXi ∈ C∗(X), NXi ∩Xi+1 ∈ C∗(Xi+1), (NXi ∩Xi+1)/Xi ∈ C∗(Xi+1/Xi).

В силу произвольности выбора элемента x отсюда следует, что подгруппа Y/Xi C-от-
делима в группе Xi+1/Xi. �

Предложение 6.2.6. Произвольная C-sBS-группа, принадлежащая классу C,
конечна.

Доказательство. Пусть X ∈ C-sBS ∩ C и Y — некоторый фактор нормального
разрешимого ряда группы X. В силу предложения 1.4.6 группа X, а вместе с ней
и подгруппа Y , принадлежат классу периодических P(C)-групп конечного перио-
да. Поэтому группа Y имеет конечное число примарных компонент и все они со-
ответствуют числам из множества P(C). Из предложения 6.1.2 следует, что Y —
C-sBA-группа и потому все ее примарные компоненты конечны. Значит, конечными
являются как группа Y , так и вся группа X. �

Доказательство теоремы 6.2.3. 1. Пусть Y — произвольная подгруппа груп-
пы X. В силу предложения 6.1.3 класс C-sBS совпадает с классом ограниченных раз-
решимых групп. Поэтому согласно теореме 6 из [43] подгруппа Y финитно отдели-
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ма. Поскольку любой гомоморфный образ группы X является разрешимой группой,
подгруппа Y оказывается отделимой в ней классом FS всех конечных разрешимых
групп. Согласно предложению 1.4.5 FS ⊆ C. Следовательно, подгруппа Y C-отдели-
ма в группе X.

2. Пусть D — класс всех периодических групп конечного периода. Согласно
предложению 1.4.6 справедливо включение C ⊆ D и потому все подгруппы груп-
пы X D-отделимы. Пусть

1 = X0 6 X1 6 . . . 6 Xn = X —

некоторый нормальный разрешимый ряд группы X и i ∈ {0, . . . , n−1}. Так как мно-
жество P(C) содержит все простые числа и класс D замкнут относительно взятия
фактор-групп, то по предложению 6.2.5 в фактор-группе Xi+1/Xi все подгруппы яв-
ляются D-отделимыми и согласно теореме 6.2.1 группа Xi+1/Xi удовлетворяет усло-
вию (3)D. Из равенства P(D) = P(F), где F — класс всех конечных групп, следует,
что условие (3)D равносильно условию (3)F и потому X ∈ F -wBS. В силу предло-
жений 6.1.1 и 6.1.2 фактор-группа группы Xi+1/Xi по ее периодической части имеет
конечный ранг. Поэтому согласно теореме 3 из [42] группа X обладает нормальным
разрешимым рядом, каждый фактор F которого удовлетворяет условию (4)F . Так
как X ∈ F -wBS, то по предложению 6.1.2 F ∈ F -wBA и ввиду предложения 6.1.3
F ∈ F -BA. Таким образом, группа X является ограниченной разрешимой и соглас-
но предложению 6.1.3 принадлежит классу C-sBS. �

Доказательство теоремы 6.2.4. 1. Пусть x ∈ X \ Y — произвольный эле-
мент. Согласно предложению 6.1.2 класс C-sBS замкнут относительно взятия под-
групп и прямых произведений конечного числа сомножителей. Поэтому из равен-
ства Y ∩ kerσ = 1 в силу предложения 1.3.4 вытекает, что подгруппа Y C-sBS-от-
делима в группе X. Следовательно, найдется подгруппа N ∈ C-sBS∗(X) такая, что
x /∈ Y N и потому xN /∈ Y N/N . Согласно теореме 6.2.3 подгруппа Y N/N C-отделима
в C-sBS-группе X/N . Значит, естественный гомоморфизм X → X/N можно продол-
жить до гомоморфизма τ на группу из класса C так, чтобы выполнялось условие
xτ /∈ Y τ . При этом Xτ ∈ SC, поскольку фактор-группа X/N разрешима.

2. Пусть M ∈ C∗(Y ) — произвольная подгруппа, X = Xσ/Mσ и Y = Y σ/Mσ.
Из условия Y ∩ kerσ = 1 следует, что Y ∼= Y/M ∈ C. Так как Xσ ∈ C-sBS и соглас-
но предложению 6.1.2 класс C-sBS замкнут относительно взятия подгрупп и фак-
тор-групп, то X,Y ∈ C-sBS. Ввиду утверждения 1 и предложения 6.2.6 группа X
C-аппроксимируема и C-группа Y конечна. Поэтому из предложения 1.3.4 следует су-
ществование подгруппы N ∈ C∗(X) такой, что N ∩ Y = 1. Пусть N — прообраз под-
группы N относительно композиции гомоморфизма σ и естественного гомоморфизма
Xσ → Xσ/Mσ. Тогда N ∈ C∗(X) и, так как Y ∩ kerσ = 1, то N ∩ Y = M . Остается
заметить, что группы X и Y разрешимы, поэтому M ∈ SC∗(Y ) и N ∈ SC∗(X). �
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§ 6.3. Отделимость подгрупп C-ограниченных нильпотентных групп

Предложение 6.2.2 показывает, что C-wBN -группа, вообще говоря, может не об-
ладать свойством C-Sep. Основным результатом данного параграфа является следу-
ющая теорема, утверждающая, что для групп из класса C-BN указанное свойство
всегда имеет место.

Теорема 6.3.1. Пусть X — C-BN -группа и Y — произвольная подгруппа груп-
пы X. Тогда P(C)′-изолятор P(C)′-Is(X, Y ) подгруппы Y C-отделим в группе X
и совпадает с множеством P(C)′-корней P(C)′-Rt(X, Y ). В частности, группа X
обладает свойством C-Sep. Если группа X не имеет P(C)′-кручения, то ступени
нильпотентности подгрупп Y и P(C)′-Is(X, Y ) совпадают.

Отметим, что условие отсутствия P(C)′-кручения в группе X из формулиров-
ки теоремы 6.3.1 существенно для равенства ступеней нильпотентности подгрупп Y
и P(C)′-Is(X, Y ). Например, если Y — бесконечная циклическая группа, Z — конеч-
ная нильпотентная P(C)′-группа ступени c и X = Y × Z, то P(C)′-Is(X, Y ) = X

и потому ступень нильпотентности подгруппы P(C)′-Is(X, Y ) равна c, в то время
как ступень нильпотентности подгруппы Y — единице.

Теорема 6.2.1 показывает, что абелева группа, обладающая свойством C-Sep,
не обязана быть C-ограниченной. Вместе с тем, справедливо

Следствие 6.3.2. Нильпотентная группа без кручения обладает свойством
C-Sep тогда и только тогда, когда она является C-ограниченной.

Доказательство. Ввиду теоремы 6.3.1 следует проверить лишь необходимость.
Пусть X — нильпотентная группа без кручения, обладающая свойством C-Sep,

1 = X0 6 X1 6 . . . 6 Xc = X —

ее верхний центральный ряд и D — класс периодических P(C)-групп конечного пе-
риода. Тогда C ⊆ D ввиду предложения 1.4.6 и, так как P(C) = P(D), то для X

справедливо свойство D-Sep. В силу предложения 1.3.6 из отсутствия кручения
в группе X вытекает, что все подгруппы Xi (0 6 i 6 c) изолированы в X. Согласно
предложению 6.2.5 отсюда и из замкнутости класса D относительно взятия фактор-
групп следует, что для каждого i ∈ {0, . . . , c − 1} группа Xi+1/Xi обладает свой-
ством D-Sep и по теореме 6.2.1 удовлетворяет условию (3)D. Так как P(C) = P(D),
то условия (3)C и (3)D равносильны. Поскольку подгруппа Xi изолирована в груп-
пе X, группа Xi+1/Xi не имеет кручения и в силу предложения 6.1.1 удовлетворяет
условию (5)C. Следовательно, X ∈ C-BN . �

Далее через C-BNP(C) будем обозначать класс всех C-BN -групп без P(C)′-круче-
ния. Рассмотрение данного класса вполне естественно, поскольку согласно приводи-
мому далее предложению 6.3.7 только такие C-BN -группы аппроксимируются клас-
сом C. Следующая теорема формально служит частичным обобщением теоремы 6.3.1.
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Однако, в § 6.4 будут рассматриваться только C-аппроксимируемые C-BN -группы
и при таком предположении обобщение становится полным.

Теорема 6.3.3. Пусть X — некоторая C-BNP(C)-аппроксимируемая группа,
Y — ее подгруппа и существует гомоморфизм σ группы X на C-BNP(C)-группу,
действующий инъективно на подгруппе Y . Тогда справедливы следующие утвер-
ждения.

1. Подгруппа P(C)′-Is(X, Y ) отделима в группе X классом NC нильпотентных
C-групп, совпадает с множеством P(C)′-Rt(X, Y ) и имеет ту же ступень нильпо-
тентности, что и подгруппа Y . Группа X NC-аппроксимируема и, следовательно,
не имеет P(C)′-кручения.

2. Гомоморфизм σ действует инъективно на подгруппе P(C)′-Is(X, Y ) и пото-
му последняя принадлежит классу C-BNP(C).

3. Для любой подгруппы M ∈ C∗(Y ) найдется подгруппа N ∈ NC∗(X), удовле-
творяющая условию N∩Y 6M . При этом, еслиM нормальна в X, то подгруппу N
можно выбрать так, что N ∩ Y = M . В частности, если подгруппа Y централь-
на в группе X, то последняя C-регулярна по подгруппе Y .

Как и в случае с теоремой 6.2.4, в формулировке теоремы 6.3.3 требование суще-
ствования гомоморфизма группы X на C-BNP(C)-группу, инъективного на подгруп-
пе Y , является существенным для C-отделимости подгруппы P(C)′-Is(X, Y ). Так,
например, любая неабелева свободная группа аппроксимируется конечно порожден-
ными нильпотентными группами без кручения [119, 155], но при этом содержит ко-
нечно порожденную изолированную подгруппу, не отделимую классом Fp конечных
p-групп ни для какого простого числа p [17].

Следствие 6.3.4. Пусть X—некоторая группа, аппроксимируемая C-BN-груп-
пами без кручения, Y — подгруппа группы X, имеющая конечный ранг Гирша–Зай-
цева. Если подгруппа Y P(C)′-изолирована в группе X, то она отделима в этой
группе классом NC нильпотентных C-групп.

Доказательство. Из предложения 6.1.2 следует, что класс C-BN tf всех C-BN -
групп без кручения замкнут относительно взятия подгрупп и прямых произведений
конечного числа сомножителей. Поэтому в силу предложения 1.3.5 существует под-
группа M ∈ C-BN ∗tf(X), тривиально пересекающаяся с подгруппой Y , и требуемое
утверждение вытекает из теоремы 6.3.3. �

Для доказательства теорем 6.3.1 и 6.3.3 потребуется несколько вспомогательных
предложений.

Предложение 6.3.5. Если периодическая C-BS-группа X имеет конечный пе-
риод, являющийся P(C)-числом, то X ∈ C.

Доказательство. В силу предложения 6.1.2 произвольный фактор F некоторого
нормального разрешимого ряда группы X принадлежит классу C-BA. Так как груп-
па F имеет конечный период, являющийся P(C)-числом, то количество ее примар-
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ных компонент конечно, все они соответствуют числам из множества P(C) и потому
имеют мощности, не превосходящие мощности некоторой C-группы. Тогда ввиду за-
мкнутости класса C относительно взятия расширений мощность группы X также
не превосходит мощности некоторой группы из этого класса и согласно предложе-
нию 1.4.7 X ∈ C. �

Предложение 6.3.6. Пусть X — C-BN -группа, Y — подгруппа группы X

и M ∈ C∗(Y ). Тогда справедливы следующие утверждения.
1. Существует подгруппа N ∈ C∗(X) такая, что N ∩ Y 6M .
2. Если подгруппаM нормальна в группе X, то найдется подгруппа N ∈ C∗(X),

удовлетворяющая условию N ∩ Y = M . В частности, группа X C-регулярна по лю-
бой своей центральной подгруппе.

Доказательство. 1. Обозначим через Y1 нормализатор NX(Y ) подгруппы Y

в группе X и по индукции через Yi+1 — подгруппу NX(Yi). Хорошо известно (см., на-
пример, [74, лемма 2.6]), что для некоторого n имеет место равенство Yn = X. Вос-
пользуемся индукцией по n.

Пусть n = 1, т. е. подгруппа Y нормальна в группе X, и q — период C-груп-
пы Y/M (конечный ввиду предложения 1.4.6). Тогда подгруппа Y q также нормаль-
на в X и Y q 6 M . Пусть S — множество всех простых делителей числа q и S —
некоторый центральный ряд группы X = X/Y q. Так как X ∈ C-BN в силу пред-
ложения 6.1.2 и S ⊆ P(C), то каждый фактор ряда S принадлежит классу C-BA
и все примарные S-компоненты его периодической части имеют конечный период.
Количество этих компонент также конечно ввиду конечности множества S. Поэто-
му определено произведение r периодов всех примарныхS-компонент периодических
частей факторов ряда S.

Легко видеть, что произвольный элемент группы X, порядок которого являет-
ся S-числом, в степени r равен 1. Поскольку период подгруппы Y = Y/Y q — также
S-число, отсюда следует, что уравнение xr = y не разрешимо в группеX ни для како-
го элемента y ∈ Y \{1}. Но согласно лемме 2 из [43] оно разрешимо в X для каждого
y ∈ N , где N = X

rc и c — ступень нильпотентности группы X. Значит, Y ∩ N = 1.
Так как r является S-числом и S ⊆ P(C), то X/N — нильпотентная P(C)-груп-

па конечного периода. Согласно предложению 6.1.2 X/N ∈ C-BN и в силу пред-
ложения 6.3.5 X/N ∈ C. Обозначим через N прообраз подгруппы N относительно
естественного гомоморфизма X → X. Тогда N ∈ C∗(X) и N ∩Y 6 Y q 6M , т. е. под-
группа N является искомой.

Пусть теперь n > 2. Так как подгруппа Y нормальна в группе Y1, то в силу
доказанного выше существует подгруппа N1 ∈ C∗(Y1), удовлетворяющая условию
N1 ∩ Y 6 M . Применяя индуктивное предположение к подгруппам Y1 и N1, найдем
подгруппу N ∈ C∗(X) такую, что N ∩ Y1 6 N1. Тогда

N ∩ Y = N ∩ Y1 ∩ Y 6 N1 ∩ Y 6M

и, следовательно, подгруппа N является искомой.
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2. В силу предложения 6.1.2 X/M ∈ C-BN . Поэтому согласно утверждению 1,
применяемому к группе X = X/M и подгруппам Y = Y/M , {1}, существует под-
группа N ∈ C∗(X), удовлетворяющая условию N ∩ Y = 1. Легко видеть, что тогда
прообраз N подгруппы N относительно естественного гомоморфизма X → X явля-
ется искомой подгруппой. �

Предложение 6.3.7. C-BN -группа X C-аппроксимируема тогда и только то-
гда, когда она не имеет P(C)′-кручения.

Доказательство. Необходимость условия теоремы обеспечивается предложени-
ем 1.3.7. Для проверки достаточности воспользуемся индукцией по ступени нильпо-
тентности группы X, причем базой индукции будем считать случай, когда X = 1.
Зафиксируем произвольный элемент x ∈ X \ {1} и укажем подгруппу N ∈ C∗(X) та-
кую, что x /∈ N .

В силу индуктивных соображений и предложения 1.3.6 можно считать, что x ле-
жит в центре Z(X) группы X. Так как согласно предложению 6.1.2 Z(X) ∈ C-BA
и единичная подгруппа группы Z(X) P(C)′-изолирована, то по теореме 6.2.1 най-
дется не содержащая элемента x подгруппа Y ∈ C∗(Z(X)). Тогда элемент x = xY

отличен от единицы и имеет в группе X = X/Y конечный порядок, являющийся
P(C)-числом. По предложению 6.1.2 X снова оказывается C-BN -группой и в силу
предложения 1.4.5 циклическая подгруппа U , порожденная элементом x, принадле-
жит классу C. Отсюда и из предложения 6.3.6 (применяемого к группе X и под-
группам U , {1}) следует, что существует подгруппа N ∈ C∗(X), удовлетворяющая
условию N ∩ U = 1. Тогда x /∈ N и потому прообраз N подгруппы N относительно
естественного гомоморфизма X → X является искомой подгруппой. �

Доказательство теоремы 6.3.1. Обозначим для краткости через I подгруп-
пу P(C)′-Is(X, Y ). Равенство I = P(C)′-Rt(X, Y ) следует из предложения 1.3.6. Если
группа X не имеет P(C)′-кручения, то ввиду предложения 6.3.7 она C-аппроксими-
руема и согласно предложению 1.3.9 ступени нильпотентности подгрупп C-Cl(X, Y )

и Y совпадают. Из предложения 1.3.7 вытекает, что Y 6 I 6 C-Cl(X, Y ). Следова-
тельно, подгруппа I имеет ту же ступень нильпотентности, что и Y . Таким образом,
остается проверить C-отделимость подгруппы I. Как и при доказательстве пред-
ложения 6.3.6, воспользуемся индукцией по длине n последовательности подгрупп

I = I0 6 I1 6 . . . 6 In = X,

в которой Ii+1 обозначает нормализатор подгруппы Ii в группе X.
Если n = 1, то подгруппа I нормальна в группе X, фактор-группа X/I аппрок-

симируется классом C согласно предложению 6.3.7 и, следовательно, подгруппа I

C-отделима в группе X в силу предложения 1.3.2. Поэтому будем считать, что n > 2,
зафиксируем произвольный элемент x ∈ X \ I и укажем подгруппу N ∈ C∗(X), удо-
влетворяющую условию x /∈ IN .
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Согласно предложению 1.3.6 вместе с подгруппой I = I0 в группе X P(C)′-изо-
лирована и подгруппа I1. Значит, если x /∈ I1, то по индуктивному предположению
найдется подгруппа N ∈ C∗(X) такая, что x /∈ I1N и потому x /∈ IN .

Пусть x ∈ I1. Поскольку подгруппа I P(C)′-изолирована в группе I1, ввиду
доказанного выше существует подгруппа M ∈ C∗(I1), удовлетворяющая условию
x /∈ IM . Применяя предложение 6.3.6 к группе X и подгруппам I1, M , найдем
подгруппу N ∈ C∗(X) такую, что N ∩I1 6M . Легко видеть, что тогда IN ∩I1 6 IM

и, следовательно, x /∈ IN . Таким образом, подгруппа N является искомой. �

Доказательство теоремы 6.3.3. 1. Пусть x — некоторый элемент из подгруп-
пы NC-Cl(X, Y ), V = kerσ, U — произвольная подгруппа семейства C-BN ∗P(C)(X)

и W = U ∩ V . Из предложения 6.1.2 вытекает, что класс C-BNP(C) замкнут отно-
сительно взятия подгрупп и прямых произведений конечного числа сомножителей,
следовательно, W ∈ C-BN ∗P(C)(X) в силу предложения 1.3.4.

Используя предложение 1.3.8, нетрудно показать, что

xV ∈ NC-Cl(X/V, Y V/V ), xW ∈ NC-Cl(X/W, YW/W ).

Ввиду нильпотентности групп X/V , X/W и теоремы 6.3.1 справедливы равенства

NC-Cl(X/V, Y V/V ) = C-Cl(X/V, Y V/V ) = P(C)′-Rt(X/V, Y V/V ),

NC-Cl(X/W, YW/W ) = C-Cl(X/W, YW/W ) = P(C)′-Rt(X/W, YW/W ).

Следовательно, существуют наименьшие P(C)′-числа q и r, удовлетворяющие усло-
виям (xV )q ∈ Y V/V и (xW )r ∈ YW/W .

Пусть элементы y, z ∈ Y таковы, что yV = xqV и zW = xrW . Из последнего
равенства и включения W 6 V вытекает, что (xV )r = zV ∈ Y V/V и в силу выбора q
и r для некоторого P(C)′-числа s имеет место равенство r = qs. Отсюда

ysV = xqsV = xrV = zV

и, следовательно, y−sz ∈ Y ∩ V . Но Y ∩ V = 1, значит, z = ys и

(xW )qs = (xW )r = zW = (yW )s.

Так как C-BNP(C)-группа X/W нильпотентна и не имеет P(C)′-кручения, то согласно
предложению 1.3.6 извлечение P(C)′-корней в ней однозначно. Поэтому (xW )q = yW

и y−1xq ∈ W 6 U . Ввиду произвольности выбора подгруппы U и C-BNP(C)-аппрок-
симируемости группы X отсюда следует, что xq = y ∈ Y и, стало быть, подгруппа
NC-Cl(X,Y ) совпадает с множествомP(C)′-Rt(X,Y ) и подгруппой I = P(C)′-Is(X,Y ).
Это означает, в частности, что подгруппа I NC-отделима в группе X.

Группа X C-BNP(C)-аппроксимируема, а каждая C-BNP(C)-группа нильпотентна
и в силу предложения 6.3.7 аппроксимируется классомNC. Следовательно, группаX
NC-аппроксимируема и по предложению 1.3.7 не имеет P(C)′-кручения, а ступени
нильпотентности подгрупп NC-Cl(X, Y ) и Y (первая из которых равна I) совпадают
согласно предложению 1.3.9.
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2. Пусть снова V = ker σ и I = P(C)′-Is(X, Y ); x ∈ I ∩ V — произвольный эле-
мент. Так как I = P(C)′-Rt(X, Y ), то xq ∈ Y для некоторого P(C)′-числа q. Отсюда
xq ∈ Y ∩ V = 1 и, поскольку группа X не имеет P(C)′-кручения, x = 1. Значит,
I ∩ V = 1, подгруппа I вкладывается в C-BNP(C)-группу X/V и, стало быть, сама
принадлежит классу C-BNP(C).

3. Так как Xσ ∈ C-BN и

Y σ/Mσ ∼= Y/M(Y ∩ kerσ) = Y/M ∈ C,

то согласно предложению 6.3.6 найдется подгруппа N ∈ C∗(Xσ), удовлетворяющая
соотношению N ∩Y σ 6Mσ или N ∩Y σ = Mσ, если подгруппаM нормальна в груп-
пе X. Поскольку группа Xσ нильпотентна, N ∈ NC∗(Xσ). Отсюда легко следует,
что прообраз N подгруппы N относительно гомоморфизма σ является искомой под-
группой. �

§ 6.4. C-ограниченные группы и аппроксимируемость
корневыми классами

В данном параграфе с помощью теорем 6.2.4 и 6.3.3 будет получен ряд следствий
из утверждений, доказанных в главах 3 и 4. Приводимое ниже предложение 6.4.1
позволяет избавляться в формулировках этих следствий от требования замкнутости
аппроксимирующего класса относительно взятия фактор-групп.

Предложение 6.4.1. Пусть для некоторой группы X получено необходимое
или достаточное условие ее аппроксимируемости классом C в предположении, что
указанный класс замкнут относительно взятия фактор-групп. Если составляю-
щие данного условия, связанные с классом C, зависят лишь от множества P(C)
и условий (3)C, (5)C, (6)C, то это же условие аппроксимируемости группы X ока-
зывается справедливым и при отсутствии требования замкнутости аппроксими-
рующего класса относительно взятия фактор-групп.

Доказательство. Согласно теореме 1.4.1 класс групп является корневым тогда
и только тогда, когда он замкнут относительно операций взятия подгруппы (S), рас-
ширения (E) и декартовой степени (D). В дополнение к ним будем рассматривать
также операцию взятия фактор-группы (F).

Пусть D — класс всех периодических P(C)-групп конечного периода, SD —
класс разрешимых D-групп и C1 — подкласс класса SD, в котором мощность каж-
дой группы не превосходит мощности некоторой C-группы (не обязательно одной
и той же для всех групп из класса C1). Пусть также C2 — класс групп, получаю-
щихся из C-групп конечным числом операций S, E, D и F. Понятно, что класс C2

замкнут относительно перечисленных операций. Так как класс C, будучи корневым,
выдерживает операции S, E и D, а классы D и SD — еще и операцию F, которая
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не увеличивает мощность группы, то класс C1 замкнут относительно всех четырех
операций.

Очевидно, что C ⊆ C2 и P(C1) = P(C). Так как класс D замкнут относительно
операции F и C ⊆ D в силу предложения 1.4.6, то C ⊆ C2 ⊆ D и потому

P(C) ⊆ P(C2) ⊆ P(D) = P(C).

Поскольку C1 ⊆SD∩C-BS, из предложения 6.3.5 следует, что C1 ⊆C. Таким образом,

P(C1) = P(C) = P(C2), C1 ⊆ C ⊆ C2,

откуда

(3)C1 ⇔ (3)C ⇔ (3)C2 , (6)C1 ⇔ (6)C ⇔ (6)C2 , (5)C1 ⇒ (5)C ⇒ (5)C2 .

Поскольку операция F не увеличивает мощность, для каждой C2-группы най-
дется C-группа, не меньшая ее по мощности, и потому (5)C ⇔ (5)C2 . Покажем, что
аналогичное утверждение имеет место для классов C и C1.

Пусть Y — некоторая C-группа, p ∈ P(C) (множество P(C) непусто, так как
C — корневой класс), Zy (y ∈ Y ) — циклическая группа порядка p и P — прямое
произведение групп Zy (y ∈ Y ). Тогда Zy ∈ C в силу предложения 1.4.5 и P ∈ C
согласно теореме 1.4.1. Значит, P ∈ C1 и при этом мощность группы P не меньше,
чем мощность группы Y . Следовательно, (5)C1 ⇔ (5)C.

Таким образом, если группа X аппроксимируется классом C, то она аппрок-
симируется классом C2 и удовлетворяет необходимому условию аппроксимируемости
(зависящему только от P(C) и условий (3)C, (5)C, (6)C). Если же выполнено достаточ-
ное условие (также зависящее только от P(C) и условий (3)C, (5)C, (6)C), то группа X
аппроксимируется классом C1, а, значит, и классом C. �

Теорема 6.4.2. Пусть множество P(C) включает все простые числа,

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
—

граф групп типа (1) или конечный граф групп типа (2) (в смысле определений, дан-
ных в § 3.3). Если для каждой вершины v ∈ V группа Gv является C-sBS-аппрокси-
мируемой и обладает гомоморфизмом на C-sBS-группу, инъективным на подгруппе

Hv = sgp
{
Hεe | e ∈ E , ε = ±1, v = e(ε)

}
,

то группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема.

Доказательство. В силу предложения 6.4.1 класс C можно считать замкнутым
относительно взятия фактор-групп. Если граф Γ конечен, то, производя описан-
ные в § 3.3 преобразования, можно добиться выполнения соотношения Hεe 6= Ge(ε)

для любых e ∈ E , ε = ±1. Легко видеть, что все вершинные группы при этом оста-
нутся C-sBS-аппроксимируемыми и по-прежнему будут обладать гомоморфизмами
на C-sBS-группы, инъективными на подгруппах Hv (v ∈ V). Поэтому согласно тео-
реме 6.2.4 для каждой вершины v ∈ V группа Gv C-аппроксимируема и C-регулярна
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по любой подгруппе, лежащей в Hv, а все подгруппы такого вида C-отделимы в Gv.
Значит, в силу теорем 3.3.5 и 3.3.6 группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема. �

Теорема 6.4.3. Пусть граф групп G(Γ) и подгруппы Hv (v ∈ V) определены
так же, как и в теореме 6.4.2. Если для каждой вершины v ∈ V группа Gv аппрок-
симируется C-BNP(C)-группами и обладает гомоморфизмом на такую группу, дей-
ствующим инъективно на подгруппе Hv, то справедливы следующие утверждения.

1. Если G(Γ) — произвольный граф групп типа (1) и для каждой вершины v ∈ V
подгруппа Hv P(C)′-изолирована в группе Gv, то группа π1(G(Γ)) C-аппроксими-
руема.

2. Пусть G(Γ) — конечный граф групп типа (1) или (2) и Hεe 6= Ge(ε) для всех
e ∈ E , ε = ±1. Группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда
для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Hεe P(C)′-изолирована в группе Ge(ε).

Доказательство. Ввиду предложения 6.4.1 можно считать, что класс C замкнут
относительно взятия фактор-групп. Поэтому оба утверждения вытекают из тео-
рем 3.3.5, 3.3.6 и 6.3.3. �

Далее будем считать, что (G,H,K, ϕ) — HNN-кортеж, H 6= G 6= K, подгруппы H

и K лежат в центре группы G и G = HNN(G,H,K, ϕ). Также будем использовать
следующие обозначения:

K0 = G, H1 = H, K1 = K, Hi+1 = Hi ∩Ki, Ki+1 = Hi+1ϕ, Pi = HiKi (i > 1).

Теорема 6.4.4. Пусть множество P(C) содержит все простые числа, груп-
па G аппроксимируется C-sBS-группами и обладает гомоморфизмом на C-sBS-груп-
пу, действующим инъективно на подгруппе HK. Если существует такое m > 0,
что подгруппы Hm+1 и Km+1 P′-изолированы в группе Km для некоторого конечно-
го множества простых чисел P (в частности, если подгруппы Hm и Km конечно
порождены при каком-то m > 1), то группа G C-аппроксимируема тогда и только
тогда, когда Hn = Kn для некоторого n > m+ 1.

Теорема 6.4.5. Пусть группа G аппроксимируется C-BNP(C)-группами и обла-
дает гомоморфизмом σ на C-BNP(C)-группу, действующим инъективно на подгруп-
пе HK. Если существует такое m > 0, что подгруппы Hm+1 и Km+1 принадлежат
классу C-sBA и P′-изолированы в группе Km для некоторого конечного подмноже-
ства P множества P(C) (в частности, если подгруппы Hm и Km конечно порож-
дены при каком-то m > 1), то группа G C-аппроксимируема тогда и только тогда,
когда

1) Hn = Kn для некоторого n > m+ 1;
2) подгруппы H и K P(C)′-изолированы в группе G;
3)
⋂
N∈ΩN = 1, где Ω — семейство подгрупп группы Hn, определенное следую-

щим образом: N ∈ Ω тогда и только тогда, когда Hn/N — конечная P(C)-группа,
Nϕ = N и порядок автоморфизма группы Hn/N , индуцированного автоморфиз-
мом ϕ, является P(C)-числом.
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Для доказательства теорем 6.4.4 и 6.4.5 потребуется

Предложение 6.4.6. Пусть класс C замкнут относительно взятия фактор-
групп и существует такое m > 0, что подгруппы Hm+1 и Km+1 принадлежат клас-
су C-sBA и P′-изолированы в группе Km для некоторого конечного подмножества P

множества P(C). Если группа G C-аппроксимируема, то для некоторого n > m+ 1

имеет место равенство Hn = Hn+1.

Доказательство. Согласно предложению 6.1.1 ранг rkHm+1 подгруппы Hm+1

конечен и, так как rkHi+1 6 rkHi для любого i > 1, то rkHl = rkHl+1 для некоторого
l > m+ 1. Из соотношений Hl

∼= Kl и Hl+1
∼= Kl+1 вытекает, что

rkKl = rkHl = rkHl+1 = rkKl+1

и, следовательно, фактор-группы Kl/Hl+1 и Kl/Kl+1 являются периодическими.
Так как подгруппыHm+1 иKm+1 P

′-изолированы в группеKm, то согласно пред-
ложению 4.6.2, применяемому к HNN-кортежу (Km, Hm+1, Km+1, ϕ), подгруппы Hl+1

и Kl+1 тоже P′-изолированы в этой группе. Значит, Kl/Hl+1 и Kl/Kl+1 — периодиче-
ские P-группы, принадлежащие классу C-sBA в силу предложения 6.1.2. Поскольку
P ⊆ P(C), отсюда следует, что все примарные компоненты указанных групп конеч-
ны. Ввиду конечности множества P количества этих компонент, а вместе с ними
и порядки групп Kl/Hl+1 и Kl/Kl+1 также оказываются конечными.

Согласно предложению 4.6.1 группы

Gl = HNN(G,Hl+1, Kl+1, ϕ), Kl = HNN(Kl, Hl+1, Kl+1, ϕ)

являются C-аппроксимируемыми. Если Hl+1 = Kl или Kl+1 = Kl, то Hl+1 > Kl+1

или Hl+1 6 Kl+1. Отсюда в силу предложения 4.3.5, применяемого к группе Gl,
вытекает, что Hl+1 = Kl+1 и, следовательно, можно положить n = l + 1. Пусть
Hl+1 6= Kl 6= Kl+1. Тогда согласно предложению 4.3.7, применяемому к группе Kl,
существует подгруппа Q ∈ C∗(Kl), удовлетворяющая условиям Q 6 Hl+1 ∩ Kl+1

и Qϕ = Q. Из предложений 6.1.2 и 6.2.6 следует, что C-группа Kl/Q принадлежит
классу C-sBA и потому конечна. По предложению 4.6.2 Q 6 Hi для любого i > l+ 1.
Стало быть, найдется такое n > l + 1, что Hn = Hn+1. �

Доказательство теорем 6.4.4 и 6.4.5. Ввиду предложения 6.4.1 класс C мож-
но считать замкнутым относительно взятия фактор-групп. Проверим выполнение
условий теоремы 4.1.1.

В силу предложения 6.1.2 для всех i > 1 справедливы включенияHi, Ki ∈ C-sBA,
если выполнено условие теоремы 6.4.4, и Hi, Ki ∈ C-BA, если выполнено условие
теоремы 6.4.5. В последнем случае также по теореме 6.3.3 гомоморфизм σ инъекти-
вен на подгруппе P(C)′-Is(K0, H1K1). Поэтому из теорем 6.2.4 и 6.3.3 следует, что
для любого i > 0 группа Ki C-регулярна по подгруппе Hi+1Ki+1 и P(C)′-изолятор

P(C)′-Is(Ki, Hi+1Ki+1)

C-отделим в группе Ki.
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C-аппроксимируемость группы G вытекает из
– теоремы 6.2.4, если множество P(C) содержит все простые числа и группа G

C-sBS-аппроксимируема;
– теоремы 6.3.3, если группа G C-BNP(C)-аппроксимируема;
– замкнутости класса C относительно взятия подгрупп, если группа G C-аппрок-

симируема.
Если N ∈ C∗(Hn) для некоторого n>m+1, то из включений Hm+1, Km+1∈ C-sBA

и предложений 6.1.2, 6.2.6 следует, что C-группа Hn/N принадлежит классу C-sBA,
конечна и является P(C)-группой. Наоборот, если Hn/N — конечная P(C)-группа,
то согласно предложению 1.4.5 Hn/N ∈ C. Поэтому условие 3 теоремы 6.4.5 ввиду
предложения 4.3.8 равносильно C-аппроксимируемости подгруппы E = sgp{Hn, t}.

Заметим, наконец, что для некоторого n>m+1имеет место равенствоHn =Hn+1:
это очевидно, если Hn = Kn, и гарантируется предложением 6.4.6, если группа G

аппроксимируется классом C. Таким образом, необходимость условия теоремы 6.4.4
и теорема 6.4.5 вытекают из теоремы 4.1.1.

Будучи расширением C-sBA-группы Hn при помощи бесконечной циклической
группы 〈t〉, тоже входящей в класс C-sBA, группа E принадлежит классу C-sBS.
Если множество P(C) содержит все простые числа, то подгруппы H и K P(C)′-изо-
лированы в группе G и по теореме 6.2.4 группа E C-аппроксимируема. Поэтому до-
статочность условия теоремы 6.4.4 также вытекает из теоремы 4.1.1.

Предположим теперь, что подгруппы Hm и Km конечно порождены при ка-
ком-то m> 1 и, следовательно, принадлежат классу C-sBA. Тогда группы Km/Hm+1

и Km/Km+1 имеют конечные периодические части и потому подгруппы Hm+1 и Km+1

P′-изолированы в группе Km для некоторого конечного множества P. Покажем, что
при выполнении условий теоремы 6.4.5 подгруппы Hm+1 и Km+1 P(C)′-изолированы
в группе G и, стало быть, P ⊆ P(C).

В самом деле, если подгруппы H и K P(C)′-изолированы в G, то требуемое
утверждение следует из предложения 4.6.2. Если же группа G C-аппроксимируема,
то согласно предложению 4.6.1 группа Gm = HNN(G,Hm+1, Km+1, ϕ) также аппрок-
симируется классом C и по предложению 4.3.4 семейство C∗∩(G,Hm+1, Km+1, ϕ) явля-
ется (Hm+1, Km+1)-фильтрацией. Отсюда и из включений

C∗∩(G,Hm+1, Km+1, ϕ) ⊆ C∗(G,Hm+1, Km+1, ϕ) ⊆ C∗(G),

справедливых в силу предложения 4.3.2, вытекает, что подгруппы Hm+1 и Km+1 C-от-
делимы в группе G и, следовательно, P(C)′-изолированы в этой группе согласно
предложению 1.3.7. �

Теорема 6.4.7. Пусть подгруппы H и K являются бесконечными циклически-
ми. Тогда справедливы следующие утверждения.

I. Если множество P(C) включает все простые числа, группа G аппроксими-
руется C-sBS-группами и обладает гомоморфизмом на такую группу, действую-
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щим инъективно на подгруппе HK, то группа G C-аппроксимируема тогда и толь-
ко тогда, когда фактор-группы H/H ∩ K и K/H ∩ K имеют одинаковые порядки.

II. Если группа G аппроксимируется C-BNP(C)-группами и обладает гомомор-
физмом на такую группу, действующим инъективно на подгруппе HK, то груп-
па G C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда

1) фактор-группы H/H ∩K и K/H ∩K имеют одинаковые порядки;
2) подгруппы H и K P(C)′-изолированы в группе G;
3) 2 ∈ P(C), если только подгруппа H ∩K не лежит в центре группы G.

Доказательство. Ввиду предложения 6.4.1 класс C можно считать замкнутым
относительно взятия фактор-групп.

I. Согласно теореме 6.2.4 в группе G C-отделимы все ее подгруппы, лежащие
в подгруппе HK. Поскольку 2 ∈ P(C), класс C содержит группу порядка 2. Следо-
вательно, доказываемое утверждение вытекает из теорем 4.1.7 и 4.1.9.

II. Если H ∩K = 1, то условия 1 и 3 выполнены автоматически и сформулиро-
ванное утверждение оказывается частным случаем теоремы 6.4.3. Пусть H ∩K 6= 1.
Согласно теореме 6.3.3 группа G C-аппроксимируема и произвольная подгруппа, ле-
жащая в HK, C-отделима в G тогда и только тогда, когда она P(C)′-изолирована
в этой группе. Условие 2 ∈ P(C) равносильно принадлежности классу C группы по-
рядка 2. Поэтому вновь можно воспользоваться теоремой 4.1.7. �
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Глава 7. Аппроксимируемость относительно
сопряженности

§ 7.1. Формулировка результатов

Как видно из доказательств, приведенных в главе 2, основу для изучения ап-
проксимируемости (относительно равенства) свободных конструкций групп корне-
вым классом C составляют утверждения об аппроксимируемости таким классом лю-
бой свободной группы и произвольного расширения C-аппроксимируемой группы
при помощи C-группы. С использованием результатов работы [54] первое из этих
утверждений достаточно легко обобщается на случай аппроксимируемости классом C
относительно сопряженности (см. предложение 7.2.1 ниже). Однако, расширение
C-аппроксимируемой относительно сопряженности группы при помощи C-группы,
вообще говоря, не обязано аппроксимироваться относительно сопряженности клас-
сом C [24]. Поэтому первым шагом в изучении C-аппроксимируемости относительно
сопряженности свободных конструкций групп является доказательство более слабого
утверждения о том, что всякое расширение свободной группы при помощи C-группы
аппроксимируется классом C относительно сопряженности. К настоящему времени
справедливость этого утверждения удалось установить лишь в предположении, что
аппроксимирующий класс состоит из конечных групп. Имеет место

Теорема 7.1.1. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только из конеч-
ных групп. Тогда любое расширение свободной группы при помощи C-группы аппрок-
симируется классом C относительно сопряженности.

В случае, когда C представляет собой класс всех конечных групп, теорема 7.1.1
была доказана Дж. Дайер [109] с использованием результатов работы П. Стиба [185].
Аналогичное утверждение об аппроксимируемости относительно сопряженности ко-
нечными p-группами получено Е. А. Ивановой [28]. Приводимое в настоящей главе
доказательство теоремы 7.1.1 также следует идеям работ [109,185].

Далее в этом параграфе будем предполагать, что

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
—

некоторый граф групп. Ввиду приводимого ниже следствия 7.1.4 при изучении ап-
проксимируемости группы π1(G(Γ)) корневыми классами относительно сопряженно-
сти мы можем ограничиться рассмотрением случая, когда граф Γ является связным.

Согласно предложению 2.2.3, если C — корневой класс групп и существует гомо-
морфизм группы π1(G(Γ)) на C-группу, действующий инъективно на всех вершинных

163



группах Gv (v ∈ V), то группа π1(G(Γ)) представляет собой расширение свободной
группы при помощи группы из класса C. Поэтому непосредственно из теоремы 7.1.1
вытекает

Следствие 7.1.2. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только из ко-
нечных групп. Если существует гомоморфизм группы π1(G(Γ)) на группу из клас-
са C, действующий инъективно на всех группах Gv (v ∈ V), то группа π1(G(Γ))

C-аппроксимируема относительно сопряженности.

Если граф Γ конечен, то условия следствия 7.1.2 можно ослабить, потребо-
вав, чтобы гомоморфизм группы π1(G(Γ)) на C-группу действовал инъективно лишь
на реберных подгруппах. Теорема 2.5.1 позволяет дать получающемуся в результате
утверждению следующую равносильную и более удобную в применении формули-
ровку.

Теорема 7.1.3. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только из ко-
нечных групп, Γ — конечный граф, все группы Gv (v ∈ V) C-аппроксимируемы от-
носительно сопряженности и все подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1) конечны. Если
группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема, то она C-аппроксимируема относительно со-
пряженности.

Следствие 7.1.4. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только из ко-
нечных групп, и P— свободное произведение некоторого семейства групп {Ai | i∈ I}.
Если все группы Ai (i ∈ I) C-аппроксимируемы относительно сопряженности,
то и группа P аппроксимируется классом C относительно сопряженности.

Доказательство. Пусть x и y — произвольные несопряженные элементы груп-
пы P и J — подмножество множества I, определенное следующим образом: i ∈ J
тогда и только тогда, когда некоторый образующий группы Ai (или обратный к нему)
входит в фиксированную запись элемента x или y. Тогда указанные элементы содер-
жатся в свободном произведении PJ групп Ai (i ∈ J ) и не сопряжены в нем.

Пусть Γ — некоторое дерево с множеством вершин J , и пусть в графе групп G(Γ)

вершинам сопоставлены группы Ai (i ∈ J ), а ребрам — единичные группы. Тогда,
очевидно, π1(G(Γ)) ∼= PJ . Поскольку множество J конечно, из предложения 1.4.8
и теоремы 7.1.3 следует, что группа PJ C-аппроксимируема относительно сопряжен-
ности. Кроме того, она является ретрактом группы P. Значит, ретрактирующий го-
моморфизм P → PJ может быть продолжен до гомоморфизма группы P на группу
из класса C, переводящего x и y в несопряженные элементы. �

Отметим, что теорема 7.1.3 и следствие 7.1.4 обобщают теорему 1 из [110], теоре-
му 1 из [30], теорему 3 из [185] и теорему 10 из [28], в которых речь идет об аппрокси-
мируемости относительно сопряженности классами всех конечных групп и конечных
p-групп, где p — простое число.
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§ 7.2. Некоторые вспомогательные утверждения

Следующее предложение служит обобщением теоремы 1 из [16].

Предложение 7.2.1. Пусть C — произвольный корневой класс групп, F —
некоторая свободная группа. Тогда группа F C-аппроксимируема относительно со-
пряженности.

Доказательство. Хорошо известно, что для любого простого числа p группа F
аппроксимируется относительно сопряженности классом Fp конечных p-групп [54].
Согласно предложению 1.4.5, если класс C состоит из периодических групп, то для не-
которого простого p справедливо включение Fp ⊆ C. Значит, в этом случае доказы-
ваемое утверждение имеет место.

Пусть класс C содержит непериодические группы, X — некоторый свободный
базис группы F , f и g — несопряженные элементы этой группы, p — произвольное
простое число. Ввиду отмеченного выше найдется подгруппа N ∈ F∗p (F ), по модулю
которой элементы f и g несопряжены. Обозначим через M нормальное замыкание
в группе F множества элементов{

xy−1 | x, y ∈ X, xy−1 ∈ N
}

и положим L = MF (c), где c — ступень разрешимости фактор-группы F/N , F (c) —
соответствующий член ряда коммутантов группы F . Тогда L 6 N и, следовательно,
f �F g (mod L).

Легко видеть, что отношение сравнимости элементов группы F по модулю под-
группыN разбивает множествоX на классы эквивалентности, число которых не пре-
восходит порядка фактор-группы F/N . Поэтому F/L— конечно порожденная (и, зна-
чит, счетная) свободная разрешимая группа, принадлежащая классу C ввиду пред-
ложения 1.4.7. �

Справедливость следующего утверждения устанавливается в ходе доказатель-
ства теоремы 2 из [185].

Предложение 7.2.2. Пусть X — некоторая группа, F — ее свободная нор-
мальная подгруппа конечного индекса, x — элемент бесконечного порядка группы X,
n — порядок элемента x по модулю подгруппы F и y — произвольный элемент
из подгруппы Y , порожденной x и F . Если x ≡ y (mod F ) и xn ∼Y yn, то x ∼Y y.

Пусть C — некоторый класс групп, X — произвольная группа. Будем говорить,
что элемент x ∈ X сопряженно C-отделим (в X), если для любого элемента y ∈ X,
не сопряженного с x, существует гомоморфизм группы X на C-группу, отображаю-
щий x и y в несопряженные элементы. Приводимые ниже предложения 7.2.3 и 7.2.4
являются аналогами леммы 1 и теоремы 2 из [185], причем в отдельных местах их
доказательства повторяют используемые в данной работе рассуждения почти до-
словно.
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Предложение 7.2.3. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только
из конечных групп, X — некоторая группа, Y и F — ее подгруппы, причем F ∈ C∗(X)

и F 6 Y . Если элемент y ∈ Y сопряженно C-отделим в Y , то он сопряженно C-от-
делим и во всей группе X.

Доказательство. Пусть y ∈ Y — некоторый элемент, сопряженно C-отделимый
в Y , x ∈ X — произвольный элемент, не сопряженный с y в X, A — полная система
представителей левых смежных классов группы X по подгруппе Y и

B =
{
a ∈ A | a−1xa ∈ Y

}
.

Поскольку класс C состоит лишь из конечных групп, подгруппы F и Y имеют ко-
нечные индексы в группе X и, следовательно, множества A и B конечны.

Так как элемент y не сопряжен с x, то он не сопряжен ни с одним элементом
вида b−1xb, где b ∈ B. Поэтому, пользуясь сопряженной C-отделимостью элемента y
в группе Y , для каждого элемента b ∈ B можно найти подгруппу Mb ∈ C∗(Y ) та-
кую, что

y �Y b
−1xb (mod Mb).

Положим
M =

( ⋂
b∈B

Mb

)
∩ F.

Так как множество B конечно и F ∈ C∗(X), то в силу предложений 1.3.1 и 1.3.4
имеем

F ∈ C∗(Y ), M ∈ C∗(Y ), M ∈ C∗(F ).

Стало быть,M 6 F 6 X — субнормальная последовательность с факторами из клас-
са C и по условию Грюнберга найдется подгруппа N ∈ C∗(X), лежащая в M .

Предположим, что
u−1xu ≡ y (mod N)

для некоторого элемента u ∈ X. Записывая u в виде u = av для подходящих элемен-
тов a ∈ A, v ∈ Y , получаем сравнение

a−1xa ≡ vyv−1 (mod N),

из которого следует, что a−1xa ∈ Y и a ∈ B. Но тогда N 6Ma и

y ∼Y a−1xa (mod Ma),

что невозможно в силу выбора подгруппы Ma. Таким образом, x �X y (mod N). �

Предложение 7.2.4. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только
из конечных групп, X — расширение некоторой свободной группы F при помощи
C-группы и x ∈ X — элемент бесконечного порядка. Тогда элемент x сопряженно
C-отделим в группе X.

Доказательство. Пусть Y — подгруппа группы X, порожденная x и F . Так как
x ∈ Y и подгруппа Y содержит подгруппу F ∈ C∗(X), то в силу предложения 7.2.3
достаточно показать, что элемент x сопряженно C-отделим в Y .
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Пусть y ∈ Y — произвольный элемент, не сопряженный с x в группе Y . Если
x 6≡ y (mod F ), то, поскольку фактор-группа Y/F абелева, x �Y y (mod F ). Пусть
x ≡ y (mod F ) и n — порядок элемента x по модулю подгруппы F . Тогда по предло-
жению 7.2.2 xn �Y y

n.
Поскольку F — свободная группа, ее элемент xn сопряженно C-отделим в F со-

гласно предложению 7.2.1. Так как F ∈ C∗(Y ), то по предложению 7.2.3 элемент xn со-
пряженно C-отделим и в подгруппе Y . Следовательно, найдется подгруппаN ∈ C∗(Y )

такая, что xn �Y y
n (mod N). Но тогда, очевидно, x �Y y (mod N). �

Далее через Zn будем обозначать циклическую группу порядка n.

Предложение 7.2.5. Пусть C — произвольный корневой класс групп и число
n > 2 таково, что Zn ∈ C. Пусть также

r, s1, s2, . . . , sk (k > 0) —

делители числа n, большие 1, и

G(r, s1, s2, . . . , sk) =
〈
a, b, t1, t2, . . . , tk;

an = bn = 1, ar = br, tia
sit−1

i = bsi (1 6 i 6 k)
〉
.

Тогда существует гомоморфизм группы G(r, s1, s2, . . . , sk) на C-группу, переводя-
щий a и b в несопряженные элементы.

Доказательство будем вести индукцией по k. Если k = 0, то

G(r) =
〈
a, b; an = bn = 1, ar = br

〉
.

Так как r | n, то Zr 6 Zn, откуда Zr ∈ C и Zr ×Zr ∈ C в силу замкнутости класса C
относительно взятия подгрупп и расширений. Следовательно, искомым является го-
моморфизм группы G(r) на группу

P =
〈
a, b; ar = br = 1, [a, b] = 1

〉
,

изоморфную Zr ×Zr.
Пусть теперь k > 1,

G =
〈
a, b, t1, t2, . . . , tk;

an = bn = 1, ar = br, tia
sit−1

i = bsi (1 6 i 6 k), tnk = 1
〉

и H — нормальное замыкание в группе G множества элементов{
a, b, t1, . . . , tk−1

}
.

Тогда G/H ∼= Zn, т. е. H ∈ C∗(G).
Множество {

1, tk, t
2
k, . . . , t

n−1
k

}
является шрайеровской системой представителей смежных классов группы G по под-
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группе H. Поэтому согласно теореме 2.9 из [39] подгруппа H порождается элемен-
тами

aj = tjkat
−j
k , bj = tjkbt

−j
k (0 6 j 6 n− 1),

tij = tjktit
−j
k (1 6 i 6 k − 1, 0 6 j 6 n− 1),

tkj = tjktkt
−(j+1)
k (0 6 j 6 n− 2),

tk,n−1 = tn−1
k tk = tnk

и определяется в этих порождающих соотношениями

anj = τ(tjka
nt−jk ) = 1 (0 6 j 6 n− 1),

bnj = τ(tjkb
nt−jk ) = 1 (0 6 j 6 n− 1),

arj = τ(tjka
rt−jk ) = τ(tjkb

rt−jk ) = brj (0 6 j 6 n− 1),

tija
si
j t
−1
ij = τ(tjktia

sit−1
i t−jk ) = τ(tjkb

sit−jk ) = bsij (1 6 i 6 k − 1, 0 6 j 6 n− 1),

askj+1 = τ(tjktka
skt−1

k t−jk ) = τ(tjkb
skt−jk ) = bskj (0 6 j 6 n− 2),

ask0 = τ(t
n−1
k tka

skt
−1
k t
−(n−1)
k ) = τ(t

n−1
k b

skt
−(n−1)
k ) = bskn−1,

tk,n−1 = τ(tjkt
n
kt
−j
k ) = 1,

tkj = 1 (0 6 j 6 n− 2),

где τ — переписывающий процесс Рейдемейстера–Шрайера. Таким образом,

H =
〈
aj, bj, tij; a

n
j = bnj = 1, arj = brj , tija

si
j t
−1
ij = bsij ,

ask(j+1) mod n = bskj (1 6 i 6 k − 1, 0 6 j 6 n− 1)
〉
.

Покажем, что для каждого j ∈ {0, . . . , n−1} существует гомоморфизм группыH

на C-группу, переводящий элементы a0 и bj в несопряженные. Если j = 0, рассмотрим
отображение λ образующих группы H в группу G(r, s1, s2, . . . , sk−1), определенное
по правилу

a0, b1, a2, b2, . . . , an−1, bn−1 7→ a,

b0, a1 7→ b,

ti0 7→ ti, ti1 7→ t−1
i , tij 7→ 1 (1 6 i 6 k − 1, 2 6 j 6 n− 1),

и естественным образом продолжаемое до отображения слов. Так как

an0λ = bn1λ = an2λ = bn2λ = . . . = ann−1λ = bnn−1λ = an = 1,

bn0λ = an1λ = bn = 1,

ar0λ = br1λ = ar2λ = br2λ = . . . = arn−1λ = brn−1λ = ar = br = br0λ = ar1λ,(
ti0a

si
0 t
−1
i0

)
λ = tia

sit−1
i = bsi = bsi0 λ (1 6 i 6 k − 1),(

ti1a
si
1 t
−1
i1

)
λ = t−1

i bsiti = asi = bsi1 λ (1 6 i 6 k − 1),(
tija

si
j t
−1
ij

)
λ = asi = bsij λ (1 6 i 6 k − 1, 2 6 j 6 n− 1),

ask1 λ = bsk = bsk0 λ,

ask(j+1) mod nλ = ask = bskj λ (1 6 j 6 n− 1),

то отображение λ переводит все определяющие соотношения группы H в равен-
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ства, верные в группе G(r, s1, s2, . . . , sk−1), и, следовательно, задает гомоморфизм.
Поскольку a0λ = a и b0λ = b, этот гомоморфизм может быть продолжен до искомо-
го в силу индуктивного предположения.

Если 1 6 j 6 n − 1, то точно так же до искомого гомоморфизма продолжается
отображение µ порождающих группы H в группу

G(sk) =
〈
a, b; an = bn = 1, ask = bsk

〉
,

определенное по правилу

a0, b0 7→ a,

a1, b1, a2, b2, . . . , an−1, bn−1 7→ b,

tij 7→ 1 (1 6 i 6 k − 1, 0 6 j 6 n− 1)

и переводящее a0 в a, bj в b.
Таким образом, для каждого j ∈{0, . . . , n−1} существует подгруппаMj∈ C∗(H),

удовлетворяющая соотношению a0 �H bj (mod Mj). Положим M =
⋂n−1
j=0 Mj. Тогда

M ∈ C∗(H) в силу предложения 1.3.4 и согласно условию Грюнберга, применяемому
к последовательности M 6 H 6 G, найдется подгруппа N ∈ C∗(G), лежащая в M .

Предполагая, что g−1ag ≡ b (mod N) для некоторого элемента g ∈ G, и записы-
вая этот элемент в виде g = htjk для подходящих числа j ∈ {0, . . . , n− 1} и элемента
h ∈ H, получаем соотношения

h−1a0h = h−1ah ≡ tjkbt
−j
k = bj (mod N),

из которых следует, что a0 ∼H bj (mod Mj) в противоречие с выбором подгруппыMj.
Значит, a �G b (mod N) и искомым отображением является композиция естествен-
ных гомоморфизмов G→ G и G→ G/N . �

§ 7.3. Доказательство теоремы 7.1.1

Пусть F — некоторая свободная группа, X — расширение группы F при помощи
группы из класса C и x ∈ X — произвольный элемент. Покажем, что данный элемент
сопряженно C-отделим в группе X.

В силу предложения 7.2.4 можно считать, что элемент x имеет конечный поря-
док. Подгруппа Y , порожденная подгруппой F и этим элементом, содержит подгруп-
пу F ∈ C∗(X). Поэтому согласно предложению 7.2.3 для завершения доказательства
достаточно показать, что элемент x сопряженно C-отделим в группе Y . Выберем
произвольный элемент y ∈ Y , не сопряженный (в Y ) с x, и укажем гомоморфизм
группы Y на группу из класса C, переводящий x и y в несопряженные элементы.

Если элемент y имеет бесконечный порядок, то существование гомоморфизма
с требуемыми свойствами следует из предложения 7.2.4. Если x 6≡ y (mod F ), то, по-
скольку фактор-группа Y/F абелева, x �Y y (mod F ) и естественный гомоморфизм
Y → Y/F оказывается искомым. Стало быть, далее можно считать, что порядок
элемента y конечен и x ≡ y (mod F ). Поскольку подгруппа F не имеет кручения,
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из последнего сравнения следует, что порядки элементов x и y совпадают и равны
некоторому числу n > 2.

Будучи конечным расширением свободной группы, подгруппа Y представляет
собой фундаментальную группу некоторого графа групп

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
,

все вершинные группы которого конечны [177]. Без потери общности данный граф
можно считать связным (если это не так, добавим к нему недостающие ребра, сопо-
ставив им единичные группы). Понятно, что для каждой вершины v ∈ V конечная
группа Gv тривиально пересекается в группе Y = π1(G(Γ)) со свободной подгруп-
пой F и, следовательно, вкладывается в фактор-группу Y/F , изоморфную конечной
циклической группе Zn.

Пусть Γ′ — подграф графа Γ, содержащий все его вершины и те ребра, группы
которых (в графе G(Γ)) изоморфны Zn. Выберем остовное дерево T в графе Γ таким
образом, чтобы его пересечения с компонентами связности графа Γ′ были остовными
деревьями в этих компонентах. Ввиду предложения 1.2.3 любой элемент конечного
порядка группы π1(G(Γ), T ) сопряжен с элементом некоторой вершинной группы.
Поэтому, заменяя при необходимости элементы x и y сопряженными, можно пред-
полагать далее, что x ∈ Gu и y ∈ Gw для некоторых u,w ∈ V .

Если вершины u и w принадлежат одной компоненте связности графа Γ′, то в си-
лу выбора дерева T подгруппыGu иGw группы π1(G(Γ), T ) совпадают. Значит, x = yk

для некоторого целого k и, так как y ≡ x (mod F ), то k ≡ 1 (mod n) и x = y, что
невозможно. Следовательно, вершины u и w лежат в разных компонентах и потому
соединяющий их путь в дереве T содержит некоторое ребро f , концы которого так-
же принадлежат разным компонентам связности графа Γ′.

Пусть T1 и T2 — компоненты связности графа, получающегося из T удалением
ребра f , V1 и V2 — множества вершин графов T1 и T2 соответственно. Пусть также
Γ1 и Γ2 — максимальные подграфы графа Γ, множества вершин которых совпада-
ют с V1 и V2 соответственно, E1 и E2 — множества ребер графов Γ1 и Γ2. Рассмотрим
граф Γ с множеством вершин V = {Γ1,Γ2} и множеством ребер E = E \ (E1 ∪ E2),
получающийся из Γ путем стягивания подграфов Γ1 и Γ2 в точки. Сопоставим вер-
шине Γi (i = 1, 2) группу Gi = π1(G(Γi), Ti), ребру e ∈ E — группуHe и гомоморфизмы
ϕεe = ϕεeιεe (ε = ±1), где ιεe обозначает естественное вложение группы Ge(ε) в соот-
ветствующую ей группу Gi. В результате получим граф групп G(Γ).

Пусть T — остовное дерево в графе Γ, содержащее ребро f . Очевидно, что
группы π1(G(Γ), T ) и π1(G(Γ), T ) имеют одинаковые представления и, стало быть,
Y = π1(G(Γ), T ). Заметим также, что в силу выбора ребра f каждая компонента
связности графа Γ′ содержится целиком либо в графе Γ1, либо в графе Γ2 и потому
все реберные группы графа G(Γ) отличны от Zn.

Согласно предложению 1.2.6 семейство R = {F ∩ Gi | i = 1, 2} является систе-
мой совместимых нормальных подгрупп в группе π1(G(Γ)) (выбранное выше дерево T
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далее предполагается фиксированным). Поэтому определены граф групп GR(Γ) и го-
моморфизм ρR : π1(G(Γ))→ π1(GR(Γ)), продолжающий естественные гомоморфизмы

Gi → Gi/Gi ∩ F (i = 1, 2).

С одной стороны, справедливы соотношения

GiρR = Gi/Gi ∩ F ∼= GiF/F 6 Y/F ∼= Zn (i = 1, 2).

С другой стороны, свободная подгруппа F тривиально пересекается с конечными
подгруппами группG1 иG2, порожденными элементами x и y. Поэтому элементы xρR

и yρR по-прежнему имеют порядок n и, стало быть, G1ρR ∼= Zn ∼= G2ρR.
Выберем элементы a = xρR и b = yρR в качестве порождающих групп GiρR

(i = 1, 2). Тогда, заменяя некоторые проходные буквы обратными к ним, представ-
ление группы Y = π1(GR(Γ)) можно привести к виду〈

a, b, tj; a
n = bn = 1, ar1 = br2 , tja

sj1t−1
j = bsj2 (j ∈ J )

〉
,

где r1, r2, sj1, sj2 ∈ {1, 2, . . . , n} для всех j ∈ J и множество J равномощно множе-
ству E \ {f}.

Согласно предложению 1.2.5 ядро гомоморфизма ρR совпадает с нормальным за-
мыканием в группе Y = π1(G(Γ)) множества G1∪G2∩F и, следовательно, содержится
в F . Поэтому отображение λ: Y →Y/F , действующее по правилу (gρR)λ= gF (g ∈ Y ),
корректно определено и представляет собой сюръективный гомоморфизм. Так как
x ≡ y (mod F ), то

aλ = xρRλ = xF = yF = yρRλ = bλ.

Поскольку фактор-группа Y/F абелева и элемент xF = yF имеет порядок n, отсюда
следует, что

r1 ≡ r2 (mod n); ∀j ∈ J sj1 ≡ sj2 (mod n).

Но r1, r2, sj1, sj2 ∈ {1, 2, . . . , n}, значит,

r1 = r2, sj1 = sj2 (j ∈ J ).

Из доказанных равенств вытекает, что числа r1, r2, sj1, sj2 (j ∈ J ) можно считать
делителями числа n. Заметим, что все они больше 1, поскольку реберные группы
графа G(Γ) отличны от Zn, а, значит, тем же свойством обладают и реберные группы
графа GR(Γ).

Очевидно, что среди чисел sj1 (j ∈ J ) лишь конечное число различных. Обо-
значим их через s1, s2, . . . , sk, положим r = r1 = r2 и рассмотрим отображение σ
порождающих группы Y в группу

G(r, s1, s2, . . . , sk) =
〈
α, β, τ1, τ2, . . . , τk; α

n = βn = 1, αr = βr,

τiα
siτ−1

i = βsi (1 6 i 6 k)
〉
,

определенное по правилу:

a 7→ α, b 7→ β, tj 7→ τij (j ∈ J ),

где ij ∈ {1, 2, . . . , k} — такое число, что sj1 = sj2 = sij . Очевидно, что будучи
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продолженным до отображения слов, σ переводит все определяющие соотношения
группы Y в равенства, верные в группе G(r, s1, s2, . . . , sk), и, стало быть, определяет
гомоморфизм. Так как aσ = α и bσ = β, то согласно предложению 7.2.5 композицию
ρRσ можно продолжить до искомого отображения.

§ 7.4. Доказательство теоремы 7.1.3

Ввиду очевидных индуктивных соображений достаточно рассмотреть случай,
когда граф Γ содержит одно ребро, т. е. группа π1(G(Γ)) представляет собой обоб-
щенное свободное произведение двух групп или HNN-расширение с одной проходной
буквой.

Пусть x и y — произвольные несопряженные элементы группы π1(G(Γ)). Тогда
для построения гомоморфизма этой группы на группу из класса C, переводящего x
и y в несопряженные элементы, достаточно найти систему R = {Rv | v ∈ V} совме-
стимых нормальных подгрупп в группе π1(G(Γ)) такую, что Rv ∈ C∗(Gv) для всех
v ∈ V и элементы xρR и yρR несопряжены в группе π1(GR(Γ)).

Действительно, если система с указанными свойствами существует, то согласно
теореме 2.5.1 найдется гомоморфизм σ группы π1(G(Γ)) на группу из класса C, удо-
влетворяющий условию kerσ ∩ Gv 6 Rv для всех v ∈ V . Положим Sv = kerσ ∩ Gv

и S = {Sv | v ∈ V}. Тогда S является C-допустимой системой совместимых нормаль-
ных подгрупп в группе π1(G(Γ)) и, так как Sv 6 Rv для всех v ∈ V , то по пред-
ложению 1.2.5 ker ρS 6 ker ρR. Значит, элементы xρS и yρS несопряжены в груп-
пе π1(GS(Γ)). Остается заметить, что в силу определения C-допустимости и след-
ствия 7.1.2 группа π1(GS(Γ)) C-аппроксимируема относительно сопряженности и, ста-
ло быть, гомоморфизм ρS можно продолжить до искомого.

Итак, найдем систему R с указанными свойствами, начав с общего построения,
не зависящего от вида графа Γ и элементов x, y.

Пусть U — некоторое конечное подмножество группы π1(G(Γ)), содержащее все
реберные подгруппы Hεe (e ∈ E , ε = ±1). Из предложения 1.3.4 и C-аппроксими-
руемости группы π1(G(Γ)) следует, что найдется подгруппа L ∈ C∗(π1(G(Γ))), по мо-
дулю которой элементы множества U попарно несравнимы. В дополнение к этому
для каждой вершины v ∈ V можно указать подгруппу Mv ∈ C∗(Gv), удовлетворяю-
щую условию

∀g1, g2 ∈ U ∩Gv g1 �Gv g2 ⇒ g1Mv �Gv/Mv g2Mv

(она существует благодаря C-аппроксимируемости группы Gv относительно сопря-
женности).

Положим Rv =L∩Mv (v ∈ V). Тогда Rv = (L∩Gv)∩Mv и, так как L∩Gv∈ C∗(Gv)

в силу предложения 1.3.1, то Rv ∈ C∗(Gv) согласно предложению 1.3.4. Для любых
e ∈ E , ε = ±1 из включения Hεe ⊆ U ввиду выбора подгруппы L следует, что
L∩Hεe =1 и потому Re(ε) ∩Hεe =1. Значит, R= {Rv | v ∈ V} — система совместимых
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нормальных подгрупп, и остается показать, что элементы xρR и yρR не сопряжены
в группе π1(GR(Γ)).

В силу предложения 1.2.5 подгруппа Q = ker ρR совпадает с нормальным замы-
канием в группе π1(G(Γ)) множества

⋃
v∈V Rv и удовлетворяет равенствам Q∩Gv =Rv

(v ∈ V). Поэтому Q 6 L и Q ∩Gv 6Mv для всех v ∈ V . Отсюда следует, что

∀v ∈ V ∀g1, g2 ∈ U ∩Gv g1 �Gv g2 ⇒ g1ρR �GvρR g2ρR, (1)

∀g1, g2 ∈ U g1 6= g2 ⇒ g1ρR 6= g2ρR. (2)

Последняя формула означает, в частности, что

∀e ∈ E , ε = ±1 ∀g ∈ U g /∈ Hεe ⇒ gρR /∈ HεeρR. (3)

Дальнейшие рассуждения (включающие определение подмножества U) будут за-
висеть от того, какой вид имеет граф Γ. Предположим сначала, что он содержит две
вершины u, w и соединяющее их ребро f . Тогда группа π1(G(Γ)) представляет собой
обобщенное свободное произведение двух групп и потому в ней имеет место равен-
ство H+f = H−f . Заменяя при необходимости элементы x и y сопряженными, можем
считать, что они циклически несократимы. Зафиксируем некоторые несократимые
записи

x = x1x2 . . . xm, y = y1y2 . . . yn

этих элементов и положим

U = H+f ∪ {x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn} ∪

∪ {h−1xixi+1 . . . xmx1 . . . xi−1h | h ∈ H+f , 1 6 i 6 m} ∪ {y}.

Из (3) следует, что произведения

x1ρRx2ρR . . . xmρR, y1ρRy2ρR . . . ynρR

являются циклически несократимыми записями элементов xρR и yρR. Поэтому, если
указанные элементы сопряжены в группе π1(GR(Γ)), то согласно предложению 1.1.1
возможны два случая:

1) m = n = 1 и существуют элементы h1, h2, . . . , hk ∈ H+f (k > 0) такие, что
любые соседние члены последовательности

xρR, h1ρR, h2ρR, . . . , hkρR, yρR

сопряжены в GuρR или в GwρR;
2) m = n > 1 и для некоторых элемента h ∈ H+f и числа i ∈ {1, . . . , m} имеет

место равенство

yρR = (hρR)−1xiρRxi+1ρR . . . xmρRx1ρR . . . xi−1ρRhρR.

В первом случае из включений

x, h1, h2, . . . , hk, y ∈ (U ∩Gu) ∪ (U ∩Gw)

ввиду (1) вытекает, что соседние члены последовательности x, h1, h2, . . . , hk, y сопря-
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жены в Gu или в Gw. Во втором случае из (2) и соотношений y, x∗ ∈ U , yρR = x∗ρR,
где

x∗ = h−1xixi+1 . . . xmx1 . . . xi−1h,

следует, что y = x∗. Так или иначе, элементы x и y оказываются сопряженными
в группе π1(G(Γ)) в противоречие с предположением. Значит, элементы xρR и yρR

не сопряжены в группе π1(GR(Γ)) и система R является искомой.
Аналогичным образом рассматривается случай, когда граф Γ содержит одну

вершину u и петлю f в ней, т. е. группа π1(G(Γ)) представляет собой HNN-расши-
рение с одной проходной буквой tf . Будем считать, что элементы x, y циклически
приведены и

x = x0t
δ1
f x1 . . . t

δm
f xm, y = y0t

ε1
f y1 . . . t

εn
f yn —

их циклически приведенные записи, причем xm = 1, если m > 0, и yn = 1, если n > 0.
Определим подмножество U группы π1(G(Γ)), включив в него объединение

H+f ∪H−f ∪ {y, x0, x1, . . . , xm, y0, y1, . . . , yn},

а также всевозможные элементы вида w−1x∗w, где x∗ — некоторая циклическая пе-
рестановка элемента x и w ∈ H+f ∪H−f .

Как и выше, из (3) следует, что

x0ρRt
δ1
f x1ρR . . . t

δm
f xmρR, y0ρRt

ε1
f y1ρR . . . t

εn
f ynρR —

циклически приведенные записи элементов xρR и yρR. Если указанные элементы
сопряжены в группе π1(GR(Γ)), то согласно предложению 1.1.3 возможны два случая:

1) m = n = 0 и существуют элементы h1, h2, . . . , hk ∈ H+f ∪H−f (k > 0) такие,
что любые соседние члены последовательности

xρR, h1ρR, h2ρR, . . . , hkρR, yρR

сопряжены при помощи элемента из множества GuρR ∪ {tf , t−1
f };

2) m = n > 0 и yρR = (wρR)−1x∗RwρR для подходящих элемента w ∈ H+f ∪H−f
и циклической перестановки x∗R элемента xρR.

Очевидно, что x∗R = x∗ρR для некоторой циклической перестановки x∗ эле-
мента x. Поэтому во втором случае yρR = (w−1x∗w)ρR и, так как y, w−1x∗w ∈ U ,
то y = w−1x∗w ввиду (2). В первом случае, если g1ρR, g2ρR — соседние члены после-
довательности и g1ρR ∼GuρR g2ρR, то g1 ∼Gu g2 в силу (1). Если же

g1ρR = t−εf g2ρRt
ε
f = (t−εf g2t

ε
f )ρR

для некоторого ε = ±1, то g1, g2, t
−ε
f g2t

ε
f ∈ H+f ∪ H−f и g1 = t−εf g2t

ε
f согласно (2).

Таким образом, в любом случае элементы x и y оказываются сопряженными в груп-
пе π1(G(Γ)) в противоречие с предположением и отсюда вновь следует, что элемен-
ты xρR и yρR не сопряжены в группе π1(GR(Γ)).
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Глава 8. Нильпотентная аппроксимируемость

§ 8.1. Формулировка результатов

Общая идея изучения нильпотентной аппроксимируемости, применяемая в на-
стоящей главе, состоит в том, чтобы исключить из рассмотрения как можно больше
случаев, используя для этого необходимые и достаточные условия аппроксимируе-
мости корневыми классами групп, а также приводимое ниже необходимое условие
локальной аппроксимируемости нильпотентными группами. Как обычно, будем го-
ворить, что группа обладает некоторым свойством локально, если для каждой ее
конечно порожденной подгруппы указанное свойство имеет место.

Предложение 8.1.1. [35, теорема 1] Пусть Γ — связный граф,

G(Γ) =
(
Γ, Gv (v ∈ V), He, ϕ±e (e ∈ E)

)
—

граф групп над Γ, каждая группа Gv (v ∈ V) локально удовлетворяет нетривиаль-
ному тождеству (необязательно одному и тому же для всех групп) и для всякого
ребра e ∈ E справедливы соотношения

H+e 6= Ge(1), H−e 6= Ge(−1), [Ge(1) : H+e] · [Ge(−1) : H−e] > 4.

Если группа π1(G(Γ)) локально аппроксимируется нильпотентными группами, то
существует простое число p такое, что для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Hεe

p′-изолирована в группе Ge(ε).

Формулировку приведенного утверждения несколько портит условие на индексы
реберных подгрупп. Однако, в некоторых случаях (в том числе для обобщенных
групп Баумслага–Солитэра) от него удается избавиться.

Если сравнить необходимое условие из предложения 8.1.1, например, с резуль-
татами из параграфов 4.1, 5.1 и 6.4, то легко увидеть, что оно является существен-
ной частью ряда достаточных условий аппроксимируемости группы π1(G(Γ)) конеч-
ными p-группами. Некоторые другие составляющие указанных условий выполня-
ются при дополнительном предположении о финитной аппроксимируемости груп-
пы π1(G(Γ)). Это предположение оказывается верным, если данная группа нильпо-
тентно аппроксимируема и конечно порождена (см. предложение 8.2.1 ниже). Таким
образом, в отдельных случаях «зазор» между необходимым условием нильпотентной
аппроксимируемости из предложения 8.1.1 и тем или иным достаточным условием
аппроксимируемости конечными p-группами становится совсем небольшим и его уда-
ется ликвидировать. Настоящая глава служит примером применения такого подхода
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(и результатов главы 5) к исследованию аппроксимируемости нильпотентными груп-
пами обобщенных групп Баумслага–Солитэра.

Критерий нильпотентной аппроксимируемости обычной группы Баумслага–Со-
литэра содержит

Теорема 8.1.2. [53] Группа BS(m,n) аппроксимируется нильпотентными груп-
пами тогда и только тогда, когда либо m = 1 и n 6= 2, либо m > 1 и n = εm

для некоторого ε = ±1.

Далее, как и в главе 5, будем предполагать, что Γ — непустой конечный связ-
ный граф, L(Γ) — некоторый граф с метками λ(εe) (e ∈ E , ε = ±1) и G = π1(L(Γ)) —
соответствующая ему GBS-группа с вершинными группами Gv = 〈gv〉 (v ∈ V) и ре-
берными подгруппами Hεe =

〈
g
λ(εe)
e(ε)

〉
(e ∈ E , ε = ±1). В сочетании с теоремой 8.1.2

критерий нильпотентной аппроксимируемости произвольной GBS-группы дает

Теорема 8.1.3. Пусть группа G не является разрешимой и задающий ее граф
с метками L(Γ) редуцирован.

1. Если Im ∆ = {1}, то группа G аппроксимируется нильпотентными груп-
пами тогда и только тогда, когда она аппроксимируется конечными p-группами
для некоторого простого числа p.

2. Если Im ∆ = {1,−1}, то следующие утверждения равносильны:
а) группа G аппроксимируется нильпотентными группами;
б) группа G аппроксимируется конечными нильпотентными {2, p}-группа-

ми для некоторого простого числа p (которое может быть равно 2);
в) все метки графа L(Γ) являются p-числами для некоторого простого p

и, если p 6= 2, то каждый сопряженный со своим обратным эллиптичес-
кий элемент принадлежит циклическому радикалу группы G.

3. Если Im ∆ * {1,−1}, то группа G не аппроксимируется нильпотентными
группами.

Отметим, что если граф L(Γ) редуцирован, все его метки являются p-числами
для некоторого простого p 6= 2 и Im ∆ = {1,−1}, то существует алгоритм, проверя-
ющий, что каждый сопряженный со своим обратным эллиптический элемент при-
надлежит циклическому радикалу группы G; он приводится в конце параграфа 8.3.

Результаты главы 5 позволяют ответить и на вопрос об условиях аппроксими-
руемости GBS-группы нильпотентными группами без кручения. Справедлива

Теорема 8.1.4. Следующие утверждения равносильны.
1. Группа G аппроксимируется нильпотентными группами без кручения.
2. Группа G аппроксимируется свободными группами.
3. Группа G изоморфна прямому произведению свободной и бесконечной цикли-

ческой групп.

В связи с последним утверждением имеет смысл отметить, что согласно теоре-
ме 1 из [87] прямое произведение свободной и бесконечной циклической групп при-
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надлежит классу FRΦ (fully residually free-групп) тогда и только тогда, когда оба
его сомножителя являются циклическими группами.

§ 8.2. Некоторые вспомогательные утверждения

Конечной группой примарного порядка будем называть конечную группу, поря-
док которой является степенью некоторого простого числа.

Предложение 8.2.1. Пусть X — конечно порожденная группа. Если группа X
аппроксимируется нильпотентными группами, то она аппроксимируется конеч-
ными группами примарных порядков. Если группа X аппроксимируется нильпо-
тентными группами без кручения, то для каждого простого числа p она аппрок-
симируется конечными p-группами.

Доказательство. Так как группа X конечно порождена, то она аппроксимиру-
ется конечно порожденными нильпотентными группами или конечно порожденными
нильпотентными группами без кручения и требуемое утверждение вытекает из тео-
ремы 2.1 работы [118]. �

Предложение 8.2.2. Пусть X — некоторая группа, x, y — элементы груп-
пы X такие, что x−1yx = y−1. Пусть также p — простое число и ψ — гомомор-
физм группы X на конечную p-группу. Если p 6= 2, то yψ = 1.

Доказательство. Пусть γi(X) обозначает i-й член нижнего центрального ряда
группы X, r — порядок элемента yψ. Непосредственно проверяется, что для каж-
дого i > 0 справедливо включение y2i ∈ γi+1(X). Поскольку группа Xψ нильпо-
тентна, отсюда следует, что для некоторого i > 0 имеет место равенство y2iψ = 1.
Если p 6= 2, то 1 = (r, 2i) = rα + 2iβ для подходящих целых чисел α, β и потому
yψ = (yψ)rα+2iβ = 1. �

Предложение 8.2.3. Пусть группа G не является разрешимой и граф L(Γ)

редуцирован. Если группа G аппроксимируется нильпотентными группами, то все
метки λ(εe) (e ∈ E , ε = ±1) представляют собой p-числа для некоторого простого p.

Доказательство. Так как граф L(Γ) редуцирован, то для каждого его ребра e,
не являющегося петлей, справедливы соотношения |λ(+e)| 6= 1 6= |λ(−e)|. Покажем,
что эти неравенства можно считать выполненными и для всех петель графа L(Γ).

Согласно предложению 8.2.1 группа G финитно аппроксимируема, и по теоре-
ме 5.2.2 Im ∆ ⊆ {1,−1}. Отсюда следует, что граф L(Γ) не может содержать петлю e,
удовлетворяющую соотношениям |λ(εe)| = 1 6= |λ(−εe)| для некоторого ε = ±1.
Пусть подграф Γ′ графа Γ получается из последнего путем удаления каждой петли e
такой, что (в графе L(Γ)) |λ(+e)| = 1 = |λ(−e)|. Тогда по предложению 1.2.1 груп-
па π1(L(Γ′)) изоморфна подгруппе группы G и, следовательно, аппроксимируется
нильпотентными группами. Поскольку для каждого ребра e графа Γ′ справедливы
соотношения |λ(+e)| 6= 1 6= |λ(−e)| и единица является степенью любого числа p, да-
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лее вместо графов Γ, L(Γ) и группы G можно рассматривать графы Γ′, L(Γ′) и груп-
пу π1(L(Γ′)).

Итак, будем считать, что |λ(εe)| 6= 1 для всех e ∈ E , ε = ±1. Если для любого
ребра e ∈ E хотя бы одно из чисел |λ(+e)|, |λ(−e)| больше 2, то требуемое утвер-
ждение вытекает из предложения 8.1.1. Поэтому предположим, что для некоторого
ребра e ∈ E справедливы равенства |λ(+e)| = 2 = |λ(−e)|, и покажем, что тогда все
метки λ(εf) (f ∈ E , ε = ±1) являются 2-числами.

Пусть, напротив, ребро f ∈ E таково, что хотя бы одно из чисел λ(+f), λ(−f)

делится на простое число p 6= 2. Покажем, что графы Γ и L(Γ) можно при необ-
ходимости модифицировать так, чтобы а) граф Γ содержал простую цепь, первым
и последним ребрами которой служили бы ребра e и f ; б) фундаментальные группы
исходного и модифицированного графов с метками были изоморфны.

В самом деле, если цепи указанного вида в графе Γ нет, то выполняется хотя бы
одно из следующих утверждений:

1) ребра e и f не являются петлями и соединяют одну и ту же пару вершин,
т. е. f(1) = e(ε) и f(−1) = e(−ε) для некоторого ε = ±1;

2) e является петлей;
3) f является петлей.

В первом случае модифицируем графы Γ и L(Γ) следующим образом: добавим к гра-
фу Γ новую вершину vf и ребро, соединяющее эту вершину с вершиной f(−1); за-
меним ребро f ребром, идущим от вершины f(1) к vf ; в графе L(Γ) первому из до-
бавленных ребер сопоставим метки (1, 1), второму — λ(+f) в вершине f(1) и λ(−f)

в вершине vf . Выполним в точности те же преобразования, если f — петля, и мо-
дифицируем графы Γ и L(Γ) аналогичным образом, если петлей является ребро e.
Во всех случаях исходный граф с метками получается из модифицированного эле-
ментарным схлопыванием, поэтому их фундаментальные группы изоморфны.

Пусть Ω — простая цепь в графе Γ, начинающаяся ребром e и заканчивающа-
яся ребром f . Нетрудно показать, что она является подграфом некоторого остовно-
го дерева в графе Γ. Поэтому согласно предложению 1.2.1 группа π1(L(Ω)) может
быть вложена в группу π1(L(Γ)) и, следовательно, аппроксимируется нильпотентны-
ми группами. Пусть для определенности вершины e(1) и f(−1) являются концами
цепи и число ε = ±1 таково, что p | λ(εf). Рассмотрим элементы

x1 =
[
ge(1), ge(−1)

]
, x2 =

[
gf(−ε), g

λ(εf)/p
f(ε)

]
,

x =
[
x1, x2

]
= g−1

e(−1)g
−1
e(1)ge(−1)ge(1)x

−1
2 g−1

e(1)g
−1
e(−1)ge(1)ge(−1)x2.

Пусть цепь Ω1 получается из цепи Ω удалением вершины e(1) и ребра e, цепь Ω2 —
удалением вершины f(−1) и ребра f , F1 = π1(L(Ω1)) и F2 = π1(L(Ω2)). Тогда груп-
па π1(L(Ω)) представляет собой свободное произведение P1 групп Ge(1), F1 с объ-
единенными подгруппами H+e, H−e и одновременно — свободное произведение P2

групп F2, Gf(−1) с объединенными подгруппами H+f , H−f . Поскольку |λ(−εf)| 6= 1

и |λ(εf)/p| < |λ(εf)|, элемент x2 имеет в обобщенном свободном произведении P2
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несократимую запись длины 4 и, следовательно, не принадлежит свободному мно-
жителю F2 и его подгруппе H−e. Отсюда и из равенств |λ(+e)| = 2 = |λ(−e)| выте-
кает, что элемент x имеет в обобщенном свободном произведении P1 несократимую
запись длины, не меньшей 8, и потому отличен от 1.

Пусть q — произвольное простое число и ψ — некоторый гомоморфизм груп-
пы π1(L(Ω)) на конечную q-группу. Если q 6= 2 и r — порядок элемента ge(1)ψ,
то (r, 2) = 1. Отсюда и из включений g2

e(1)ψ ∈ H+eψ, gre(1)ψ ∈ H+eψ следует, что
ge(1)ψ ∈ H+eψ = H−eψ и x1ψ = 1. Аналогично, если q 6= p и s — порядок эле-
мента gλ(εf)/p

f(ε) ψ, то из включений
(
g
λ(εf)/p
f(ε)

)p
ψ ∈ Hεfψ,

(
g
λ(εf)/p
f(ε)

)s
ψ ∈ Hεfψ получаем,

что x2ψ = 1. Таким образом, при каждом гомоморфизме группы π1(L(Ω)) на ко-
нечную группу примарного порядка образ элемента x оказывается равным 1, и это
противоречит нильпотентной аппроксимируемости группы π1(L(Ω)) в силу предло-
жения 8.2.1. �

§ 8.3. Алгоритм для проверки условия теоремы 8.1.3

Пусть E∗ — множество путей в графе Γ. Определим функцию ξ : E∗ → {1,−1}
следующим образом. Если e∈ E , то ξ(e) = signλ(+e)λ(−e). Если s= (e1, e2, . . . , en) —
путь в графе Γ, то ξ(s) =

∏n
i=1 ξ(ei). В частности, если путь s имеет нулевую длину,

то ξ(s) = 1.
Приводимый далее алгоритм присваивает вершинам графа Γ метки, равные ±1.

Метка, соответствующая вершине v, обозначается через ζ(v). Исходно все вершины
не отмечены.

Алгоритм.
1. Если граф уже содержит отмеченные вершины, выберем некоторую верши-

ну v без метки, смежную с одной из отмеченных. В противном случае возьмем про-
извольную вершину v графа Γ.

2. Если в вершине v имеется петля e такая, что ξ(e) = −1, то алгоритм завершает
работу, не отметив вершину v.

3. Пусть Ev — множество ребер графа Γ, каждое из которых соединяет вершину v
с какой-либо из уже отмеченных вершин, и, если e ∈ Ev, то εe = ±1 — такое число,
что e(εe) = v.

3.1. Если существуют ребра e1, e2 ∈ Ev такие, что

ξ(e1)ζ(e1(−εe1)) 6= ξ(e2)ζ(e2(−εe2)),

то алгоритм завершает работу, не отметив вершину v.
3.2. В противном случае полагаем ζ(v) = 1, если Ev = ∅, и ζ(v) = ξ(e)ζ(e(−εe)),

если Ev 6= ∅ и e — некоторое ребро из множества Ev (независимость метки ζ(v)

от выбора ребра e обеспечивается шагом 3.1).
4. Если все вершины графа Γ были отмечены, то алгоритм завершает работу,

в противном случае возвращается к шагу 1.
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Предложение 8.3.1. Справедливы следующие утверждения.
1. Если ξ(s) = 1 для любого замкнутого пути s в графе Γ, то приведенный

алгоритм завершает работу, отметив все вершины графа Γ, при любой последова-
тельности выбора вершин на шаге 1.

2. Если при некоторой последовательности выбора вершин на шаге 1 приве-
денный алгоритм завершает работу, отметив все вершины графа Γ, то ξ(s) = 1

для любого замкнутого пути s в графе Γ.

Доказательство. Прежде всего заметим, что если v — некоторая отмеченная ал-
горитмом вершина графа Γ и u — вершина, которая была отмечена первой, то в гра-
фе Γ существует путь s, соединяющий u с v и состоящий из вершин, отмеченных
не позже v, причем ζ(v) = ξ(s). Это нетрудно показать, используя индукцию по чис-
лу шагов работы алгоритма.

1. Зафиксируем некоторую последовательность выбора алгоритмом вершин на
шаге 1 и рассмотрим произвольную вершину v из этой последовательности. Если
в вершине v имеется петля e, то она представляет собой замкнутый путь и потому
ξ(e) = 1. Пусть Ev 6= ∅, e1, e2 ∈ Ev — произвольные ребра, v1 = e1(−εe1), v2 = e2(−εe2)
и u — первая отмеченная алгоритмом вершина. Тогда существуют пути s1, s2, со-
единяющие вершины v1, v2 с u и такие, что ζ(v1) = ξ(s1), ζ(v2) = ξ(s1). Путь s,
составленный из путей s1, s2 и ребер e1, e2, является замкнутым, поэтому

1 = ξ(s) = ξ(s1)ξ(s2)ξ(e1)ξ(e2)

и
ξ(e1)ζ(v1) = ξ(e1)ξ(s1) = ξ(e2)ξ(s2) = ξ(e2)ζ(v2).

Таким образом, алгоритм не завершается ни на шаге 2, ни на шаге 3.1, и вершина v
попадает в число отмеченных. Поскольку она была выбрана произвольно, это озна-
чает, что алгоритм отметит все вершины графа Γ.

2. Так как алгоритм отмечает все вершины графа, не завершаясь на шаге 2,
то ξ(e) = 1 для каждой петли e ∈ E и далее можно ограничиться рассмотрением
замкнутых путей, не содержащих петель. Будем рассуждать индукцией по числу n
итераций (шагов 1–4), потребовавшихся алгоритму для того, чтобы отметить все
вершины пути указанного вида.

Так как на каждой итерации алгоритма отмечается не более одной вершины,
то при n = 1 рассматриваемый путь s ввиду отсутствия в нем петель имеет нулевую
длину и равенство ξ(s) = 1 очевидно. Далее будем считать, что n > 1 и для всех
замкнутых путей, вершины которых отмечаются не более, чем за n − 1 итерацию,
функция ξ имеет требуемое значение.

Пусть s — замкнутый путь без петель ненулевой длины, вершины которого от-
мечаются за n итераций, v — принадлежащая s вершина, отмеченная последней.
Разбивая при необходимости путь s на замкнутые части, каждая из которых начи-
нается и заканчивается в вершине v, можем считать далее, что s проходит через v
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только один раз. Тогда однозначно определен фрагмент (v1, e1, v, e2, v2) пути s, где
e1, e2 — ребра (которые могут совпадать) и v1, v2 — вершины (которые также могут
совпадать). Ввиду отсутствия петель в пути s справедливы соотношения v1 6= v 6= v2

и e1, e2 ∈ Ev.
Пусть u—первая отмеченная алгоритмом вершина.Тогда существуют пути s1, s2,

соединяющие вершины v1, v2 с u, состоящие из вершин, отмеченных не позже v1, v2

соответственно и такие, что ζ(v1) = ξ(s1), ζ(v2) = ξ(s2). Обозначим через s0 путь, по-
лучающийся из s удалением вершины v и ребер e1, e2. Тогда объединение s3 путей s0,
s1, s2 представляет собой замкнутый путь, все вершины которого отмечаются не бо-
лее, чем за n− 1 итерацию, и по индуктивному предположению

1 = ξ(s3) = ξ(s0)ξ(s1)ξ(s2).

Так как вершина v отмечается алгоритмом, то условие шага 3.1 не может быть вы-
полнено и потому ξ(e1)ζ(v1) = ξ(e2)ζ(v2). Отсюда

ξ(e1)ξ(e2) = ζ(v1)ζ(v2) = ξ(s1)ξ(s2)

и, следовательно,

ξ(s) = ξ(s0)ξ(e1)ξ(e2) = ξ(s0)ξ(s1)ξ(s2) = 1,

что и требовалось. �

Предложение 8.3.2. Пусть группа G не является разрешимой, граф L(Γ) ре-
дуцирован, Im ∆ = {1,−1} и все метки λ(εe) (e ∈ E , ε = ±1) представляют собой
p-числа для некоторого простого p 6= 2. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если каждый сопряженный со своим обратным эллиптический элемент
группы G принадлежит циклическому радикалу C(G), то ξ(s) = 1 для любого замк-
нутого пути s в графе Γ, все ребра которого содержатся в множестве

E ′ = {e ∈ E | H+e 6= C(G) 6= H−e}.

2. Если ξ(s) = 1 для каждого замкнутого пути s в графе Γ, все ребра которого
содержатся в множестве E ′, то любой сопряженный со своим обратным эллип-
тический элемент принадлежит C(G) и фактор-группа G/C(G) аппроксимирует-
ся конечными p-группами.

Доказательство. Зафиксируем некоторое остовное дерево T в графе Γ и начнем
с нескольких замечаний, относящихся как к утверждению 1, так и к утверждению 2.

Согласно предложению 5.3.4

1 6= C(G) =
⋂
e∈E
ε=±1

Hεe 6
⋂
v∈V

Gv

и наименьшее общее кратное µ чисел µ(v) =
[
Gv : C(G)

]
(v ∈ V) делит произведение∏

e∈E
ε=±1

λ(εe).

Следовательно, µ и все индексы µ(v) (v ∈ V) являются p-числами.
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Если граф Γ содержит одну вершину v и µ = µ(v) = 1, то E ′ = ∅, каждый эл-
липтический элемент группы G принадлежит подгруппе Gv = C(G) и фактор-груп-
па G/C(G) является свободной группой, аппроксимируемой конечными p-группами
в силу предложения 1.4.8. Поэтому оба доказываемых утверждения оказываются
выполненными. Если же в графе Γ имеется по крайней мере две вершины, то лю-
бая его вершина инцидентна некоторому ребру, не являющемуся петлей. Поскольку
граф L(Γ) редуцирован, отсюда следует, что каждая вершинная группа собственным
образом содержит некоторую реберную подгруппу и потому C(G) 6= Gv для всех
v ∈ V . Таким образом, далее можно считать, что все числа µ(v) (v ∈ V) отличны от 1

и, стало быть, делятся на p.
Пусть e ∈ E — произвольное ребро. Тогда gλ(+e)

e(1) ∼G g
λ(−e)
e(−1) и H+e ∼G H−e. По-

скольку подгруппа C(G) нормальна в группе G, отсюда следует, что для некоторого
p-числа ke > 1 имеют место равенства

[
H+e : C(G)

]
= ke =

[
H−e : C(G)

]
и потому

|λ(+e)|ke = µ(e(1)), |λ(−e)|ke = µ(e(−1)).

Перейдем теперь непосредственно к доказательству утверждений 1 и 2.

1. Положим g′v = g
µ(v)/p
v (v ∈ V) и покажем, что для любого ребра e ∈ E ′ элемен-

ты g′e(1) и (g′e(−1))
ξ(e) сопряжены в группе G.

Действительно, пусть e ∈ E ′ — произвольное ребро. Тогда ke 6= 1 и потому p | ke.
Из соотношения gλ(+e)

e(1) ∼G g
λ(−e)
e(−1) следует, что g|λ(+e)|

e(1) ∼G g
ξ(e)|λ(−e)|
e(−1) . Значит,

g′e(1) = g
|λ(+e)|(ke/p)
e(1) ∼G g

ξ(e)|λ(−e)|(ke/p)
e(−1) = (g′e(−1))

ξ(e).

Таким образом, если s — замкнутый путь в графе Γ, все ребра которого со-
держатся в множестве E ′, и ξ(s) = −1, то для каждой вершины v этого пути
g′v ∼G (g′v)

ξ(s) = (g′v)
−1 и, поскольку g′v /∈ C(G), утверждение 1 доказано.

2. Пусть ET обозначает множество ребер дерева T . Для доказательства ап-
проксимируемости фактор-группы G/C(G) определим отображение σ0 образующих
gv (v ∈ V) и te (e ∈ E \ET ) группы G в аддитивную группу кольца Zµ следующим об-
разом.

Пусть Γ′ = (V , E ′) — граф, получающийся из Γ удалением всех ребер, не входя-
щих в множество E ′, и Γ′i = (Vi, E ′i) — некоторая компонента связности графа Γ′.
Выберем произвольным образом вершину v ∈ Vi и положим gvσ0 = µ/µ(v). Ес-
ли w ∈ Vi — некоторая вершина и s — путь в графе Γ′i, соединяющий v и w,
положим gwσ0 = ξ(s)µ/µ(w). Из условия утверждения 2 следует, что для любых
двух путей s1, s2, соединяющих вершины v и w в графе Γ′i, справедливо равенство
ξ(s1) = ξ(s2) и потому приведенное определение корректно. Повторим описанные
действия для всех остальных компонент связности графа Γ′ и положим teσ0 = 0

для всех e ∈ E \ ET .
Продолжим σ0 до отображения слов σ и покажем, что последнее переводит в вер-

ные равенства все определяющие соотношения группы G.
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Пусть e ∈ E — произвольное ребро. Как установлено ранее, |λ(+e)|ke = µ(e(1))

и |λ(−e)|ke = µ(e(−1)), где ke =
[
H+e : C(G)

]
=
[
H−e : C(G)

]
. Если e ∈ E ′, v — вы-

бранная выше фиксированная вершина из компоненты связности графа Γ′, которой
принадлежит ребро e, и s1, s−1 — некоторые пути в графе Γ′, соединяющие верши-
ну v с вершинами e(1), e(−1) соответственно, то ξ(s1) = ξ(s−1)ξ(e), откуда

ξ(s1) · signλ(+e) = ξ(s−1) · signλ(−e)

и

g
λ(+e)
e(1) σ = ξ(s1)λ(+e)µ/µ(e(1))

= ξ(s1) · signλ(+e) · |λ(+e)|µ/µ(e(1))

= ξ(s−1) · signλ(−e) · |λ(−e)|µ/µ(e(−1))

= ξ(s−1)λ(−e)µ/µ(e(−1)) = g
λ(−e)
e(−1)σ.

Если e /∈ E ′, то ke = 1 и потому

g
λ(+e)
e(1) σ = ε|λ(+e)|µ/µ(e(1)) = εµ ≡ δµ = δ|λ(−e)|µ/µ(e(−1)) = g

λ(−e)
e(−1)σ

(mod µ)

для некоторых ε, δ = ±1.
Таким образом, отображение σ задает гомоморфизм группыG в конечную p-груп-

пу. Из определения σ вытекает, что для каждой вершины v ∈ V порядок элемента gvσ
равен µ(v) и, следовательно, kerσ∩Gv = C(G). Поэтому согласно предложению 5.3.4
подгруппа kerσ представляет собой расширение группы C(G) при помощи некоторой
свободной группы. Отсюда следует, что фактор-группа G/C(G) является расширени-
ем указанной свободной группы при помощи конечной p-группы. Такое расширение
аппроксимируется конечными p-группами в силу предложения 1.4.8.

Предположим теперь, что x и y — элементы группы G такие, что x−1yx = y−1.
Тогда (

xC(G)
)−1
(
yC(G)

)(
xC(G)

)
=
(
yC(G)

)−1

и из доказанной выше аппроксимируемости группы G/C(G) конечными p-группами
ввиду предложения 8.2.2 и соотношения p 6= 2 следует, что yC(G) = 1, т. е. y ∈ C(G).
Тем самым, утверждение 2 полностью доказано. �

Алгоритм проверки условия утверждения 2в теоремы 8.1.3. Пусть груп-
па G не является разрешимой, граф L(Γ) редуцирован и Im ∆ = {1,−1}. Тогда
C(G) 6

⋂
v∈V Gv и существует алгоритм, вычисляющий индексы µ(v) =

[
Gv : C(G)

]
(v ∈ V) [105, § 5]. Это позволяет найти граф Γ′, который получается из Γ удалением
всех ребер, не входящих в множество

E ′ = {e ∈ E | H+e 6= C(G) 6= H−e}.

В силу предложений 8.3.1 и 8.3.2 для завершения проверки условия утверждения 2в
теоремы 8.1.3 остается к каждой компоненте связности графа Γ′ применить приве-
денный выше алгоритм.
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§ 8.4. Доказательства теорем 8.1.3 и 8.1.4

Доказательство теоремы 8.1.3.

1. Если группа G аппроксимируется нильпотентными группами, то по предло-
жению 8.2.3 все метки λ(εe) (e ∈ E , ε = ±1) являются p-числами для некоторого
простого числа p. Отсюда и из равенства Im ∆ = {1} ввиду теоремы 5.2.2 следует,
что группа G аппроксимируется конечными p-группами. Поскольку каждая конеч-
ная p-группа нильпотентна, обратное утверждение также имеет место.

2. Импликация б⇒ а очевидна.

а⇒ в. Согласно предложению 8.2.3 все метки λ(εe) (e ∈ E , ε = ±1) являются
p-числами для некоторого простого числа p. Предположим, что p 6= 2 и существует
эллиптический элемент a, сопряженный со своим обратным, но не принадлежащий
циклическому радикалу группы G.

Зафиксируем некоторое остовное дерево T в графе Γ. Заменяя при необходи-
мости элемент a на сопряженный с ним, можно считать, что a ∈ Gv для некоторой
вершины v ∈ V . Так как подгруппа C(G) нормальна в G, то после произведенной за-
мены элемент a по-прежнему не принадлежит C(G). Положим

E1 =
{
e ∈ E

∣∣ |λ(+e)| = 1 = |λ(−e)|
}
,

E2 =
{
e ∈ E

∣∣ |λ(+e)| 6= 1 6= |λ(−e)|
}

и покажем, что найдется ребро e ∈ E2 такое, что a /∈ Hεe для некоторого ε = ±1.
В самом деле, согласно предложению 5.3.4

C(G) =
⋂
e∈E
ε=±1

Hεe.

Так как граф L(Γ) редуцирован, то каждое ребро e ∈ E , не являющееся петлей, при-
надлежит множеству E2. Если e — петля, то ∆(te) = λ(−e)/λ(+e) и из равенства
Im ∆ = {1,−1} следует, что либо e ∈ E1, либо e ∈ E2. Если E = E1, то Γ имеет толь-
ко одну вершину, циклический радикал C(G) совпадает с единственной вершинной
группой и потому содержит все эллиптические элементы группы G, что противоре-
чит соотношению a /∈ C(G). Значит, либо граф L(Γ) имеет одну вершину и хотя бы
одну петлю e ∈ E2, либо он содержит по крайней мере две вершины и тогда каждая
его вершина инцидентна некоторому ребру, не являющемуся петлей и, стало быть,
входящему в множество E2. В обоих случаях

C(G) =
⋂
e∈E2
ε=±1

Hεe,

откуда следует существование искомого ребра e.
Далее рассмотрим два случая.
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Случай 1. Ребро e принадлежит дереву T .

Легко видеть, что в дереве T существует простая, содержащая e цепь Ω, один
из концов которой совпадает с вершиной v, другой — с вершиной e(δ) для некоторого
δ = ±1. Согласно предложению 1.2.1 группа π1(L(Ω)) вкладывается в группу G

посредством тождественного отображения образующих.
Пусть Ω′ — цепь, получающаяся из Ω путем удаления ребра e и вершины e(δ).

Тогда группа π1(L(Ω)) представляет собой свободное произведение групп π1(L(Ω′))

и Ge(δ) с объединенными подгруппами H−δe и Hδe. Рассмотрим элементы

x1 = [ge(δ), ge(−δ)], x2 = [x1, a] = g−1
e(−δ)g

−1
e(δ)ge(−δ)ge(δ)a

−1g−1
e(δ)g

−1
e(−δ)ge(δ)ge(−δ)a.

Так как |λ(+e)| 6= 1 6= |λ(−e)|, a /∈ Hεe и в группе π1(L(Ω)) справедливо равенство
Hεe = H−εe, то элемент x2 имеет в этой группе несократимую запись длины, не мень-
шей 8, и, следовательно, отличен от 1.

Пусть q — произвольное простое число и ψ — некоторый гомоморфизм груп-
пы G на конечную q-группу. Если q 6= 2, то в силу предложения 8.2.2 aψ = 1. Пусть
q = 2 и r — порядок элемента ge(1)ψ. Так как метка λ(+e) является p-числом и p 6= 2,
то (r, λ(+e)) = 1. Отсюда ge(1)ψ ∈ H+eψ = H−eψ и x1ψ = 1. Таким образом, при лю-
бом значении q имеет место равенство x2ψ = 1, что противоречит нильпотентной
аппроксимируемости группы G в силу предложения 8.2.1.

Случай 2. Ребро e не принадлежит дереву T .

Пусть x1 =
[
tεege(−ε)t

−ε
e , ge(ε)

]
. Тогда ввиду соотношений |λ(+e)| 6= 1 6= |λ(−e)|

и a /∈ Hεe элемент

x2 =
[
x1, a

]
= g−1

e(ε)t
ε
eg
−1
e(−ε)t

−ε
e ge(ε)t

ε
ege(−ε)t

−ε
e a−1tεeg

−1
e(−ε)t

−ε
e g−1

e(ε)t
ε
ege(−ε)t

−ε
e ge(ε)a

имеет в группе G, рассматриваемой как HNN-расширение с проходной буквой te,
приведенную запись длины 8 и, следовательно, отличен от 1. Однако, как и выше,
если ψ — гомоморфизм группы G на конечную 2-группу, то ge(−ε)ψ ∈ H−εeψ, отку-
да
(
tεege(−ε)t

−ε
e

)
ψ ∈ Hεeψ и потому x1ψ = 1. Таким образом, и в этом случае образ

элемента x2 равен 1 при любом гомоморфизме группы G на группу примарного по-
рядка, что противоречит нильпотентной аппроксимируемости группы G.

в⇒ б. Выберем некоторое остовное дерево T в графе Γ и приведем граф L(Γ)

к T -положительной форме. Так как данная операция сводится лишь к замене неко-
торых из образующих gv (v ∈ V) обратными к ним, то после ее выполнения условия
утверждения 2в остаются справедливыми.

Если все метки λ(εe) (e ∈ E , ε = ±1) являются 2-числами, то в силу предло-
жений 5.3.4 и 5.4.2 группа G представляет собой расширение прямого произведения
двух свободных групп при помощи 2-группы, аппроксимируемое 2-группами соглас-
но предложениям 1.4.8 и 1.4.9. Поэтому далее будем считать, что p 6= 2.

Пусть g ∈ G — произвольный неединичный элемент. Покажем, что существует
гомоморфизм группы G на конечную p-группу или на конечную 2-группу, переводя-
щий g в неединичный элемент.
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В силу предложения 8.3.2 фактор-группа G/C(G) аппроксимируется конечны-
ми p-группами. Поэтому, если g /∈ C(G), то естественный гомоморфизм группы G

на группу G/C(G) может быть продолжен до искомого. Далее будем считать, что
g ∈ C(G). Пусть Q, X и σ : G→ X — подкольцо, группа и гомоморфизм из предло-
жения 5.4.1. Так как Im ∆ = {1,−1}, то Q = Z и группа X имеет представление〈

x, a1, a−1; [x, a1] = [a1, a−1] = 1, a−1
−1xa−1 = x−1

〉
(здесь, как и при доказательстве предложения 5.4.2, x обозначает порождающий ад-
дитивной группыQ+ кольцаQ, равный 1). В силу предложения 5.3.4 C(G) 6

⋂
v∈V Gv,

поэтому g ∈ Gv для каждой вершины v ∈ V и в силу определения гомоморфизма σ
справедливо включение gσ ∈ 〈x〉\{1}. Следовательно, элемент gσ переходит в нееди-
ничный при гомоморфизме группы X на группу

BS(1,−1) =
〈
x, a−1; a−1

−1xa−1 = x−1
〉
.

Последняя аппроксимируется конечными 2-группами в силу теоремы 5.2.1, поэтому
построенный гомоморфизм G→ BS(1,−1) может быть продолжен до искомого.

3. Так как Im ∆ * {1,−1}, то в силу теоремы 5.2.2 группа G не является фи-
нитно аппроксимируемой и согласно предложению 8.2.1 не аппроксимируется ниль-
потентными группами. �

Доказательство теоремы 8.1.4.

1⇒ 3. Согласно предложению 8.2.1 из аппроксимируемости группы G нильпо-
тентными группами без кручения следует, что она аппроксимируется конечными
p-группами для любого простого числа p. Значит, в силу теоремы 5.2.1 группа G

не может быть изоморфна группе BS(1, n), где n 6= 1. Бесконечная циклическая
группа и группа BS(1, 1), очевидно, удовлетворяют утверждению 3, поэтому далее
будем считать, что группа G не является разрешимой и задающий ее граф L(Γ) реду-
цирован. Тогда по теореме 5.2.2 Im ∆ = {1} и |λ(εe)| = 1 для всех e ∈ E , ε = ±1. Это
означает, что граф Γ имеет одну вершину v и группа G представляет собой расши-
рение вершинной группы Gv при помощи свободной группы, порожденной элемен-
тами te (e ∈ E). Поскольку расширение указанного вида расщепляемо, в группе G

найдется свободная подгруппа F такая, что G = GvF и Gv ∩ F = 1. Из равенства
Im ∆ = {1} и предложения 5.3.4 следует, что группа Gv лежит в центре группы G.
Поэтому G = Gv × F , как и требовалось.

3⇒ 2. Прямое произведение двух свободных групп аппроксимируется свобод-
ными группами в силу леммы 1.1 из [118].

2⇒ 1. Хорошо известно, что пересечение членов нижнего центрального ряда
произвольной свободной группы тривиально [155], а факторы этого ряда являются
свободными абелевыми группами [119]. Поэтому каждая свободная группа аппрок-
симируется нильпотентными группами без кручения. �
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Заключение

Подводя итог настоящей диссертации, следует отметить, что практически все ее
результаты могут в том или ином смысле послужить отправной точкой для дальней-
ших исследований аппроксимационных свойств свободных конструкций групп. Так,
например, для теорем из глав 3 и 4 наиболее естественной представляется попытка
ослабить требования, накладываемые на реберные подгруппы, заменив в них условие
центральности нормальностью. Есть основания полагать, что таким образом удастся
получить как минимум частичные аналоги достаточных условий аппроксимируемо-
сти корневыми классами для фундаментальных групп графов групп с тривиаль-
но пересекающимися реберными подгруппами и HNN-расширений с циклическими
связанными подгруппами. Еще одним направлением работы может служить поиск
новых ограничений, накладываемых на граф групп, при которых ассоциированное
с этим графом обобщенное прямое произведение существует. Если такие ограничения
будут найдены, то для фундаментальных групп удовлетворяющих им графов групп
с помощью тех же методов, что и в главе 3, скорее всего, удастся доказать достаточ-
ные условия аппроксимируемости корневыми классами как первого, так и второго
уровней.

Результаты из главы 5 об аппроксимируемости корневыми классами обобщенных
групп Баумслага–Солитэра имеет смысл попытаться распространить на тубулярные
группы (отличающиеся, напомним, тем, что все их вершинные группы являются
свободными абелевыми ранга 2). Существенно помочь в этом должна статья [122],
где доказан критерий финитной аппроксимируемости таких групп.

Имеется довольно большая уверенность в том, что подход к исследованию свой-
ства нильпотентной аппроксимируемости, продемонстрированный в главе 8 на при-
мере все тех же обобщенных групп Баумслага–Солитэра, может быть использован
и при изучении других групп, для которых известны условия аппроксимируемости
корневыми классами групп. Среди них: свободные произведения с нормальными объ-
единенными подгруппами, древесные произведения, реберные подгруппы которых
являются ретрактами в соответствующих вершинных группах, фундаментальные
группы графов групп с центральными реберными подгруппами, рассматривающие-
ся в настоящей диссертации, и др. По-видимому, по мере накопления примеров его
успешного применения данный подход удастся превратить в полноценный метод ис-
следования нильпотентной аппроксимируемости свободных конструкций групп.

Результаты главы 7 позволяют уже сейчас начать изучение аппроксимируемо-
сти относительно сопряженности свободных конструкций корневыми классами, со-
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стоящими из конечных групп. Однако, прежде, чем это делать, хотелось бы понять,
возможно ли распространить указанные результаты хотя бы на случай, когда ап-
проксимирующий корневой класс содержит бесконечные периодические группы. Так
или иначе, поскольку техника изучения аппроксимируемости относительно отноше-
ний равенства и сопряженности довольно сильно отличается, поначалу речь, скорее
всего, будет идти лишь об обобщении известных утверждений, касающихся свойства
финитной аппроксимируемости относительно сопряженности.

Результаты главы 6 формально не являются частью исследований аппроксима-
ционных свойств свободных конструкций групп, но могут пригодиться при описании
отделимых подгрупп таких конструкций. Основанный на фильтрационной методи-
ке Г. Баумслага подход к изучению финитной отделимости циклических подгрупп
свободных произведений двух групп с объединенной подгруппой и HNN-расшире-
ний был предложен в [131, 132]. В последующие годы он неоднократно применял-
ся для доказательства финитной отделимости всех циклических подгрупп различ-
ных свободных конструкций групп. Последние результаты такого рода можно най-
ти в [133, 167, 192–194, 196, 197]. Автором настоящей диссертации указанный подход
был адаптирован для изучения отделимости другими классами групп и модифи-
цирован таким образом, чтобы иметь возможность получить описание отделимых
подгрупп в случае, когда не все циклические подгруппы вершинных групп обладают
данным свойством [21, 25, 34, 58–60, 95, 183, 184]. Перечисленные работы открывают
путь к исследованию отделимости циклических подгрупп свободных конструкций
групп любым корневым классом C, состоящим из периодических групп. При этом
описанием C-отделимых циклических подгрупп, скорее всего, можно будет снабдить
любую конструкцию, для которой ранее предлагаемыми в настоящей диссертации
методами или их аналогами было доказано достаточное условие C-аппроксимируе-
мости. Следует также отметить, что в [198–200] первоначальный подход к изучению
финитной отделимости циклических подгрупп обобщенных свободных произведений
и HNN-расширений был распространен на конечно порожденные абелевы подгруп-
пы. Это обещает полноценный «ремейк» уже проведенных исследований и, вероятно,
позволит изучать отделимость подгрупп указанного вида произвольными корневы-
ми классами, состоящими из периодических групп.

Так как описание отделимых циклических (или конечно порожденных абелевых)
подгрупп той или иной свободной конструкции требует, очевидно, наличия аналогич-
ных описаний для всех ее вершинных групп, то в намеченных выше исследованиях
могут быть использованы результаты главы 6. Следуя совету Д. И. Молдаванского,
заметим еще, что поскольку в свободной конструкции предполагается рассматривать
только подгруппы определенного вида, имеет смысл попытаться обобщить данные
результаты путем поиска условий, которые достаточно наложить на абелеву (нильпо-
тентную, разрешимую и т. д.) группу для того, чтобы гарантировать C-отделимость
в ней лишь P(C)′-изолированных подгрупп требуемого вида.
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Таким образом, существует целый ряд достаточно перспективных направлений,
в которых сто́ит ожидать обобщения или дополнения результатов настоящей диссер-
тации. В большинстве из них работу можно вести с помощью предлагаемых в дис-
сертации подходов или их аналогов, и это лишний раз свидетельствует о том, что
несмотря на многолетние исследования, потенциал алгебраических методов изучения
аппроксимационных свойств свободных конструкций групп пока еще не исчерпан.
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Предметный указатель*

HNN-кортеж 98

HNN-расширение 25
— автоморфно индуцированное 57
— с семейством проходных букв 26

HNN-расширения
— базовая группа 25
— проходная буква 25
— связанные подгруппы 25
— циклически приведенный элемент 25

аппроксимируемость (=аппроксимируемость относительно равенства) 33
— относительно произвольного отношения 33
— относительно сопряженности 33

граф
— групп 28
— — изоморфных 57
— — типа (k) (1 6 k 6 3) 85
— с метками 129
— — T -положительный 134
— — редуцированный 129

графа групп G(Γ)

— вершинные группы 28
— реберные группы 28
— реберные подгруппы 28
— фундаментальная группа π1(G(Γ)) 28

графа с метками L(Γ)

— допустимые изменения знаков 134
— фундаментальная группа π1(L(Γ)) 129
— элементарное схлопывание 130

* В настоящем указателе в целях упрощения обозначений тире используется для замены не от-
дельного слова, а всего словосочетания, имеющего одинаковый с ним отступ (например, словосоче-
тания «графа групп G(Γ)»).
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группа
— C-регулярная по подгруппе 87
— P- (P-группа) 37
— абелева
— — C-ограниченная 144
— — ограниченная в смысле А. И. Мальцева 145
— — слабо C-ограниченная 144
— — сильно C-ограниченная 144
— Баумслага–Солитэра 129
— — обобщенная (=GBS-группа) 129
— — — элементарная 130
— без P′-кручения 37
— конечного ранга Гирша–Зайцева 36
— нильпотентная
— — C-ограниченная 144
— — сильно C-ограниченная 144
— — слабо C-ограниченная 144
— примарного порядка 177
— разрешимая
— — C-ограниченная 144
— — ограниченная в смысле А. И. Мальцева 145
— — сильно C-ограниченная 144
— — слабо C-ограниченная 144

группы
— абелевой примарная P(C)-компонента 142
— дубль 57
— свойство C-Sep 146
— семейство подгрупп C∗(X) 33
— элемент
— — мощный 87
— — сопряженно C-отделимый 165

запись элемента
— несократимая (в обобщенном свободном произведении двух групп) 23
— приведенная (в HNN-расширении с одной проходной буквой) 25
— приведенная (в HNN-расширении с семейством проходных букв) 26

записи элемента
— несократимой
— — слоги 23
— — длина (=длина элемента) 24
— приведенной длина (=длина элемента) 25
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класс групп
— C-BA 144
— C-BN 144
— C-BNP(C) 152
— C-BS 144
— C-sBA 144
— C-sBN 144
— C-sBS 144
— C-wBN 144
— C-wBS 144
— C-wBA 144
— корневой 39, 43

лемма
— Бриттона 25
— Коллинза 25

метод спуска и подъема совместимых подгрупп 98

множество
— p′ (где p — простое число) 37
— P′ (где P — множество простых чисел) 37
— P′-корней, извлекающихся из элементов подгруппы (P′-Rt(X, Y )) 37
— P(C) (где C — класс групп, состоящий из периодических групп) 37

подгруппа
— C-отделимая 33
— P′-изолированная 37
— (H,K,ϕ)-совместимая 108

подгруппы
— C-замыкание (C-Cl(X, Y )) 38
— P′-изолятор (P′-Is(X, Y )) 37
— подъем 120
— — канонический 120

произведение групп
— древесное 28
— обобщенное прямое
— — ассоциированное с графом групп 76
— — в смысле Б. Неймана и Х. Нейман 76
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— — ассоциированное с графом групп 76
— — в смысле Х. Нейман 76
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— свободное
— — двух групп с объединенной подгруппой 23
— — семейства групп
— — — обычное 25
— — — с одной объединенной подгруппой 24
— центральное двух групп 77

результаты об аппроксимируемости фундаментальной группы графа групп
— второго уровня 48
— первого уровня 47

свободного произведения двух групп с объединенной подгруппой
— объединенные подгруппы 23
— свободные множители 23
— циклически несократимый элемент 24

система совместимых нормальных подгрупп 31
— C-допустимая 46
— слабо C-допустимая 44

слово специального вида 69

условие Грюнберга 39

фильтрация 110
— Y - (Y -фильтрация) 110
— (Y, Z)- ((Y, Z)-фильтрация) 110
— — сильная 122

фундаментальной группы графа с метками
— модулярный гомоморфизм 130
— соизмеримые элементы 130
— циклический радикал 130
— эллиптический элемент 130

число
— P- (P-число) 37
— допустимое для HNN-кортежа с запасом r 103
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