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Ââåäåíèå

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Ìíîãèå òåîðåìû, äîêàçàííûå ñïåðâà äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, óäà¼òñÿ ïåðåíåñòè

íà áîëåå øèðîêèå êëàññû ãðóïï, íàêëàäûâàÿ íà ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû òå èëè

èíûå îãðàíè÷åíèÿ, áîëåå ñëàáûå, ÷åì êîíå÷íîñòü ÷èñëà ýëåìåíòîâ [1, ñ. 337]. Òà-

êèå îãðàíè÷åíèÿ íàçûâàþò óñëîâèÿìè êîíå÷íîñòè. Ïðèìåðàìè ïîäîáíûõ óñëîâèé

ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷íîñòü è ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü.

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè âñå å¼ ýëåìåíòû èìåþò êîíå÷íûå ïî-

ðÿäêè. Ãðóïïîé ïåðèîäà n íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

xn = 1. Íàèìåíüøèé ïåðèîä ãðóïïû íàçûâàåòñÿ å¼ ýêñïîíåíòîé. Ãðóïïà íàçûâàåò-

ñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé, åñëè âñÿêîå å¼ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ïîðîæäàåò êîíå÷íóþ

ïîäãðóïïó.

Âîïðîñ î ñâÿçè ïîíÿòèé ïåðèîäè÷íîñòè è ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ïîäíÿë

Ó. Áåðíñàéä â 1900�1901 ãîäàõ [2]. Áîëåå òî÷íî, ãîâîðÿ ñîâðåìåííûì ÿçûêîì, åãî

èíòåðåñîâàëè ñëåäóþùèå âîïðîñû [3]:

Âîïðîñ 1. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è G � ãðóïïà, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ

êîòîðîé íå ïðåâîñõîäÿò n. ßâëÿåòñÿ ëè G ëîêàëüíî êîíå÷íîé?

Âîïðîñ 2. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ßâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà ïåðèîäà n ëî-

êàëüíî êîíå÷íîé?

Â 1902 ãîäó Ó. Áåðíñàéä îïóáëèêîâàë ðàáîòó [4], â êîòîðîé îáñóæäàë Âîïðîñ 2.

Ñî âðåìåíåì ýòîò âîïðîñ ñòàë èçâåñòåí êàê ïðîáëåìà Áåðíñàéäà î ãðóïïàõ ïåðèî-

äà n. Âîïðîñ 1 óïîìèíàëñÿ â êíèãå [5] ñî ññûëêîé íà Ó. Áåðíñàéäà.

Ýòè âîïðîñû äîâîëüíî ðàçíûå: âòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïåðâîãî; îä-

íàêî, íàïðèìåð, äëÿ n = 6 íà Âîïðîñ 2 ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò [6], à Âî-
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ïðîñ 1 � îòêðûò, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò íåðåø¼ííûé ñëó÷àé Âîïðîñà 2 äëÿ n = 5.

Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íûé âîïðîñ, èñïîëüçóÿ ñëå-

äóþùåå ïîíÿòèå.

Ñïåêòðîì ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ω(G) ïîðÿäêîâ å¼

ýëåìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ñïåêòð ãðóïïû êîíå÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå-

÷åí å¼ ïåðèîä. Â òàêîì ñëó÷àå ñïåêòð îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì µ(G)

ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç ω(G) ïî îòíîøåíèþ äåëèìîñòè.

Âîïðîñ 3. Ïóñòü ω � ôèêñèðîâàííîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë, è G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, òàêàÿ ÷òî ω(G) = ω. ßâëÿåòñÿ ëè G ëîêàëüíî

êîíå÷íîé?

Ïîñêîëüêó ñïåêòð ãðóïïû ñîäåðæèò åäèíèöó è çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äåëèìî-

ñòè, òî åñòåñòâåííî íàêëàäûâàòü òàêèå æå îãðàíè÷åíèÿ è íà ìíîæåñòâî ω.

Äàëåå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîïðîñó 3, à âîïðîñû 1 è 2 çàòðàãèâàþòñÿ

ëèøü ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè. Åñòåñòâåííî îïèñûâàòü èñòîðèþ èññëåäîâàíèÿ ýòèõ

âîïðîñîâ è èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû âìåñòå.

Ó. Áåðíñàéä â 1902 ãîäó îòìåòèë ëîêàëüíóþ êîíå÷íîñòü ãðóïï ïåðèîäà 2 è

äîêàçàë ëîêàëüíóþ êîíå÷íîñòü ãðóïï ïåðèîäà 3 [4]. Âñêîðå áûëî äîêàçàíî [7, 8, 9],

÷òî åñëè G � ãðóïïà ïåðèîäà 3, ïîðîæä¼ííàÿ d ýëåìåíòàìè, òî îíà íèëüïîòåíòíà

ñòóïåíè ≤ 3 è å¼ ïîðÿäîê îãðàíè÷åí â òåðìèíàõ d.

Ïåðâûì, êòî îáðàòèëñÿ ê Âîïðîñó 3, áûë Á. Íîéìàí. Â 1937 ãîäó îí äîêà-

çàë [10], ÷òî åñëè ω(G) = {1, 2, 3}, òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà è ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû ïîñðåäñòâîì öèêëè÷åñêîé. Çàìåòèì, ÷òî èç ðåçóëü-

òàòîâ Á. Íîéìàíà è Ó. Áåðíñàéäà, ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà Âîïðîñ 1 äëÿ

n = 3.

Â 1940 ãîäó È. Í. Ñàíîâ äîêàçàë ëîêàëüíóþ êîíå÷íîñòü ãðóïï ïåðèîäà 4 [11].

Ñòðîåíèå òàêèõ ãðóïï îêàçàëîñü íåñêîëüêî íåîæèäàííûì: ñ ðîñòîì ÷èñëà ïî-

ðîæäàþùèõ ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû ìîæåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè [12]. Â

òîé æå ðàáîòå È. Í. Ñàíîâ äîêàçàë è ëîêàëüíóþ êîíå÷íîñòü ãðóïï ñî ñïåêòðîì

ω(G) = {1, 2, 3, 4}. Ñòðîåíèå òàêèõ ãðóïï îïèñàíî â ðàáîòå [13]. Èäåè È. Í. Ñàíîâà

òàêæå ôîðìàëèçîâàíû â ðàáîòå [14].
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Â 1956 ãîäó âûøëà çíàìåíèòàÿ ñòàòüÿ Ô. Õîëëà è Ã. Õèãìåíà [15], ïðåäîñòà-

âèâøàÿ ìàòåìàòèêàì íîâûå ìîùíûå ìåòîäû äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï. Â

÷àñòíîñòè, îíà ñïîäâèãëà Ì. Õîëëà íàïèñàòü ðàáîòó [6], ãäå îí äîêàçàë ëîêàëüíóþ

êîíå÷íîñòü ãðóïï ïåðèîäà 6 è îïèñàë èõ íîðìàëüíîå ñòðîåíèå â äóõå ýòîé ñòàòüè.

Çàìåòèì, ÷òî ïîçäíåå â ðàáîòå [16] Ì. Íüþìåí ñóùåñòâåííî ñîêðàòèë äîêàçà-

òåëüñòâî Ì. Õîëëà, ñâåäÿ åãî ê íåêîòîðîìó óòâåðæäåíèþ, êîòîðîå îí ïðîâåðèë ñ

ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. È. Ã. Ëûñ¼íîê â [17] îñâîáîäèë äîêàçàòåëüñòâî Íüþìåíà îò

êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé.

Â 1959 ãîäó Ï. Ñ. Íîâèêîâ àíîíñèðîâàë ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîé êîíå÷íî ïî-

ðîæä¼ííîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ïåðèîäà [18]. Â 1968 ãîäó Ï. Ñ. Íîâèêîâ è Ñ. È. Àäÿí

íàïèñàëè ñåðèþ ðàáîò [19, 20, 21], â êîòîðûõ äîêàçûâàëîñü ñóùåñòâîâàíèå áåñêî-

íå÷íîé m�ïîðîæä¼ííîé ãðóïïû ïåðèîäà n äëÿ íå÷¼òíîãî n ≥ 4381. Â 1975 ãîäó

âûøëà êíèãà Ñ. È. Àäÿíà [22], ãäå îöåíêà áûëà ïîíèæåíà äî íå÷¼òíîãî n ≥ 665.

Ãåîìåòðè÷åñêè íàãëÿäíûé âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà äëÿ íå÷¼òíûõ n > 1010 áûë

ïðåäëîæåí À. Þ. Îëüøàíñêèì [23, 24], êîòîðûé ïîçäíåå [25] íà îñíîâå óñîâåðøåí-

ñòâîâàííîãî èì ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà ïîñòðîèë ïðèìåðû áåñêîíå÷íûõ p-ãðóïï (p

ïðîñòîå), âñå ñîáñòâåííûå ïîäãðóïïû êîòîðûõ èìåþò ïîðÿäîê p (òàê íàçûâàåìûå

"ìîíñòðû Òàðñêîãî"); â [26] ïðåäëîæåí äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïðèìåðîâ.

Ñóùåñòâîâàíèå íå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ïåðèîäà 2t áûëî àíîíñèðî-

âàíî â 1992 ãîäó íåçàâèñèìî Ñ. È. Èâàíîâûì è È. Ã. Ëûñ¼íêîì. Èõ ðàáîòû [27] è

[28] ñ äîêàçàòåëüñòâàìè âûøëè â 1994 è 1996 ãîäàõ ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè,

â ðàáîòå È. Ã. Ëûñ¼íêà äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîé m-ïîðîæä¼ííîé

ãðóïïû ïåðèîäà n äëÿ ëþáûõ m ≥ 2 è n ≥ 8000.

Èç îáñóæäåíèÿ âûøå âèäíà îñîáàÿ ðîëü ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2, êîòîðûå ïðèíÿòî

íàçûâàòü èíâîëþöèÿìè. Äâå èíâîëþöèè âñåãäà ïîðîæäàþò ïîíÿòíî óñòðîåííóþ

ãðóïïó äèýäðà. Â ðàáîòàõ Ð. Áðàóýðà óñòàíîâëåíà ãëóáîêàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó

öåíòðàëèçàòîðàìè èíâîëþöèé êîíå÷íîé ãðóïïû è å¼ ñòðîåíèåì, íàïðèìåð, äîêà-

çàíî, ÷òî èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ãðóïï ñ çàäàííûì öåíòðàëèçàòî-

ðîì èíâîëþöèè [29]. Â çíàìåíèòîé ðàáîòå Ó. Ôåéòà è Ä. Òîìïñîíà [30], äîêàçàíî,

÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ íåðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò èíâîëþöèþ.
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Â 1972 ãîäó Â. Ï. Øóíêîâ [31] äîêàçàë çàìå÷àòåëüíóþ òåîðåìó î ëîêàëüíîé

êîíå÷íîñòè ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû ñ êîíå÷íûì öåíòðàëèçàòîðîì èíâîëþöèè. Ïî-

ÿâèëàñü íàäåæäà, ÷òî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ñ èíâîëþöèÿìè

ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû. Êðîìå òîãî, ïîÿâèëñÿ è ìåòîä

äëÿ ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèé, è ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â äèññåðòàöèè. Îòìåòèì

ðàáîòó [32], ñîäåðæàùóþ äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Â. Ï. Øóíêîâà.

Ðàáîòà Ì. Íüþìåíà [33] 1979 ãîäà âåðíóëà â ïîâåñòêó èññëåäîâàíèé Âîïðîñ 3.

Îíà ïîñâÿùåíà 70-ëåòèþ Á. Íîéìàíà, ïðèâîäèò îáçîð èññëåäîâàíèé ïî ýòîé òå-

ìàòèêå è â êà÷åñòâå íîâîãî ðåçóëüòàòà ñîäåðæèò îïèñàíèå ãðóïï G ñî ñïåêòðîì

ω(G) = {1, 2, 5}.

Ñïóñòÿ ðîâíî 20 ëåò, â 1999 ãîäó Í. Ãóïòà è Â. Ä. Ìàçóðîâ îïóáëèêîâàëè ðàáîòó

[34], ñîäåðæàùóþ ñóùåñòâåííûå ïðîäâèæåíèÿ ïî ýòîìó âîïðîñó. Îíè äîêàçàëè, ÷òî

åñëè ω(G) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà {1, 2, 3, 4, 5}, òî ëèáî

G ëîêàëüíî êîíå÷íà, ëèáî ñîäåðæèò íèëüïîòåíòíóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó N ,

òàêóþ ÷òî G/N ÿâëÿåòñÿ 5−ãðóïïîé. Èç ðàáîò Ý. ßáàðû [35, 36] ñëåäóåò, ÷òî â ïî-

ñëåäíåì ñëó÷àå G/N êîíå÷íà, åñëèN 6= 1 Òàêèì îáðàçîì, G ëîêàëüíî êîíå÷íà, èëè

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïåðèîäà 5. Ý. ßáàðà, ïî ñóòè, äîêàçûâàåò, ÷òî ãðóïïà ïåðèîäà

5, äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî, ò.å. áåç íåòðèâèàëüíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, íà àáåëåâîé

ãðóïïå, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, � àíàëîã èçâåñòíîãî óòâåðæäåíèÿ â òåîðèè êîíå÷-

íûõ ãðóïï. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû [37, 38], ïîñâÿù¼ííûå ñâîáîäíîìó äåéñòâèþ,

êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äèññåðòàöèè. Ðàáîòû [39, 40, 41] ñîäåðæàò ðåçóëüòàòû î

{2, 3}− ãðóïïàõ, äåéñòâóþùèõ ñâîáîäíî íà àáåëåâûõ ãðóïïàõ. Ñâîáîäà äåéñòâèÿ

òàêæå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò â {2, 3}−ãðóïïàõ, íå ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà

6, èçó÷àâøèõñÿ â ðàáîòàõ [42, 43, 44, 45]. Ðåçþìèðîâàòü ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò

ïî èññëåäîâàíèþ Âîïðîñà 3 ìîæíî ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì: åñëè G ÿâëÿåòñÿ

ãðóïïîé ïåðèîäà 72 è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6, òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò íå ëîêàëüíî êîíå÷íûå ãðóïïû G ñ µ(G) = {2, 3n}, ãäå

n ≥ 7 [46] è µ(G) = {2m, 3}, ãäå m ≥ 54 [43].

Ïåðèîäè÷åñêóþ ãðóïïó G íàçîâ¼ì ãðóïïîé ñ ïëîòíûì ñïåêòðîì, èëè OCn-

ãðóïïîé, åñëè å¼ ñïåêòð ñîñòîèò èç âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî íåêîòîðîãî
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íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ò.å. ω(G) = {1, 2, . . . , n}. Â 1991 ãîäó Ð. Áðàíäë è Â. Øè

îïóáëèêîâàëè ðàáîòó [47], êîòîðàÿ ñîäåðæèò êëàññèôèêàöèþ âñåõ êîíå÷íûõ OCn-

ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, îíè äîêàçàëè, ÷òî ïðè n > 8 êîíå÷íûõ OCn-ãðóïï íå ñóùå-

ñòâóåò. Èç íàïèñàííîãî âûøå è ðàáîòû [48] ñëåäóåò, ÷òî ïðè n ≤ 5 ïåðèîäè÷åñêèå

OCn ãðóïïû ëîêàëüíî êîíå÷íû. Â äèññåðòàöèè ðåø¼í Âîïðîñ 3 äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

OC6 è OC7 ãðóïï: äîêàçàíî, ÷òî òàêèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûìè. Òåì

ñàìûì, ðåøåíû âîïðîñû 16.56 Â. Ä. Ìàçóðîâà è 19.80 Â. Øè èç Êîóðîâñêîé òåò-

ðàäè [77], ÿâëÿþùèåñÿ òàêæå ÷àñòüþ âîïðîñà 13.64 Â.Øè îò 1995 ãîäà.

Â êîíöå 1980-õ ãîäîâ ïîÿâèëîñü öåëîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé â òåîðèè êî-

íå÷íûõ ãðóïï, ïîñâÿù¼ííîå âîïðîñàì ðàñïîçíàâàíèÿ íåàáåëåâûõ êîíå÷íûõ ïðî-

ñòûõ ãðóïï ïî ñïåêòðó. Ñðåäè ïåðâûõ èññëåäîâàòåëåé áûëè Â. Øè è Â.Ä.Ìàçóðîâ,

ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïî ñóòè ïðèíàäëåæèò è óïîìÿíóòàÿ âûøå ðàáîòà [47].

Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï è G ∈M. Äâå ãðóïïû

íàçûâàþòñÿ èçîñïåêòðàëüíûìè, åñëè èõ ñïåêòðû ðàâíû. Ãîâîðÿò, ÷òî G ðàñïî-

çíàâàåìà ïî ñïåêòðó â M, åñëè ëþáàÿ ãðóïïà, èçîñïåêòðàëüíàÿ G è ëåæàùàÿ

â M, èçîìîðôíà G. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãèå êîíå÷íûå ïðî-

ñòûå ãðóïïû ðàñïîçíàâàåìû ïî ñïåêòðó â êëàññå êîíå÷íûõ ãðóïï: îáçîð òåêóùåãî

ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [49]. Îò-

ìåòèì, ÷òî âîïðîñ ðàñïîçíàâàíèÿ íåàáåëåâûõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ïî ñïåêòðó

â êëàññå âñåõ ãðóïï, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì Âîïðîñà 3.

Â 1999 À.Õ.Æóðòîâ è Â.Ä.Ìàçóðîâ äîêàçàëè [50], ÷òî ïðîåêòèâíûå ñïåöèàëü-

íûå ëèíåéíûå ãðóïïû L2(2m) ðàñïîçíàâàåìû ïî ñïåêòðó â êëàññå âñåõ ãðóïï äëÿ

ëþáîãî m > 1. Ýòà ðàáîòà ïîä÷åðêèâàåò âàæíóþ ñâÿçü ìåæäó óñòðîéñòâîì öåí-

òðàëèçàòîðà èíâîëþöèè, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëå-

âîé 2-ãðóïïîé, è ñòðîåíèåì ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû. Â ðàáîòå [51] ïîëó÷åí àíàëî-

ãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ãðóïïû L2(7), ñïåêòð êîòîðîé ñîñòîèò èç äåëèòåëåé ÷èñåë

{3, 4, 7}. Ïîñêîëüêó çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà A7 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êîíå÷íîé

OC7 ãðóïïîé [47], òî èç ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè OC7 ãðóïï, äîêàçàííîé â äèññåð-

òàöèè, ñëåäóåò ðàñïîçíàâàåìîñòü ãðóïïû A7 ïî ñïåêòðó â êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ

ãðóïï. Â äèññåðòàöèè òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðóïïû Ìàòü¼ M10 è M21 ' L3(4)
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ðàñïîçíàâàåìû ïî ñïåêòðó â êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï.

Èçâåñòíû ïðèìåðû êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, êîòîðûå ðàñïîçíàâàåìû ïî ñïåê-

òðó â êëàññå êîíå÷íûõ ãðóïï, íî íå ðàñïîçíàâàåìû â êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï

[52]. Îíè ñâÿçàíû ñ íå ëîêàëüíî êîíå÷íûìè ãðóïïàìè áîëüøîãî ÷¼òíîãî ïåðèîäà,

îáåñïå÷èâàþùèìè îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Áåðíñàéäà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè G � ýòî OC6 èëè OC7 ãðóïïà, òî G ñîäåðæèò èíâîëþöèþ i è

öåíòðàëèçàòîð èíâîëþöèè H = CG(i) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïåðèîäà 12 áåç ýëåìåíòîâ

ïîðÿäêà 12, ò.å. µ(H) = {4, 6}. Â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé Áåðíñàéäà äëÿ ãðóïï ïåðèîäà

12 â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ ïîëó÷åíû òàê íàçûâàåìûå ðåäóêöèîííûå ðåçóëüòàòû.

Òàê 2-äëèíà [53] è 3-äëèíà [15] ãðóïïû ïåðèîäà 12 íå ïðåâîñõîäèò äâóõ è ýòà

ãðàíèöà òî÷íàÿ. Â [54] äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà ïåðèîäà 12 ëîêàëüíî êîíå÷íà, åñëè

êîíå÷íà ëþáàÿ å¼ ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ òðåìÿ ýëåìåíòàìè ïîðÿäêà 3. Âîïðîñ î

ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ãðóïï ïåðèîäà 12 îòêðûò. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó [55], ãäå

äîêàçàíî, ÷òî íàèáîëüøàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïåðèîäà 12, ïîðîæä¼ííàÿ èíâîëþöèåé

è ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 3, èìååò ïîðÿäîê 266 · 37. Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ãðóïïà ïåðèîäà 12 áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 12 ëîêàëüíî êîíå÷íà. Ýòîò ðåçóëüòàò

îáîáùàåò òåîðåìû È. Í. Ñàíîâà [11] è Ì. Õîëëà [6]. Êðîìå òîãî, îí ïðîÿñíÿåò

ñòðîåíèå öåíòðàëèçàòîðîâ èíâîëþöèé â OC6 è OC7 ãðóïïàõ. Â äèññåðòàöèè òàêæå

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðóïïà ïåðèîäà 12 ëîêàëüíî êîíå÷íà, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç

ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a) ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé èç ãðóïïû íå ðàâåí 4;

á) ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé èç ãðóïïû íå ðàâåí 6.

Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå óñëîâèÿ õîðîøî èçâåñòíû â òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï.

Êîíå÷íàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé n-òðàíñïîçèöèé, åñëè îíà ïîðîæäàåòñÿ

êëàññîì ñîïðÿæ¼ííûõ èíâîëþöèé D è ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ ýëå-

ìåíòîâ èç D íå ïðåâîñõîäèò n.

Êîíå÷íûå ãðóïïû 3-òðàíñïîçèöèé íà÷àë èçó÷àòü Á.Ôèøåð [56, 57], îíè ïîë-

íîñòüþ êëàññèôèöèðîâàíû [58]. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ãðóïïà 3-òðàíñïîçèöèé ÿâ-

ëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé [59]. Ñïîðàäè÷åñêèå ãðóïïû Ôèøåðà, Áýáè ìîíñòð è

Ìîíñòð [60] ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè 3, 4 è 6-òðàíñïîçèöèé ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëü-
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çóÿ íàðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè ìåòîäû, áûëè êëàññèôèöèðîâàíû ìèíèìàëüíûå

3-ïîðîæä¼ííûå ãðóïïû 6-òðàíñïîçèöèé, ò.å. ãðóïïû G, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) G ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ ýëåìåíòàìè èç êëàññà ñîïðÿæ¼ííîñòè D, ñîñòîÿùèì èç

6-òðàíñïîçèöèé;

(2) åñëè H ≤ G è H = 〈H ∩ D〉, òî ëèáî H = G ëèáî H ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà

äâóìÿ ýëåìåíòàìè èç D.

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë èñïîëüçîâàí â òåîðèè Ìàéîðàíà, ïðåäëîæåííîé À. À. Èâà-

íîâûì [61] â êà÷åñòâå àêñèîìàòèçàöèè íåêîòîðûõ ñâîéñòâ àëãåáðû Ãðàéñà [62].

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Ìîíñòð M � íàèáîëüøàÿ èç äâàäöàòè øåñòè ñïîðàäè÷å-

ñêèõ ãðóïï � áûëà âïåðâûå ïîñòðîåíà, êàê ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ 196884-ìåðíîé

êîììóòàòèâíîé íåàññîöèàòèâíîé âåùåñòâåííîé àëãåáðû Ãðàéñà [62].

Äðóãèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé, ïðåäâàðÿâøèì èçó÷åíèå ãðóïï ñ ïëîòíûì

ñïåêòðîì, áûëè ïîïûòêè ðàñïðîñòðàíèòü èçâåñòíûå â òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï ðå-

çóëüòàòû Áýðà-Ñóçóêè íà ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Op(G) ìàêñèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ p-ïîäãðóïïó ïåðèîäè÷å-

ñêîé ãðóïïû G. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê òåîðåìà Áýðà-Ñóçóêè.

Ïóñòü x � p-ýëåìåíò êîíå÷íîé ãðóïïû G, òîãäà x ∈ Op(G) â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, åñëè 〈xg, xh〉 � p-ãðóïïà äëÿ âñåõ g, h ∈ G [63, 64, 65]. Ñóùåñòâóåò è

íåñêîëüêî äðóãèõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâîê.

Ýòà òåîðåìà ïðèìåíÿëàñü â òåîðèè êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï [66] è ïðè

êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï [67]. Âàæíûì ïðàêòè÷åñêèì ñëåäñòâèåì

òåîðåìû Áýðà-Ñóçóêè ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â ïðîñòîé ãðóïïå G ëþáàÿ

èíâîëþöèÿ èíâåðòèðóåò íåêîòîðûé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà [65].

Ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ è àíàëîãè òåîðåìû Áýðà�Ñóçóêè èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè

àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [73, 69, 72, 70, 71, 74, 75, 68]). Â ðàáîòå [76], âîøåäøåé â

êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ ñîèñêàòåëÿ, áûë äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Áýðà-Ñóçóêè

äëÿ ãðóïï ñ óñëîâèåì ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï.

Â 1990 ãîäó À. Â. Áîðîâèê çàïèñàë â Êîóðîâñêóþ òåòðàäü [77] âîïðîñ 11.11.à) î

òîì, ñïðàâåäëèâà ëè òåîðåìà Áýðà-Ñóçóêè â êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï, îòìåòèâ,
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÷òî îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàåò ñëó÷àé p = 2.

Â äèññåðòàöèè òåîðåìà Áýðà-Ñóçóêè äëÿ p = 2 îáîáùàåòñÿ íà ãðóïïû ïåðèîäà

4k, ãäå k íå÷¼òíî. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå 2-ðàäèêàë O2(G) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé

ïåðèîäà 4 è ïîòîìó ëîêàëüíî êîíå÷åí. Ïîñëåäíåå íàáëþäåíèå ïîêàçûâàåò, êàê

ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èññëåäîâàíèé ãðóïï ñ çàäàííûì ñïåêòðîì,

îáñóæäàâøèõñÿ âûøå. Â ðàáîòå [52] äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ãðóïïû ïåðèîäà,

äåëÿùåãîñÿ íà 248, â êîòîðîé ëþáûå äâå èíâîëþöèè ïîðîæäàþò 2-ãðóïïó, íî 2 -

ðàäèêàë ðàâåí 1.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ â GAP

[78] ïî àëãîðèòìó ïåðå÷èñëåíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ. Îòìåòèì, ÷òî èäåÿ èñïîëüçî-

âàòü ìàøèííûå âû÷èñëåíèÿ â ýòîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé ïîÿâèëàñü ïðàêòè÷åñêè

ñðàçó æå ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì êîìïüþòåðîâ. Îíà àêòèâíî îáñóæäàëàñü óæå íà êîí-

ôåðåíöèè ïî áåðíñàéäîâûì ãðóïïàì â Áèëôåëäå â 1977 ãîäó, è â ïîñëåäóþùèõ ïóá-

ëèêàöèÿõ [79, 80]. Íàïðèìåð, êîìïüþòåðû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ

ãðóïï ïåðèîäà 8 [81] è äëÿ ñðàâíåíèÿ èõ ñî ñâîéñòâàìè áåñêîíå÷íûõ áåðíñàéäîâûõ

ãðóïï [82].

Ïóñòü B(m,n) îáîçíà÷àåò ñâîáîäíóþ m-ïîðîæä¼ííóþ ãðóïïó ïåðèîäà n, à

B0(m,n) � íàèáîëüøóþ êîíå÷íóþ m-ïîðîæä¼ííóþ ãðóïïó ïåðèîäà n [83, 84]. Â

ðàáîòå [85] èçó÷àëàñü ïðèðîäà ñîîòíîøåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êî-

íå÷íîñòè B(2, 6). Ïîêàçàíî, ÷òî òðåáóåòñÿ îò 22 äî 2124 ñîîòíîøåíèé, èñïîëüçó-

þùèõ øåñòóþ ñòåïåíü, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû B(2, 6). Àâòîðû ðàáîòû îòìå-

÷àþò îãðàíè÷åííîñòü âîçìîæíîñòåé êîìïüþòåðà, ñ÷èòàÿ, ÷òî íåïîñðåäñòâåííûì

ïåðå÷èñëåíèåì ñìåæíûõ êëàññîâ íå óäàñòñÿ íè äîêàçàòü êîíå÷íîñòü B(2, 6), íè

íàéòè íåáîëüøîå ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ, ïîñêîëüêó |B(2, 6)| = 228325. Òàêèì

îáðàçîì, â âîïðîñàõ áåðíñàéäîâîãî òèïà êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ ìîãóò èãðàòü

òîëüêî âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü. Ïðèâåä¼ì òàêæå íåñêîëüêî èçâåñòíûõ îöåíîê, êî-

òîðûå ïîêàçûâàþò ñïåöèôèêó ðàáîòû ñ ýëåìåíòàìè ïîðÿäêà 5 è 7, â òîì ÷èñëå ïðè

êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ. Ãðóïïà B0(2, 5) èìååò ïîðÿäîê 534 è ñòóïåíü íèëüïî-

òåíòíîcòè 12 [86]. Ãðóïïà B0(2, 7) èìååò ïîðÿäîê 720416 è ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîcòè

28 [87].
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Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûì â äèññåðòàöèè âîïðîñàì ïîñâÿùåíî

íåñêîëüêî îáçîðîâ [3, 88].

Öåëü è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Öåëü äèññåðòàöèè ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ è äîêàçàòåëüñòâå ëîêàëüíîé

êîíå÷íîñòè ãðóïï ñ ïëîòíûì ñïåêòðîì. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè òàêîâû.

1. Äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü OC6 è OC7 ãðóïï. Ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â

ñòàòüÿõ [115, 107, 108, 109].

2. Äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü ãðóïï ïåðèîäà 12 áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 12.

Ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â ñòàòüå [118].

3. Äîêàçàíà ðàñïîçíàâàåìîñòü ãðóïï M10 è L3(4) ïî ñïåêòðó â êëàññå âñåõ

ãðóïï. Ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â ñòàòüÿõ [114, 113].

4. Äîêàçàíî, ÷òî òåîðåìà Áýðà-Ñóçóêè äëÿ p = 2 ñïðàâåäëèâà â ãðóïïàõ ïåðè-

îäà 4k, ãäå k íå÷¼òíî. Ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â ñòàòüå [116].

5. Êëàññèôèöèðîâàíû ìèíèìàëüíûå 3-ïîðîæä¼ííûå ãðóïïû 6-òðàíñïîçèöèé.

Ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â ñòàòüå [110].

6. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè µ(G) = {4, p, 9}, ãäå p ∈ {5, 7}, òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà;

à åñëè µ(G) = {6, 7}, òî G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû ñ

ïîìîùüþ ãðóïïû áåç èíâîëþöèé. Ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â ñòàòüÿõ [112, 111].

7. Äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà ïåðèîäà 12 ëîêàëüíî êîíå÷íà, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç

ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a) ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé èç ãðóïïû íå ðàâåí 4;

á) ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé èç ãðóïïû íå ðàâåí 6.

Ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â ñòàòüÿõ [119, 117].

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â [119, 117, 118, 114, 115, 116, 113, 112,

111, 110, 107, 108, 109] â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ

æóðíàëîâ, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíûõ ñòåïåíåé äîêòîðà è êàíäèäàòà íàóê. Ðåçóëüòàòû 2 è

4 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî, îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â íåðàçäåëèìîì ñî-

àâòîðñòâå: [119] c Ä. Â. Ëûòêèíîé è Â. Ä. Ìàçóðîâûì; [117] c Â. Ä. Ìàçóðîâûì;

[114] c Ä. Â. Ëûòêèíîé è Ý. ßáàðîé; [115] c Ä. Â. Ëûòêèíîé, Â. Ä. Ìàçóðîâûì
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è Ý. ßáàðîé; [113, 112, 108, 109] c Ý. ßáàðîé; [111] ñ Â. Ãî; [110] c Ì. Âèáðîó è

À. Ì. Ñòàðîëåòîâûì.

Íîâèçíà è íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû ñ çàäàííûì ñïåêòðîì. Íàèáî-

ëåå çíà÷èòåëüíûé ðåçóëüòàò äèññåðòàöèè � äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè

OC6 è OC7 ãðóïï, è ïîëó÷åíèå íîâûõ ïðèìåðîâ ïðîñòûõ ãðóïï ðàñïîçíàâàåìûõ ïî

ñïåêòðó â êëàññå âñåõ ãðóïï. Âàæíûì èíñòðóìåíòîì ýòîé ðàáîòû ñòàë ðåçóëüòàò

î ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ãðóïï ïåðèîäà 12 áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 12, îáîáùàþùèé

ðåçóëüòàòû È. Í. Ñàíîâà è Ì. Õîëëà, è îïèñûâàþùèé ñòðîåíèå öåíòðàëèçàòîðîâ

èíâîëþöèé â OC6 è OC7 ãðóïïàõ, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãà òåîðåìû Áýðà-

Ñóçóêè äëÿ ãðóïï 2-ïåðèîäà 4. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè. Îíè ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â ñïåöêóðñû äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, ñïå-

öèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòè àëãåáðû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ. Ðàáîòà íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñïå-

öèàëèñòàì ïî òåîðèè ãðóïï è êîëåö. Êðîìå òîãî, îíè ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â

ïðîãðàììû ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â ðàç-

ëè÷íûõ îáëàñòÿõ àëãåáðû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè

ãðóïï: òåîðèÿ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, ìåòîäû ëîêàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèÿ ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ãðóïï, à òàêæå âû÷èñëåíèÿ â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP,

èñïîëüçóþùèå àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå

èñïîëüçóþòñÿ îðèãèíàëüíûå ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå àâòîðîì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïî ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà

êîíôåðåíöèÿõ â Íîâîñèáèðñêå, Ìîñêâå, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå, Åêàòåðèíáóðãå, Íàëü-

÷èêå, Ìèíñêå (Áåëàðóñü), Ñåíò-Àíäðóñå, Óîðèêå, Áèðìèíãåìå (Àíãëèÿ), Èñêüå

(Èòàëèÿ). Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ è ¾Àë-

ãåáðà è ëîãèêà¿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ è ÍÃÓ.
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Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 5 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îíà èçëîæåíà

íà 131 ñòðàíèöàõ, áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 119 íàèìåíîâàíèé.

Ïåðåéä¼ì ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ ðàáîòû.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Îáùàÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëàâû, êîòîðûå

â ñâîþ î÷åðåäü ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ðàçäåëû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

íàçûâàþòñÿ òåîðåìàìè. Òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè âñåõ òåîðåì ïðèâåäåíû â ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ãëàâàõ. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ � ïðåäëîæåíèÿ è ëåììû � èìå-

þò òðîéíóþ íóìåðàöèþ: ïåðâîå ÷èñëî � íîìåð ãëàâû, âòîðîå � íîìåð ðàçäåëà â

òåêóùåé ãëàâå, òðåòüå � íîìåð óòâåðæäåíèÿ â òåêóùåì ðàçäåëå.

Ãëàâà 1. Ãëàâà ïîñâÿùåíà îñíîâíûì îïðåäåëåíèÿì, îáîçíà÷åíèÿì è èñïîëü-

çóåìûì ðåçóëüòàòàì è ñîäåðæèò òðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëà. Ôîðìóëèðóþòñÿ

îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóþùèåñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé äèññåðòàöèè. Ââî-

äÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïï, çàäàííûõ ïîðîæäàþùèìè

è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëèðîâêè íåêîòîðûõ èçâåñò-

íûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ, è èõ íåïîñðåäñòâåííûå

ñëåäñòâèÿ.

Ãëàâà 2. Ïåðâûé ðàçäåë ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãà òåîðåìû Áýðà-

Ñóçóêè äëÿ ãðóïï 2-ïåðèîäà 4. Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïû

ñ ýëåìåíòàìè íåáîëüøèõ ïîðÿäêîâ: êàê ïðàâèëî, íå áîëüøå 7. Â ðàçäåëå 2.2 äî-

êàçûâàåòñÿ êîíå÷íîñòü ïîäãðóïï, ïîðîæä¼ííûõ èíâîëþöèåé è ýëåìåíòîì ïîðÿäêà

3. Â ðàçäåëå 2.3 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ïîäãðóïïàìè, ïîðîæä¼ííû-

ìè èíâîëþöèåé è ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 4. Â ðàçäåëàõ 2.4-2.5 îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðóïï: F42 è A4. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 èñïîëüçóþòñÿ ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 3 è 4.

Ãëàâà 3. Â äàííîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè. Â ïåðâîì ðàçäåëå ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü ãðóïï ïå-
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ðèîäà 12 áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 12. Â ðàçäåëàõ 3.2 è 3.3 äîêàçûâàåòñÿ ðàñïîçíàâàå-

ìîñòü ãðóïïM10 è L3(4) ïî ñïåêòðó â êëàññå âñåõ ãðóïï, ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàçäåëå

3.4 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè µ(G) = {4, p, 9}, ãäå p ∈ {5, 7}, òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Â ðàçäåëàõ 3.5 è 3.6 äîêàçûâàåòñÿ ÷òî ãðóïïà ïåðèîäà 12 ëîêàëüíî êîíå÷íà, åñëè

âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâåííî:

a) ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé èç ãðóïïû íå ðàâåí 4;

á) ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé èç ãðóïïû íå ðàâåí 6.

Ãëàâà 4. Â äàííîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòüOC6 èOC7-ãðóïï.

Ðàçäåëû ñîîòâåòñòâóþò ýòàïàì äîêàçàòåëüñòâà. Â ðàçäåëå 4.5 äîêàçûâàåòñÿ òàêæå,

÷òî åñëè µ(G) = {6, 7}, òî G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû ñ

ïîìîùüþ ãðóïïû áåç èíâîëþöèé.

Ãëàâà 5. Â äàííîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 11, ñîäåðæàùàÿ êëàññèôèêà-

öèþ ìèíèìàëüíûõ 3-ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï 6-òðàíñïîçèöèé.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó ÷ë.�

êîðð. ÐÀÍ Âèêòîðó Äàíèëîâè÷ó Ìàçóðîâó. Àâòîð òàêæå âûðàæàåò ñâîþ ïðèçíà-

òåëüíîñòü êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Àëåêñåþ Ìèõàéëîâè÷ó Ñòàðî-

ëåòîâó çà ïîääåðæêó â ïðîöåññå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé.



Ãëàâà 1

Îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå

ðåçóëüòàòû

1.1 Îïðåäåëåíèÿ

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè âñå å¼ ýëåìåíòû èìåþò êîíå÷íûå ïî-

ðÿäêè. Ãðóïïîé ïåðèîäà n íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

xn = 1. Íàèìåíüøèé ïåðèîä ãðóïïû íàçûâàåòñÿ å¼ ýêñïîíåíòîé. Êëàññ Cn ãðóïï

ïåðèîäà n ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, òî åñòü îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîä-

ãðóïï, ôàêòîð�ãðóïï è ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷-

íîé, åñëè âñÿêîå å¼ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ïîðîæäàåò êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó.

Ñïåêòðîì ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ω(G) ïîðÿäêîâ å¼

ýëåìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ñïåêòð ãðóïïû êîíå÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå-

÷åí å¼ ïåðèîä. Â òàêîì ñëó÷àå ñïåêòð îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì µ(G)

ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç ω(G) ïî îòíîøåíèþ äåëèìîñòè. Íàïðèìåð, ðàññìîò-

ðèì A7 � çíàêîïåðåìåííóþ ãðóïïó ñòåïåíè 7. Òîãäà ω(A7) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} è

µ(A7) = {4, 5, 6, 7}.

Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï è G ∈M. Äâå ãðóïïû

íàçûâàþòñÿ èçîñïåêòðàëüíûìè, åñëè èõ ñïåêòðû ðàâíû. Ãîâîðÿò, ÷òî G ðàñïîçíà-

âàåìà ïî ñïåêòðó â M, åñëè ëþáàÿ ãðóïïà, èçîñïåêòðàëüíàÿ G è ëåæàùàÿ â M,

èçîìîðôíà G.
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Ãðóïïà A ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà ãðóïïå B, åñëè A äåéñòâóåò íà B, B íåòðè-

âèàëüíà è ba 6= b, åñëè a è b � íåòðèâèàëüíûå ýëåìåíòû èç A è B, ñîîòâåòñòâåííî.

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ (n,m)�ïîðîæä¼ííîé, åñëè îíà ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåí-

òàìè, îäèí èç êîòîðûõ èìååò ïîðÿäîê n, à äðóãîé � ïîðÿäîê m.

1.2 Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ

Áóêâîé G âñåãäà îáîçíà÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïåðèîäà.

Â òåêñòå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

ω(G) = {n ∈ N | n � ïîðÿäîê íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G} � ñïåêòð G;

µ(G) � ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû èç ω(G) îòíîñèòåëüíî äåëèìîñòè;

Γn = Γn(G) � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà n èç G, äëÿ n ∈ N;

∆ = ∆(G) = {x2 | x ∈ Γ4};

Op(G) � ìàêñèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà G, p ïðîñòîå;

Op,q(G) � ïîëíûé ïðîîáðàç â G ãðóïïû Oq(G/Op(G)), p è q ïðîñòûå;

A : B � íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå ãðóïïû A ïîñðåäñòâîì B;

Dn � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà n;

Z(G) � öåíòð ãðóïïû G;

CG(x) � öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà x (èëè ïîäìíîæåñòâà x) â ãðóïïå G;

[x, y] = x−1y−1xy � êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ x è y;

xy = y−1xy;

xG = {xy | y ∈ G} � êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè ýëåìåíòà x ∈ G;

G ' H � ãðóïïû G è H èçîìîðôíû.

Îòíîøåíèå x ∼ y äëÿ x, y ∈ G îáîçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ x è y ðàâíû.

Î÷åâèäíî, xy ∼ yx è x ∼ x−1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç An è Sn çíàêîïåðåìåííóþ è ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ñòåïåíè

n ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç Ln(q) � ïðîåêòèâíóþ ñïåöèàëüíóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó

ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ.

Ïðè îáîçíà÷åíèè ãðóïï ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà pk îáîçíà÷àåò ýëåìåíòàðíóþ
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àáåëåâó ãðóïïó ïîðÿäêà pk, ÷èñëî n îáîçíà÷àåò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà n,

p1+2 îáîçíà÷àåò ýêñòðàñïåöèàëüíóþ ãðóïïó ïîðÿäêà p3 áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà p2.

Çàäàäèì ñëåäóþùèå ãðóïïû, èñïîëüçóÿ ïîðîæäàþùèå è îïðåäåëÿþùèå ñîîò-

íîøåíèÿ:

Fk2·6 = 〈x, t | x3, t2, (xt)6, [x, t]k〉 ' k2 : 6;

F42 = 〈x, z | R42〉, ãäå R42 = {x3, z2, (xz)6, b7, bx = b4} è b = zxz;

F36 = 〈t, x | t4, x3, (t2x)2, [x, xt]〉; (ñì. ëåììó 2.3.1

31+2 = 〈x, y | x3, y3, (xy)3, (xy−1)3〉 (ñì. ëåììó 2.2.3);

31+2 : 22 = 〈x, y, z | x2, y2, z2, (yz)3, [x, z], (yx)6, (yzx)6〉 (ñì. ëåììó 2.2.3);

31+2 : 2 = 〈x, t | x3, t2, (xt)6, [x, t]3〉;

F100 = 〈x, t | x4, t2, (xt)4, (x2t)5〉 ' 52 : 4;

F20 = 〈a, d | a2, d4, ad1ad2ad3〉 ' 5 : 4.

Çàìåòèì, ÷òî F42 < F294 ïðè z = txt.

Èñïîëüçîâàíèå çíàêà ðàâåíñòâà, âìåñòî èçîìîðôèçìà, íàïðèìåð, F294 = 〈x, t〉

ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ýëåìåíòû x è t íå òîëüêî ïîðîæäàþò ãðóïïó, èçîìîðôíóþ F294,

íî è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì.

Ãîâîðÿ î âû÷èñëåíèÿõ, ìû ïîäðàçóìåâàåì âû÷èñëåíèÿ â GAP [78] ïî àëãîðèòìó

ïåðå÷èñëåíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Â ðàáîòå ãðóïïû ÷àñòî çàäàþòñÿ ïîðîæäàþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíî-

øåíèÿìè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñëîâî ðàâíî åäèíèöå â ãðóïïå, òî îíî òðèâèàëüíî è

â å¼ ãîìîìîðôíûõ îáðàçàõ. Ïîýòîìó äëÿ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ãîìîìîðôíûõ

îáðàçîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â èñõîäíîé ãðóïïå.

1.3 Èñïîëüçóåìûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 1.3.1. (Â. Ï. Øóíêîâ [31]) Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G ñîäåðæèò èí-

âîëþöèþ ñ êîíå÷íûì öåíòðàëèçàòîðîì, òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà.
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Ëåììà 1.3.2. (Â.Ï. Øóíêîâ [103, Òåîðåìà 2] è [104, Òåîðåìà 2.4]). Åñëè G �

áåñêîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà êîíå÷íîãî ïåðèîäà è F � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà G, òî CG(F )

áåñêîíå÷íà.

Ëåììà 1.3.3. (Ó. Áåðíñàéä [4]) Ãðóïïà ïåðèîäà 3 ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Ëåììà 1.3.4. (È. Í. Ñàíîâ [11]) Ãðóïïà ïåðèîäà 4 ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Ëåììà 1.3.5. (Ì. Õîëë [6]) Ãðóïïà ïåðèîäà 6 ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Ëåììà 1.3.6. Ïóñòü x, y ∈ Γ2 è xy ∈ Γn.

Åñëè n = 2k ÷¼òíî, òî (xy)k ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû 〈x, y〉.

Åñëè n = 2k + 1 íå÷¼òíî è z = (xy)k, òî yz = x.

Ëåììà 1.3.7. (Î. Þ. Øìèäò [105, Òåîðåìà 23.1.1]) Ðàñøèðåíèå G ëîêàëüíî êî-

íå÷íîé ãðóïïû A ïîñðåäñòâîì ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû G/A � ñàìî ëîêàëüíî

êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ëåììà 1.3.8. ([48, Ëåììà 7]) Ïóñòü A � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H. Åñëè

â A íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 3 è êàæäûé ýëåìåíò èç H\A ÿâëÿåòñÿ 3-ýëåìåíòîì,

òî A íîðìàëüíà â H è A äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíà.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1.3.9. Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, x ∈ Γ3(G), 4 ∈ ω(G) è a ∈ ∆(G).

Åñëè aGΓ3 ⊆ Γ3, òî 〈aG〉 ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè 〈aG〉Γ3 ⊆ Γ3.

Åñëè h = x1 . . . xn ýëåìåíò ïîðÿäêà 3, ãäå x1, . . . , xn ∈ aG, òî n > 2, è xn =

xn−1...x2x1h ∈ Γ3, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, 3 6∈ ω(〈aG〉). Èìååì 〈aG, x〉 =

〈aG〉 h 〈x〉 è ïî ëåììå 1.3.8 〈aG〉 íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè íå âûøå 2. Ïîýòîìó 〈aG〉

ëîêàëüíî êîíå÷íà.

.

Ëåììà 1.3.10. (Â. Ä. Ìàçóðîâ, [48]) Ïóñòü G � OC5 ãðóïïà. Òîãäà ëèáî G ' A6,

ëèáî G ' V : A5, ãäå V � íåòðèâèàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.



Ãëàâà 2

Ãðóïïû ñ çàäàííûì ñïåêòðîì

2.1 Àíàëîãè òåîðåìû Áýðà-Ñóçóêè

Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, èçâåñòíàÿ òåîðåìà Áýðà-Ñóçóêè óòâåðæäàåò, ÷òî

åñëè x � ýëåìåíò êîíå÷íîé ãðóïïû G, p � ïðîñòîå ÷èñëî è äëÿ ëþáîãî g ∈ G

ïîäãðóïïà 〈x, xg〉 ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé, òî x ∈ Op(G). Âàæíûì êëàññè÷åñêèì ñëåä-

ñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â êîíå÷íîé ïðîñòîé ãðóïïå

ëþáàÿ èíâîëþöèÿ îáðàùàåò íåêîòîðûé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà.

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã òåîðåìû Áýðà-Ñóçóêè äëÿ 2-ãðóïï ïå-

ðèîäà 4 (òåîðåìà 1). Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã òåîðåìû Áýðà-Ñóçóêè äëÿ p = 3

(ëåììà 2.1.2). Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ëåæèò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2.1.1. Ïóñòü H � ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ èíâîëþöèåé b è ýëåìåíòîì a

ïîðÿäêà äåëÿùåãî 4, è H íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 8. Åñëè ïîðÿäîê ïðîèç-

âåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç bH äåëèò 4, òî H ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a � èíâîëþöèÿ, òî 1 = (bab)4 = (ab)8, îòêóäà (ab)4 = 1 è H

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà ïîðÿäêà äåëÿùåãî 8. Ïóñòü äàëåå a � ýëåìåíò ïîðÿäêà 4.

Ïîäãðóïïà K = 〈b, ba, a2〉 íîðìàëüíà â 〈a, b〉 è èíäåêñà äåëÿùåãî 2. Äîêàæåì,

÷òî K ÿâëÿåòñÿ 2 � ãðóïïîé. Ïóñòü x = b, y = ba è z = a2. Ïî óñëîâèþ (xy)4 = 1.

Çàìåòèì, ÷òî 1 = (ba
2
b)4 = (a2b)8. Ñëåäîâàòåëüíî,

(a2b)4 = (xz)4 = 1,

20
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è ba
2 ∈ CG(b). Ïîðÿäîê yz = a2ba = aba ðàâåí ïîðÿäêó a2b è ïîòîìó äåëèò 4.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

yzx = (ba)a
2

b = a2 · a3ba · a2b = aba3b ∼ bab.

Äàëåå

baba
2bab = a · a2ba2ba2 · ababa2bab = a · ba2b · ababa2bab = (aba2bab)2.

Ïîýòîìó ïîðÿäîê baba
2bab ðàâåí ïîðÿäêó (a2babab)2, îòêóäà (a2babab)4 = 1.

Ïðè ýòîì

(yz)2x = (baa2)2b = a3ba3a3ba3b = a3ba2ba3b ∼ a2babab,

(zx)2y = (a2b)2ba = a2ba2b · a2aba = ba2baba ∼ a2babab,

ñëåäîâàòåëüíî, ((yz)2x)4 = ((zx)2y)4 = 1.

Íàêîíåö, baba
2ba3bb = (aba2ba3b)2 ∼ (ba2bba)2. Îòêóäà 1 = (ba2bba)4 = (xzxy)4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

L = 〈x, y, z | x2, y2, z2, (xy)4, (xz)4, (yz)4, (yzx)4, ((yz)2x)4, ((zx)2y)4, (xzxy)4〉.

Âû÷èñëåíèÿ â GAP [78] ïî àëãîðèòìó ïåðå÷èñëåíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ ïîêàçûâàþò,

÷òî ïîðÿäîê L ðàâåí 215. Ñòàëî áûòü, K è 〈a, b〉 ÿâëÿþòñÿ 2-ãðóïïàìè.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � ãðóïïà ïåðèîäà n = 4k, ãäå k íå÷¼òíî, ñîäåðæàùàÿ

èíâîëþöèþ i ∈ G. Åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà èç iG ïîðîæäàþò 2-ïîäãðóïïó, òî

〈iG〉 � íîðìàëüíàÿ 2-ïîäãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = c1c2...cm−1cm � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç iG, ãäå

c1, c2, ..., cm−1, cm ∈ iG. Èíäóêöèåé ïî m äîêàæåì, ÷òî z ÿâëÿåòñÿ 2-ýëåìåíòîì.

Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ïðè m = 1. Ïóñòü m > 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

ïîðÿäîê ýëåìåíòà a = c1c2...cm−1 äåëèò 4. Ïîëîæèì b = cn è H = 〈a, b〉. Ïî ëåììå

2.1.1 z = ab ÿâëÿåòñÿ 2-ýëåìåíòîì è òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ëåììà 2.1.2. Ïóñòü G � ãðóïïà ïåðèîäà n = 3k, ãäå k íå äåëèòñÿ íà 3, ñî-

äåðæàùàÿ ýëåìåíò y ïîðÿäêà 3. Åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà èç yG ïîðîæäàþò

3-ïîäãðóïïó, òî 〈yG〉 � íîðìàëüíàÿ 3-ïîäãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h = y1 . . . yn � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç H, ãäå yi ∈ yG.

Ïîëîæèì x = y1 . . . yn−1 è y = yn. Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî n, äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òî åñëè x ïîðÿäêà 3, òî ïîðÿäîê xy ðàâåí 3. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ R = {(yxy)3, (yxy−1)3, [yx, y]3, (yxyxy)3}. Ïîýòîìó 〈x, y〉 ÿâ-

ëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì K = 〈x, y | R ∪ {x3, y3}〉. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò,

÷òî K ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 39. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ëåììàì 1.3.3 è 1.3.4, ãðóïïû èç çàêëþ÷åíèé òåîðåìû 1 è ëåììû

2.1.2 ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûìè. Âîïðîñ î ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ãðóïï ïåðè-

îäîâ 5, 8 è 9 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Ïîýòîìó óñëîâèÿ èç ôîðìóëèðîâîê ñâÿçàíû ñ

âîçìîæíîñòÿìè èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñîâ ëîêàëüíîé

êîíå÷íîñòè.

2.2 (2,3)-ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîñòü è ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå (2, 3) � ïî-

ðîæä¼ííûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò 8. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè áóäóò èñïîëüçîâàíû ÷àñòíûå

ñëó÷àè ýòîãî ðåçóëüòàòà. Ïîñëå ýòîãî ïðèâîäÿòñÿ íåñêîëüêî òåõíè÷åñêèõ ëåìì.

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü ãðóïïà K, ïîðîæä¼ííàÿ èíâîëþöèåé t è ýëåìåíòîì x ïî-

ðÿäêà 3, íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà áîëüøå 8. Òîãäà K êîíå÷íà è âûïîëíåíî

îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(a) (xt)3 = 1, è K èçîìîðôíà A4;

(b) (xt)4 = 1, è K èçîìîðôíà S3 èëè S4;

(c) (xt)5 = 1, è K èçîìîðôíà A5;



Ãëàâà 2. Ãðóïïû ñ çàäàííûì ñïåêòðîì 23

(d) (xt)6 = 1, è K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì (k × k) : 6,

ãäå k � ýòî ïîðÿäîê [x, t];

(e) (xt)7 = [x, t]8 = 1, è K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì 26.L2(7);

åñëè ïðè ýòîì [x, t]4 = 1, òî K ' L2(7);

(f) (xt)8 = 1, è ëèáî K ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé (2, 3)-ãðóïïîé,

ëèáî ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû ïîðÿäêà äåëÿ-

ùåãî 28 ïîñðåäñòâîì PGL2(7).

Äîêàçàòåëüñòâî. (a). Ïóñòü (xt)3 = 1. Òîãäà

ttx = tx · xtx ∼ xtx · tx = (xt)3t = t.

Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ èíâîëþöèé ttx ðàâåí äâóì, ïîýòîìó

[t, tx] = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, K ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì íåòðèâèàëüíîé íîðìàëüíîé

ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ïîäãðóïïû 〈tK〉 ïîñðåäñòâîì öèêëè÷åñêîé 〈x〉. Çàìåòèì,

÷òî ttxtx
2

= (tx−1)3 = 1, ïîýòîìó ãðóïïà 〈tK〉 ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè è

èìååò ïîðÿäîê 4; à ýëåìåíò x äåéñòâóåò íà 〈tK〉 áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ñòàëî

áûòü, K èçîìîðôíà A4, è èçîìîðôèçì ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: x '

(1, 2, 3) è t ' (1, 2)(3, 4).

(b). Ïóñòü (xt)4 = 1. Ïîëîæèì a = (tx)2. Åñëè a = 1, òî xxt = (xt)2 = 1,

äðóãèìè ñëîâàìè, èíâîëþöèÿ t èíâåðòèðóåò ýëåìåíò x, è K èçîìîðôíà S3.

Ïóñòü òåïåðü a � èíâîëþöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî

at ∼ ta = t · (tx)2 = xtx ∼ tx−1 ∼ xt ∈ Γ4.

Ïîýòîìó aat = (at)2 èìååò ïîðÿäîê 2 è [a, at] = 1. Àíàëîãè÷íî aax = (tx−1)2 èìååò

ïîðÿäîê 2 è [a, ax] = 1. Òàêèì îáðàçîì, K ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì íåòðèâèàëüíîé

íîðìàëüíîé ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïû 〈aK〉 ïîñðåäñòâîì ãðóïïû, èçîìîðô-

íîé S3. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî

aaxax
2

= (ax−1)3 = (xt)3 = 1,
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ïîýòîìó ãðóïïà 〈aK〉 ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè è èìååò ïîðÿäîê 4. Ñòàëî

áûòü K èçîìîðôíà S4, è èçîìîðôèçì ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: x '

(2, 3, 4) è t ' (1, 2).

(c). Ïóñòü (xt)5 = 1. Ïîëîæèì a = tx−1, òîãäà a5 = 1. Çàìåòèì, ÷òî

t · xa = t · xtxtx · x = x−1tx−1t · x = (x−1)tx ∈ Γ3.

Ïî ïóíêòó (à) H = 〈t, xa〉 ' A4. Ïðè ýòîì atH = aH è axH = H. Ñëåäîâàòåëüíî,

|K : H| = 5 è |K| = |A5|. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå K ïî

ïîäãðóïïå H çàäà¼ò èçîìîðôèçì K ' A5.

(d). Ïóñòü (xt)6 = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a êîììóòàòîð [x, t] = x−1txt, à ÷åðåç k �

ïîðÿäîê ýëåìåíòà a. Çàìåòèì, ÷òî

at = tx−1txt = tx−1tx = a−1.

Êðîìå òîãî,

aaxax
2

= (ax−1)3 = x−1(tx)6x = 1,

axt = atx[x,t] = (a−1)xa.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäãðóïïà H = 〈a, ax〉 íîðìàëüíà â K = 〈x, t〉. Ïðÿìûå âû÷èñëå-

íèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî [a, ax] = (tx)6 = 1 è H àáåëåâà. Îáðàçû ýëåìåíòîâ t è x â

ôàêòîð-ãðóïïå G/H êîììóòèðóþò, ïîýòîìó G/H ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé

ïîðÿäêà 6.

(e). Ïóñòü (xt)7 = 1. Òîãäà

x · txt ∼ (tx)3 · x = (x−1t)4 · x ∼ (x−1t)2x−1 ∼ tx−1tx = ttx.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîðÿäîê ttx íå ïðåâîñõîäèò 6, òî H = 〈x, txt〉 � îäíà èç ãðóïï,

ïåðå÷èñëåííûõ â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ.

Çàìåòèì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû K(j) = 〈x, t |

x3, t2, (xt)7, [x, t]j〉, ãäå j ∈ {5, 6, 7, 8}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî K(5) ' 1, ïðè

ýòîì K(6) ' K(7) ' L2(13) è, ñòàëî áûòü, ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 13, ÷òî

íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, K � ãîìîìîðôíûé îáðàç K(8) ' 26.L2(7). Ïðè ýòîì,

âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî K(4) ' L2(7).
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Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (xt)8 = 1.

Åñëè ïîðÿäîê [x, t] íå äåëèò 8, òî 〈x, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

K(i, i1, i2) = 〈x, t | x3, t2, (xt)8, [x, t]i, ((xt)2x2t)i1 , ((xt)2(x2t)2)i2〉,

äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {5, 6, 7} è i1, i2 ∈ {5, 6, 7, 8}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

K(6, 6, 6) ' K(6, 8, 6) ' S4, K(6, 6, 8) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ýëåìåíòàðíîé àáåëå-

âîé ãðóïïû 〈[((xt)2x−1t)3]K〉 ïîðÿäêà 34 ïîñðåäñòâîì GL2(3), K(6, 8, 8) ÿâëÿåòñÿ

ãðóïïîé ïîðÿäêà 2133 è K(7, 8, 6) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé

ãðóïïû 〈[((xt)2(x−1t)2)3]K〉 ïîðÿäêà 28 ïîñðåäñòâîì PGL2(7). Ãðóïïà K(i, i1, i2)

òðèâèàëüíà ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü òåïåðü [x, t]8 = 1. Ïîëîæèì z = xt. Çàìåòèì, ÷òî 1 = (tx)8 = (xtx)4 =

(zx)4 è (xz−1)8 = 1. Ïîýòîìó 〈x, z〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

K(k, l,m, n) = 〈a, b | a3, b3, (ab)4, (ab−1)8, (abab−1)k,

(baba−1)l, (bab−1a−1)m, (aba−1b−1ab−1)n〉,

ãäå k, l,m, n ∈ {5, 6, 7, 8}. Ïðè ýòîì K(8, 8, 8, 6) ' L3(3), ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëü-

êóK íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 13. Òàêèì îáðàçîì, èñêëþ÷àÿ çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà òðèâèàëüíà, k = l = 8, m = n = 7 è

〈x, z〉 ' L2(7). Íî òîãäà [x, t]4 = 1, è 〈x, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

〈x, t | x3, t2, (xt)8, [x, t]4〉 ' PGL2(7). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùóþ ëåììó ìîæíî ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ëåììû 2.2.1

Ëåììà 2.2.2. Ïóñòü a, b, c ∈ Γ2, ab ∈ Γ3, [a, c] = 1 è H = 〈a, b, c〉 íå ñîäåðæèò

ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà áîëüøå 8. Òîãäà H êîíå÷íà è åñëè H íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ

ïîðÿäêà 8, òî H íå ñîäåðæèò è ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = ab, t = c, òîãäà tb = tx. Òàêèì îáðàçîì,K = 〈x, t〉 óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2.2.1 è ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â H èíäåêñà

äåëÿùåãî 2. Ñëåäîâàòåëüíî, H êîíå÷íà. Ïðè ýòîì

[x, t] = [ab, c] = bacabc = (bc)2,
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ïîýòîìó ñëó÷àé (e) ëåììû 2.2.1 âîçìîæåí äëÿ K òîëüêî åñëè ïîðÿäîê bc ðàâåí 8

è H = PGL2(7).

Â ñëåäóþùåé ëåììå äîêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîñòü è îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà íåêî-

òîðûõ ãðóïï, çàäàííûõ ïîðîæäàþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ýòè

ãðóïïû îáîçíà÷åíû êàê 31+2 è 31+2 : 22. Çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íîñòü ãðóïïû 31+2 : 22

òàêæå ñëåäóåò èç ëåììû 2.2.2.

Ëåììà 2.2.3. (1) Ãðóïïà

31+2 = 〈x, y | x3, y3, (xy)3, (xy−1)3〉

ÿâëÿåòñÿ ýêñòðàñïåöèàëüíîé ãðóïïîé ïåðèîäà 3 è ïîðÿäêà 27, èçîìîðôíîé ãðóïïå

ïîäñòàíîâîê P = 〈a, b〉, ãäå a = (123)(475)(689), b = (124)(396)(587). Ïðè ýòîì

〈a, ab〉 � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 9 è ab
2

= (aab)−1.

(2) Ãðóïïà

31+2 : 22 = 〈x, y, z | x2, y2, z2, (yz)3, [x, z], (yx)6, (yzx)6〉

ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ýêñòðàñïåöèàëüíîé ãðóïïû ïîðÿäêà 27 è ïåðèîäà 3 ïîñðåä-

ñòâîì ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû ïîðÿäêà 4. Îòîáðàæåíèå

u = (3, 4)(5, 6)(7, 9) 7→ x, v = (2, 3)(4, 5)(6, 8) 7→ y, w = (1, 2)(5, 7)(6, 9) 7→ z

ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìîðôèçìà φ ãðóïïû ïîäñòàíîâîê 〈u, v, w〉 íà 31+2 : 22. Â

÷àñòíîñòè, ((xyz)2x)2 = 1. Êðîìå òîãî, åñëè f = yxyz, òî (fz)3 = [f, x] = 1 è

〈x,w, z〉 ' A4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì R = 31+2 è F = 31+2 : 22.

(1). Î÷åâèäíî x2 = x−1, y2 = y−1, (xy)2 = y−1x−1, (x−1y−1)2 = yx. Ïî îïðåäåëå-

íèþ [x, xy] = x−1y−1x−1yxy−1xy = (x−1y−1)2(y−1x)2y = yxx−1yy = y3 = 1, ò.å. x è

xy ïåðåñòàíîâî÷íû. Êðîìå òîãî, 1 = (yx)3 = xy
2
xyx, îòêóäà xy

2
= (xxy)−1. Ïîýòî-

ìó 〈x, y〉 � ðàñøèðåíèå àáåëåâîé ãðóïïû 〈x, xy〉 ïîñðåäñòâîì 〈y〉. Òàêèì îáðàçîì,

|R| ≤ 27. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî P � ãîìîìîðôíûé îáðàç R è |P | = 27.

Ïîýòîìó F ' P , |〈x, xy〉| = 9 è ïóíêò (1) äîêàçàí.
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(2). Ïîëîæèì a = yz, b = ax è ïîêàæåì, ÷òî 〈a, b〉 � ãîìîìîðôíûé îáðàç

ãðóïïû R èç ïóíêòà (1). Äåéñòâèòåëüíî, a3 = b3 = 1 è (ab)3 = (yzx)6 = 1. Êðîìå

òîãî,

(a−1b)3 = (zyxyzx)3 = (zyxyxz)3 = z(yx)6z = 1.

Ïî ïóíêòó (1) 〈a, b〉 � 3-ãðóïïà ïåðèîäà 3, ïîðÿäîê êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò 27.

Äàëåå,

by = axy = yxyzxy = (yx)2zy = a(ax)−1a−1 = ab−1a−1 ∈ 〈a, b〉.

Èç ïðèâåä¼ííûõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî ïîäãðóïïà N = 〈a, b〉 íîðìàëüíà â ãðóïïå F

è, ïîñêîëüêó a = yz, ãðóïïà F/N èçîìîðôíà ãðóïïå 〈x, z〉N/N , ïðè÷¼ì ïîðÿäîê

ïîñëåäíåé íå ïðåâîñõîäèò 4. Ïîýòîìó |F | ≤ 27 · 4 = 108. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâå-

ðÿåòñÿ, ÷òî 〈u, v, w〉 óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì F . Êðîìå òîãî,

〈uw, (uw)u〉 ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé P èç ïóíêòà (1), ïîýòîìó 〈a, b〉 � ãðóïïà ïîðÿäêà

27. Äîáàâëåíèå ñîîòíîøåíèÿ a = 1 ïðåâðàùàåò F â ãðóïïó ïîðÿäêà 4, ïîýòîìó

|F : 〈a, b〉| = 4 è |F | = 108 = 2233. Òàêèì îáðàçîì, φ � èçîìîðôèçì. Òåïåðü ðà-

âåíñòâî ((xyz)2x)2 = 1 âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâåíñòâà â 〈u, v, w〉. Òàêæå

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (fz)3 = [f, x] = 1 è 〈x,w, z〉 ' A4. Ëåììà äîêàçàíà.

2.3 (2,4)-ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F36 = 〈x, t | x4, t2, (x2t)3, (xt)4, [x, t]3〉 ãðóïïó Ôðîáåíèóñà ñ

ÿäðîì 〈a, ax〉 ïîðÿäêà 9 è äîïîëíåíèåì 〈x〉 ïîðÿäêà 4, ãäå a = x2t. Çàìåòèì, ÷òî,

èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî [a, ax] = (tx)4 = 1 è èíâîëþöèÿ t

èíâåðòèðóåò a è ax.

Ëåììà 2.3.1. Ïóñòü ãðóïïà K íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà áîëüøå 11 è

ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè x ∈ Γ4 è t ∈ Γ2, òàêèìè ÷òî x
2t ∈ Γ3. Òîãäà K êîíå÷íà

è èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï S5, F36, L2(7), (A4 × A4) : 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ïîðÿäîê ýëåìåíòà txt. Ïóñòü ñíà÷àëà n =

2k + 1 íå÷¼òíî. Ïî ëåììå 1.3.6 t(t
xt)k = tx, ïîýòîìó (txt)kx−1 ∈ CG(t). Ãðóïïà K
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ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(i, j, l, n, h) = 〈x, t | x4, t2, (x2t)3, (xt)i, ((xt)3x2t)j, ((xt)4x3t)l, (txt)n, ((txt)knx−1)h〉,

ãäå n ∈ {5, 7, 9, 11}; kn = (n − 1)/2; i, j, l ∈ {6, 7, 8, 9, 10, 11}; h ∈ {6, 8, 10}. Âû÷èñ-

ëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(6, 8, 6, ∗, ∗) òðèâèàëüíà èëè èçîìîðôíà S5, G(8, 8, 8, 9, 8)

èçîìîðôíà F36 è G(i, j, l, n, h) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 3 ïðè îñòàëüíûõ

âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü äàëåå n ÷¼òíî. Òîãäà K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(h, i, j) = 〈x, t | x4, t2, (x2t)3, (xt)i, ((xt)3x2t)j, (txt)h〉,

ãäå i, j ∈ {6, 7, 8, 9, 10, 11} è h ∈ {6, 8, 10}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(8, 9, 9) '

L2(17), ÷òî íåâîçìîæíî; G(8, 7, 6) ' G(8, 7, 9) ' L2(7); G(10, 6, 8) ' S5; G(6, 8, 8) '

(A4×A4) : 4 è G(h, i, j) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 3 ïðè îñòàëüíûõ âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï:

F100 = 〈x, t | x4, t2, (xt)4, (x2t)5〉;

F20 = 〈a, d | a2, d4, ad1ad2ad3〉.

Ëåììà 2.3.2. Ïóñòü K íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà áîëüøå 7 è ïîðîæäà-

åòñÿ ýëåìåíòàìè x ∈ Γ4 è t ∈ Γ2, òàêèìè ÷òî x2t ∈ Γ5. Òîãäà K êîíå÷íà è

ñîäåðæèò îäíó èç ñëåäóþùèõ ïîäãðóïï: A6, L3(4) èëè F20.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà K = 〈x, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ïîðÿä-

êà ≥ 20 ãðóïïû

G(i1, i2, i3, i4, i5) = 〈x, t | x4, t2, y5, (yx)i1 , [y, x]i2 , (ayx)i3 , (xyx3y2)i4 , ((tx2tx)2tx−1)i5〉,

ãäå a = x2, y = at; è i1, . . . , i5 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

G(5, 4, 5, 6, 6) ' A6, G(7, 5, 7, 4, 5) ' L3(4), H = G(4, 5, 4, 5, 4) ' F100. Ïðè îñòàëü-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò 20.

Åäèíñòâåííûì îáðàçîì F100, cîäåðæàùèì ýëåìåíò ïîðÿäêà 5, ïðè äåéñòâèè ãîìî-

ìîðôèçìà ñ íåòðèâèàëüíûì ÿäðîì, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà F20 èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû.
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Ïðåäïîëîæèì K ' H. Òîãäà ýëåìåíòû x1 = xtx(ta)2 è t ïîðîæäàþò â H ïîä-

ãðóïïó, èçîìîðôíóþ F20.

Ëåììà 2.3.3. Ïóñòü K � ãðóïïà ïåðèîäà 4n, ãäå n íå÷¼òíî. Åñëè y ∈ Γ4(K)

è â öåíòðàëèçàòîðå CK(y2) ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ x, îòëè÷íàÿ îò y2, òî å¼

ìîæíî âûáðàòü â íîðìàëèçàòîðå y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà 〈x, y〉 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì öåíòðàëüíîé ïîäãðóïïû

〈y2〉 ' 2 ïîñðåäñòâîì ãðóïïû äèýäðà, â ÷àñòíîñòè, îíà êîíå÷íà.

Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïîðÿäîê xy ðàâåí 2k + 1. Òîãäà y = (xy)2kxy2. Âîçâîäÿ

îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïîëó÷èì

y2 = (xy)2k−1xy · xy2 · xy(xy)2k−1 · xy2.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåíîñÿ öåíòðàëüíûé ýëåìåíò y2 íàïðàâî è ñîêðàùàÿ x ·x çàìå-

òèì, ÷òî ýëåìåíò â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâåí åäèíèöå, ïîñêîëüêó êîëè÷å-

ñòâî áóêâ y â íåì äåëèòñÿ íà 4. Ñòàëî áûòü y � ýòî èíâîëþöèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê xy ðàâåí 2k. Òîãäà z = (xy)k � èíâîëþöèÿ, êîòîðàÿ

íîðìàëèçóåò 〈y〉:

yz = (yy2x)k · y · (xy)k = (yx)2k · y2k+1 = y±1,

â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè k. Òàêèì îáðàçîì, åñëè z 6= y2, òî â êà÷åñòâå èñêîìîé

èíâîëþöèè ìîæíî âçÿòü z.

Ïðåäïîëîæèì z = y2. Èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà k = 2m ÷¼òíî è |xy| = 4m.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò m = 1, ñëåäîâàòåëüíî y2 = (xy)2, îòêóäà [x, y] = 1 è â êà÷åñòâå

èñêîìîé èíâîëþöèè ìîæíî âçÿòü x.

Ëåììà 2.3.4. Ïóñòü ãðóïïà G íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà áîëüøå 7. Åñëè

èíâîëþöèÿ a ∈ ∆ èíâåðòèðóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 5 è CG(a) ñîäåðæèò èíâîëþöèþ

t 6= a, òî G ñîäåðæèò îäíó èç ñëåäóþùèõ ïîäãðóïï: A6, L3(4), S5, S6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì b ∈ Γ4, òàêîé ÷òî b
2 = a.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ íàéä¼òñÿ èíâîëþöèÿ c, òàêàÿ ÷òî ac ∈ Γ5. Ïî ëåììå 2.3.2
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â G åñòü ïîäãðóïïà Ôðîáåíèóñà K = 〈a, d〉 ' F20, ñîäåðæàùàÿ a. Âîñïîëüçóåìñÿ

óñëîâèåì, ÷òî CG(a) ñîäåðæèò èíâîëþöèþ t 6= a. Ïî ëåììå 2.3.3 òàêóþ èíâîëþöèþ

t ìîæíî âûáðàòü â íîðìàëèçàòîðå 〈b〉.

Òàêèì îáðàçîì, 〈d, a, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(w, i1, i2, i3, i4) = 〈d, a, t | d4, a2, t2, [a, t], w = (td)i1 , (dat)i2 , (d2t)i3 , (d2at)i4 , a = b2〉,

ãäå b = dad2, w ∈ {b−1bt, bbt}, i1, i2, i3, i4 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò,

÷òî ëèáî ïîðÿäêè ýòèõ ãðóïï íå ïðåâîñõîäÿò 20, ëèáî îíè èçîìîðôíû S5 èëè S6.

Íàïðèìåð, G(b−1bt, 5, 5, 6, 6) ' S6. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

2.4 Ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå F42

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ãðóïï, îáñóæäàþùèõñÿ â äàííîì ðàçäåëå:

F294 = 〈x, t | x3, t2, (xt)6, [x, t]7〉;

F42 = 〈x, z | R42〉, ãäå R42 = {x3, z2, (xz)6, b7, bx = b4} è b = zxz.

Èñïîëüçîâàíèå çíàêà ðàâåíñòâà, âìåñòî èçîìîðôèçìà, íàïðèìåð F294 = 〈x, t〉,

ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ýëåìåíòû x è t íå òîëüêî ïîðîæäàþò ãðóïïó, èçîìîðôíóþ F294,

íî è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì.

Ëåììà 2.4.1. Ïóñòü z = txt, b = zxz, u = zx
2z = t[x

−1,t][x,t] � ñîîòâåòñòâóþùèå

ýëåìåíòû ãðóïïû F294. Òîãäà âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ R42, ïðè ýòîì x è z ïî-

ðîæäàþò ïîäãðóïïó F42 = 〈x, z | R42〉, ÿâëÿþùóþñÿ ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà

42, è [u, x] = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = txt êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.2.1 (d). Òîãäà z = ta

è

b = x−1taxta = aaxta = a(a−1)xaa = (a−1)xa2,

b4 = (a3)xa = x−1 · (x−1txt)3 · x · x−1txt =

= xtxtx−1txtx−1tx−1t,
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bx = (a2(a−1)x)x = x−1 · x−1txtx−1txt · x−1 · tx−1tx · x2 = xtxtx−1txtx−1tx−1t.

Ñëåäîâàòåëüíî, bx = b4.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå

x→ (1, 2, 3)(4, 5, 6)(7, 8, 9)(10, 11, 12)(13, 14, 15)(16, 17, 18)(19, 20, 21)

t→ (2, 4)(3, 5)(6, 7)(8, 10)(9, 11)(12, 13)(14, 16)(15, 17)(18, 19)

ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî èçîìîðôèçìà 〈x, t〉 è ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñòàíîâî÷íîé

ãðóïïû.

Îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ òåïåðü íåñëîæíî ïðîâåðèòü âû÷èñëåíèÿìè â ãðóïïå

ïîäñòàíîâîê.

Äàëåå öåëü äàííîãî ðàçäåëà � äîêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.1. Ïóñòü ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íå ïðåâîñõîäÿò 7.

Ïóñòü F42 = 〈z, x〉 � ïîäãðóïïà èç G, u = zx
2z, è v � èíâîëþöèÿ èç CG(x). Òîãäà

ëèáî v = u, ëèáî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ L2(7), èíâîëþöèè êîòîðîé

ñîïðÿæåíû ñ z.

Äîêàçàòåëüñòâó ïðåäøåñòâóþò äâå ëåììû ñ òåìè æå ïðåäïîëîæåíèÿìè. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç B ñëåäóþùèé íàáîð ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ äàëåå

íà ïðîòÿæåíèè ðàçäåëà:

B = {v2, z2, x3, (xz)6, b7, bxb−4, [x, v]}, ãäå b = zxz.

Ëåììà 2.4.2. Åñëè [u, v] = 1, òî v = u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäãðóïïà 〈v, z, x〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2, i3, i4) = 〈v, z, x|B ∪ {[u, v], (zv)i1 , (vx
z

v)i2 , (vxz)i3 , (xzv)i4}〉,

ãäå i1, . . . , i4 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ëèáî ïîðÿäîê G(i1, i2, i3, i4)

äåëèò 42, ëèáî v öåíòðàëèçóåò F42, ÷òî íåâîçìîæíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.3. Åñëè (uv)3 = 1, òî ëèáî v = u, ëèáî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H,

èçîìîðôíóþ L2(7). Ïðè ýòîì Γ2(H) ⊆ vG = zG.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ïî ëåììå 2.2.1 (e) ïîðÿäêè ýëå-

ìåíòîâ v ·xz è v ·xxz íå ðàâíû 7. Ïîýòîìó 〈x, z, v〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(j1, j2, i1, i2, i3) = 〈x, z, v | B ∪ {(uv)3, (vxz)j1 , (xxzv)j2 , (vz)i1 , (vzx)i2 , (xxzxv)i3}〉,

ãäå j1, j2 ∈ {4, 5, 6} è i1, i2, i3 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èíäåêñû

|G(j1, j2, i1, i2, i3) : 〈x〉| íå ïðåâîñõîäÿò 14, ñëåäîâàòåëüíî, v ∈ 〈x, z〉. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ zu è uv íå÷¼òíû, îòêóäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà äèýäðàëüíûõ

ãðóïï (ëåììà 1.3.6), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà zG = uG = vG. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.4.1

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Äèýäðàëüíàÿ ïîäãðóïïà 〈u, v〉 öåíòðàëèçóåò ýëåìåíò

x ïîðÿäêà 3, è ïîýòîìó íå ñîäðåæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4, 5 è 7. Åñëè ïîðÿäîê uv

÷¼òåí, òî ïóñòü i � èíâîëþöèÿ èç öåíòðà 〈u, v〉. Ïî ëåììå 2.4.2 i = u è, ñëåäîâà-

òåëüíî, v = u, ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè ïîðÿäîê uv ðàâåí 3, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå

ïî ëåììå 2.4.3. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ëåììà 2.4.4. Ïóñòü F42 = 〈z, x〉 � ïîäãðóïïà â G, è y � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 èç

CG(x). Òîãäà ëèáî [y, u] = 1, ãäå u = zx
2z, ëèáî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H ' L2(7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Â ãðóïïå G íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà

12, ïîýòîìó ïîäãðóïïà 〈u, y〉, öåíòðàëèçóþùàÿ x, íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà

4. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.4.1 〈u, y〉 ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ èíâîëþöèþ u. Ïî ëåììå

2.4.2 [u, y] = 1. Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

2.5 Ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå A4

Öåëü äàííîãî ðàçäåëà � äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.1. Ïóñòü ãðóïïà G íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà áîëüøå

7. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G, èçîìîðôíàÿ A4. Òîãäà ëèáî O2(H) ⊆ O2(G), ëèáî

èíâîëþöèÿ èç H èíâåðòèðóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 5, ëèáî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó,

èçîìîðôíóþ A6, S5 èëè L2(7).
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Íà ïðîòÿæåíèè äàííîãî ðàçäåëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G � êîíòðïðèìåð ê ïðåä-

ëîæåíèþ 2.5.1 è H � ïîäãðóïïà â G, èçîìîðôíàÿ A4. Çàôèêñèðóåì ïîðîæäàþùèå

a ' (1, 2)(3, 4) è x ' (1, 2, 3) ãðóïïû H. Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

A = {x3, a2, (ax)3}.

Ïðè ýòîì O2(H) = 〈a, ax〉.

Ëåììà 2.5.1. Åñëè èíâîëþöèÿ t íå èíâåðòèðóåò ýëåìåíòû ïîðÿäêà 5, òî äëÿ

ëþáîãî y ∈ Γ3 ïîðÿäîê ty äåëèò 4 èëè 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2.2.1. Åñëè ïîðÿäîê ty ðàâåí 7, òî 〈t, y〉 '

L2(7); ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ïðåäëîæåíèþ 2.5.1.

Åñëè ïîðÿäîê ty ðàâåí 5, òî 〈t, y〉 ' A5; ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì.

Ïî òåîðåìå 1 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.5.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

åñëè t � èíâîëþöèÿ èç aG, òî ëèáî (at)4 = 1, ëèáî 〈t, a, x〉 ñîäåðæèò ïîäãðóïïó,

èçîìîðôíóþ A6, S5 èëè L2(7). Ýòà ñòðàòåãèÿ ðåàëèçóåòñÿ â ñëåäóþùèõ ëåììàõ,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèòóàöèÿõ èíâîëþöèÿ

t íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êîíòðïðèìåðîì.

Âîçìîæíîñòè äëÿ ïîäãðóïïû 〈t, x〉 îãðàíè÷èâàþòñÿ ëåììîé 2.2.1. Ïðåæäå âñå-

ãî, ïîñëå íåñêîëüêèõ ïîäãîòîâèòåëüíûõ ëåìì, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé 〈t, x〉 '

F294.

Ëåììà 2.5.2. Åñëè t � èíâîëþöèÿ è [t, x] = 1, òî (at)4 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà 〈t, a, x〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(i1, i2, . . . , i9) = 〈a, t, x | A ∪ {t2, [t, x], (ta)i1 ,

(tax)i2 , (atax)i3 , (ax(at)2)i4 , [ax, (at)2]i5 ,

(ax(at)3)i6 , (a(tax)3)i7 , (atx)i8 , ((at)2x)i9}〉,

ãäå i1, ..., i9 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà ãðóïïà êîíå÷íà è ëèáî

èçîìîðôíà S5, ëèáî ÿâëÿåòñÿ {2, 3}-ãðóïïîé, òàêîé ÷òî O2(〈a, x〉) ⊆ O2(〈a, t, x〉).

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 2.5.3. Äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè t ëèáî ïîðÿäîê ttx íå ðàâåí 7, ëèáî t èíâåð-

òèðóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 5. Â ÷àñòíîñòè, åñëè t ∈ aG, òî ttx 6∈ Γ7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïî ëåììàì 2.2.1 è 2.4.1 íàéä¼òñÿ èí-

âîëþöèÿ z ∈ tG, òàêàÿ ÷òî 〈z, x〉=F42. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.4.1 CG(x) ñîäåðæèò åäèí-

ñòâåííóþ èíâîëþöèþ u = zx
2z. Ïî ëåììå 2.5.2 (ua)4 = (uax)4 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà 〈u, a, x〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

L = 〈u, a, x | A ∪ {u2, [u, x], (ua)4, (uax)4}〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà ãðóïïà êîíå÷íà: |L| = 192, è z0 = (uaxua)2 �

öåíòðàëüíàÿ èíâîëþöèÿ ãðóïïû L. Â ÷àñòíîñòè, z0 ∈ CG(x).

Åñëè z0 = u, òî (uaxua)2 = u, îòêóäà

axu · auax · ua = 1

(axa)u ∼ auax ∼ uaxa = uax
2

= (ua)x
2 ∼ ua.

Ïîëó÷àåì (ua)2 = 1 è u êîììóòèðóåò ñ 〈a, x〉, îòêóäà z0 = (uaxua)2 = (axa)2 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 2.4.2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = 1. Òîãäà 〈u, a, x〉 �

ãîìîìîðôíûé îáðàç M = L/〈z0 = 1〉. Â M ïîëîæèì i = (ua)2. Òîãäà i2 = (ix)3 =

[u, i] = 1.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî i 6= 1. Òîãäà 〈i, x〉 ' A4. Çàìåíÿÿ a íà i, ðàññìîòðèì

ãðóïïó 〈i, z, x〉, ÷òîáû óïðîñòèòü ñîîòíîøåíèÿ (ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî i ∈ aG).

Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

R = {i2, z2, x3, (xz)6, b7, bxb−4, (ix)3, (ui)2}, ãäå b = zxz, u = zx
2z.

Ïîëîæèì y = zi, òîãäà y ∈ tG. Ïî ëåììàì 2.2.1 è 2.5.1 â ãðóïïå 〈y, x〉 ðåàëèçóåòñÿ

îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

� (yx)6 = (yxy)7 = 1.

Ïîëîæèì v = y[x−1,y][x,y]. Ïî ëåììå 2.4.1 [v, x] = 1 è ïî ïðåäëîæåíèþ 2.4.1

u = v. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû

G(k) = 〈i, z, x|R ∪ {(iz)k, (yx)6, (yxy)7, uv−1}〉
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ïðè k ∈ {5, 7} äåëèò 3. Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà G(4) = G(6) = G(2) ' 7 : (2×A4)

ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 14, à ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìîìîðôíûé îáðàç áåç

ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 14 ñîâïàäàåò ñ 〈x, z〉. Ïðîòèâîðå÷èå.

� (yx)6 = (yxy)5 = 1.

Ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó y ∈ aG.

� (yx)6 = (yxy)6 = 1.

Ýëåìåíòû h = (yxy)2 è k = [h, x] ãðóïïû 〈y, x | y2, x3, (yx)6, (yxy)6〉 ' F216

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì: 〈h, x〉 ' 31+2 � ýêñòðàñïåöèàëüíàÿ

ãðóïïà ïåðèîäà 3 è ïîðÿäêà 27, à k � ýëåìåíò ïîðîæäàþùèé å¼ öåíòð. Êðîìå

òîãî, èíâîëþöèÿ y èíâåðòèðóåò ýëåìåíòû h è k.

Çàìåòèì, ÷òî uy = uizi ∼ iuiz = uz ∈ Γ7. Ïî ëåììå 2.4.4 [u, k] = 1. Ïîëó÷àåì,

÷òî ýëåìåíò (uy)2 ïîðÿäêà 7 öåíòðàëèçóåò k. Ñëåäîâàòåëüíî, k = 1. Çàìåíÿÿ

òåïåðü â ýòèõ ðàññóæäåíèÿõ k íà h, àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì h = 1. Òàêèì îáðà-

çîì, ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî.

� (yx)6 = (yxy)4 = 1.

Ïîëîæèì v = yx−1yxyxyx−1y. Òîãäà [v, x] = 1 è ïî ïðåäëîæåíèþ 2.4.1 ëèáî

u = v, ëèáî v = 1. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû

G(k, ε) = 〈i, z, x|R ∪ {(iz)k, (yx)6, (yxy)4, uεv}〉

ïðè k ∈ {4, 5, 6, 7}, ε ∈ {0, 1} äåëèò 24. Ïðîòèâîðå÷èå.

� (yx)4 = 1. Ïîëîæèì v = yxy. Òîãäà xv = x−1. Ñëåäîâàòåëüíî vuv ∈ CG(x) è ïî

ïðåäëîæåíèþ 2.4.1 u = vuv. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû

G(k1, k2) = 〈i, z, x|R ∪ {(iz)k1 , (izx)k2 , (yx)4, (uv)2}〉

äåëèò 2 ïðè k1, k2 ∈ {4, 5, 6, 7}.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî i = 1. Òîãäà (ax)3 = (ua)2 = 1, çàìåíèì i íà a è

ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ âûøå, ïîëó÷èì a = 1; ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 2.5.4. Ïóñòü x, y, z � ýëåìåíòû ïîðÿäêà 3, òàêèå ÷òî xy, yz ∈ aG è K =

〈x, y, z〉. Òîãäà K ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì 2-ãðóïïû ïîñðåäñòâîì ãðóïïû ïîðÿäêà 3,

è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

R = {(xz)6, (x−1z)4, (xyz)6, (xyzxz)4, (xzy)6, (x−1zy)4}

è (y−1zx)4 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïî ëåììå 2.5.1 ïîðÿäêè x ·yz è xzy =

xy · zy äåëÿò 4 èëè 6. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà

ñîîòíîøåíèé â àëôàâèòå {x, y, z}:

B = {x3, y3, z3, (xy)2, (yz)2},

R(k1, . . . , k6) = {(xz)k1 , (x−1z)k2 , (xyz)k3 , (xyzxz)k4 , (xzy)k5 , (x−1zy)k6}.

Çàìåòèì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(k1, . . . , k6) = 〈x, y, z|B ∪R(k1, . . . , k6)〉,

ãäå k1, k2, k4, k6 ∈ {4, 5, 6, 7}, k3, k5 ∈ {4, 6}.

Ïðåäïîëîæèì K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì L = G(6, 7, 6, 7, 6, 7). Ïóñòü

i = (xz)3. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê L/〈i = 1〉 ðàâåí 3, ÷òî íåâîçìîæ-

íî. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i � èíâîëþöèÿ. Òîãäà 〈i, y〉 � ãðóïïà èç çàêëþ-

÷åíèÿ ëåììû 2.2.1, íå ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà áîëüøå 6. Ñëåäîâàòåëüíî,

K � ãîìîìîðôíûé îáðàç L(k7) = L/〈(iy)k7 = 1〉, ãäå k7 ∈ {4, 5, 6}. Âû÷èñëåíèÿ ïî-

êàçûâàþò, ÷òî èíäåêñ ýòèõ ãðóïï ïî ïîäãðóïïå 〈x, yz〉, ïîðîæä¼ííîé èíâîëþöèåé

yz ∈ aG è ýëåìåíòîì x ïîðÿäêà 3, òðèâèàëåí. Ïî ëåììå 2.2.1 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå-

÷èå.

Ãðóïïà G(6, 5, 6, 6, 6, 5) èçîìîðôíà M12 × 3. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èí-

äåêñ G(6, 7, 6, 6, 6, 7) ïî (2, 3)-ïîðîæä¼ííîé ïîäãðóïïå 〈x, yz〉 òðèâèàëåí. Ãðóïïà

G(7, 7, 6, 6, 6, 7) èçîìîðôíà L2(13). Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà K óäîâëåòâîðÿåò

çàêëþ÷åíèþ ëåììû.

Ãðóïïà L = G(6, 4, 6, 4, 6, 4) ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ 2-ïîäãðóïïó V ïîðÿäêà 211 è

ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè 2 ñ öåíòðîì ïîðÿäêà 23, òàêóþ ÷òî L/V ' A4. Äåéñòâèå L
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íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî 〈x, yz〉 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïîäñòàíîâî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì

L íà 28 òî÷êàõ. Òåïåðü íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà L è å¼ ãîìîìîðôíûå

îáðàçû óäîâëåòâîðÿþò çàêëþ÷åíèþ ëåììû. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäêè

îñòàëüíûõ ãðóïï G(k1, . . . , k6) äåëÿò 96, è îíè ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôíûìè îáðàçàìè

L. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.5.5. Ïóñòü t ∈ aG è 〈t, x〉 ' A4. Òîãäà (at)4 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1 = tx−1, y1 = x, z1 = x−1a. Òîãäà x1y1 = t ∈ aG è y1z1 =

a ∈ aG è çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç ëåììû 2.5.4. Äåéñòâèòåëüíî, at = y1z1x1y1 ∼

y−1
1 z1x1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.5.6. Ïóñòü ýëåìåíòû x, y, w ∈ Γ3(G), òàêèå ÷òî xy ∈ aG è [y, w] = 1.

Òîãäà 〈x, y, w〉 êîíå÷íà è ((xy)(xy)w)4 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = xw. Òîãäà (xy)w = xwy = zy, ïîýòîìó zy ∈ aG. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ ãðóïïû 〈x, y, z〉 âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.5.4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

R ñîîòíîøåíèÿ èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû 2.5.4 è ÷åðåç B ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøå-

íèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.5.4. Òîãäà ãðóïïà 〈x, y, w〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì ãðóïïû

G(k1, k2, k3) = 〈x, y, w | R ∪B ∪ {w3, [y, w], (xw)k1 , (x−1w)k2 , (xyw)k3}〉,

ãäå k1, k2, k3 ∈ {4, 5, 6, 7}.

Ãðóïïà K = G(6, 6, 6) èìååò íîðìàëüíóþ 2-ïîäãðóïïó V ïîðÿäêà 210 ñòóïåíè

íèëüïîòåíòíîñòè 2 c öåíòðîì ïîðÿäêà 24, è K/V ' 3×3. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò,

÷òî ïîðÿäêè K/〈((xy)(xy)w)4〉 è K ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåìîå ñîîòíî-

øåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ãðóïïå K è å¼ ãîìîìîðôíûõ îáðàçàõ.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(7, 7, 7) ' L3(4), ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó G

ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ïðåäëîæåíèþ 2.5.1. Ïîðÿäêè G(k1, k2, k3) äåëÿò 12 â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.5.7. Ïóñòü t � èíâîëþöèÿ, at ∈ Γ3 è tx ∈ Γ6. Òîãäà (ttx)6 6= 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.

Ïîðÿäîê at íå÷¼òåí, ïîýòîìó t ∈ aG.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû h = (txt)2 è k = [h, x] ãðóïïû 〈t, x | t2, x3, (tx)6, (txt)6〉 '

F216 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì: 〈h, x〉 ' 31+2 � ýêñòðàñïåöèàëüíàÿ

ãðóïïà ïåðèîäà 3 è ïîðÿäêà 27, k � å¼ öåíòðàëüíûé ýëåìåíò. Áîëåå òîãî, ht = h−1

è kt = k−1.

Ýëåìåíòû ax−1, x, k óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 2.5.6, îòêóäà (aka)4 = 1.

Ïîëîæèì c = tk, òîãäà c ∈ tG. Ãðóïïà 〈a, t, c〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

ãðóïïû

G(k1, k2, k3, k4) = 〈a, t, c | a2, t2, c2, (at)3, (ct)3, (atca)4,

(ac)k1 , (at · c)k2 , (tac)k3 , (atac)k4〉,

ãäå k1, k3, k4 ∈ {4, 5, 6, 7}, k2 ∈ {4, 6}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî òîëüêî ãðóïïà

G(5, 6, 5, 5) ' A5 ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 è èìååò ïîðÿäîê áîëüøå 12, íî òàêîå

íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó G ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ïðåäëîæåíèþ 2.5.1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì k = 1. Òîãäà [h, x] = 1. Âíîâü ïî ëåììå 2.5.6

(aha)4 = 1. Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ãðóïïó 〈a, t, h〉, ïîëó÷àåì h = 1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, (ttx)2 = 1.

Ïî ëåììå 2.5.2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ttx � èíâîëþöèÿ. Ýëåìåíò u = ttxttx
−1
t

ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé èç öåíòðà ãðóïïû 〈t, x|t2, x3, (tx)6, [t, x]2〉 ' 2×A4. Ïî ëåììå

2.5.2 â ãðóïïå G âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (au)4 = (axu)4 = 1. Ïðèìåíÿÿ ëåì-

ìó 2.2.2 ê ïîäãðóïïå 〈t, a, ax〉, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîðÿäîê tax äåëèò 4 èëè 6. Òàêèì

îáðàçîì, ïîäãðóïïà 〈a, t, x〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(k1, k2, k3) = 〈a, t, x | A ∪ {t2, (at)3, (tx)6, (txt)2, (au)4, (axu)4,

(tax)k1 , (t · xa)k2 , (ax · t)k3}〉,

ãäå k1, k2, k3 ∈ {4, 6}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäêè ãðóïï G(k1, k2, k3)

äåëÿò 12. Îòêóäà t = 1, ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.5.8. Ïóñòü t � èíâîëþöèÿ. Òîãäà |at| 6= 3, 6.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.

Åñëè |at| = 6, òî |aat| = 3. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü |at| = 3. Òîãäà t ∈ aG.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B = A ∪ {t2, (at)3} ñîîòíîøåíèÿ, âûïîëíÿþùèåñÿ â G.

Ïóñòü b = ax. Ïðåäïîëîæèì bt è abt � ýëåìåíòû ïîðÿäêà 6. Òîãäà w = tbta ∈

aG óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (aw)3 = (bw)2 = (abw)6 = 1 ïî ëåììå 2.2.3. Ïî

ëåììå 2.2.2, çàìåíÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî, t íà w, a íà b èëè ab, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

(tb)6 = (tab)4.

Ïðåäïîëîæèì (tx)4 = 1. Òîãäà ãðóïïà 〈a, t, x〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

ãðóïïû

G(k) = 〈a, t, x|B ∪ {(tx)4, (tb)6, (tab)4, (ax · t)k}〉,

ãäå k ∈ {4, 6}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(4) ' A6, G(6) ' V o L2(7), ãäå

V � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 23. Â ãðóïïå G(6) ïîäãðóïïà 〈a, xt〉

èçîìîðôíà L2(7). Ïîñêîëüêó G ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ïðåäëîæåíèþ 2.5.1,

îáà ýòèõ ñëó÷àÿ íåâîçìîæíû. Çíà÷èò (tx)6 = 1 ïî ëåììå 2.5.1.

Ïóñòü t1 = at. Òîãäà â ãðóïïå 〈a, b, t1〉 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (t1b)
6 =

(t1ab)
4 = 1. Ïîýòîìó åñëè (t1x)4 = 1, òî âûïîëíåíû âñå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäå-

ëÿþùèå G(k), è âíîâü ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ïî ëåììàì 2.5.3, 2.5.7, 2.2.1 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

R = {(tx)6, (txt)4, (t1x)6, (tx1t1)4}.

Èíâîëþöèÿ u = ttxttx
−1
t ãðóïïû 〈t, x | t2, x3, (tx)6, (txt)4〉 öåíòðàëèçóåò x. Ïî

ëåììå 2.5.2 (au)4 = 1. Ãðóïïà 〈a, t, x〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(k1, k2) = 〈a, t, x|B ∪R ∪ {(au)4, (tb)6, (tab)4, (ax · t)k1 , (xa · t)k2}〉,

ãäå k1, k2 ∈ {4, 6}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê G(k1, k2) äåëèò 12. Ïî-

ýòîìó t = 1 è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.5.9. Ïóñòü èíâîëþöèè a, t, f óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì: (at)7 =

(af)4 = 1 è [t, f ] = 1. Òîãäà (atf)7 = (t(af)2))4 = 1 è ãðóïïà 〈a, t, f〉 ÿâëÿåòñÿ

äâîéíîé ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà V : 7 : 2, ãäå V � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïîðÿäêà 26.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü êîíå÷íîñòü ãðóïïû 〈a, t, f〉, çàìåòèì, ÷òî îíà

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2) = 〈a, t, f | a2, t2, f 2, (at)7, (af)4, (tf)2, (atf)i1 , (t(af)2)i2〉,

ãäå i1, i2 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(7, 4) êîíå÷íà è óäîâëåòâî-

ðÿåò çàêëþ÷åíèþ ëåììû. Ïîðÿäîê ãðóïï G(i1, i2) íå ïðåâîñõîäèò 14 ïðè äðóãèõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî íåâîçìîæíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.5.1.

Ïóñòü s � ïðîèçâîëüíàÿ èíâîëþöèÿ èç G. Ïî ëåììe 2.5.8 ëèáî (as)7 = 1, ëèáî

(as)4 = 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå s ∈ aG è ïîýòîìó ïî ëåììå 2.5.1 ëèáî (xs)4 = 1, ëèáî

(xs)6 = 1. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòè ñâîéñòâà áåç äàëüíåéøèõ ññûëîê.

Ïî òåîðåìå 1 è ëåììå 2.5.8 íàéä¼òñÿ èíâîëþöèÿ t, òàêàÿ ÷òî (at)7 = 1. Ââåä¼ì

îáîçíà÷åíèå B = A ∪ {t2, (at)7} äëÿ ìíîæåñòâà ñîîòíîøåíèé.

Åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ R1 = {(tx)4, (atx)4, (tax)4, (tatx)4}, òî âû÷èñëåíèÿ

ïîêàçûâàþò, ÷òî ãðóïïà 〈a, t, x|B ∪ R1〉 òðèâèàëüíà. Çàìåíÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî,

èíâîëþöèþ t íà èíâîëþöèþ èç 〈a, t〉, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî tx ∈ Γ6. Ïî ëåììàì 2.5.3

è 2.5.7 (ttx)4 = 1.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî txt � èíâîëþöèÿ. Òîãäà x · txt = x · x−1txt ∼ xt,

ïîýòîìó 〈txt, x〉 ' A4. Èíâîëþöèÿ u = ttxttx
−1
t â ãðóïïå 〈t, x〉 öåíòðàëèçóåò x.

Åñëè a · txt ∈ Γ7, òî t
xt ∈ aG è ïî ëåììå 2.5.5 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó

(a · txt)4 = 1. Ïî ëåììå 2.5.2 (au)4 = 1. Ïî ëåììå 2.5.8 ïîðÿäîê axt íå äåëèòñÿ íà 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà 〈a, t, x〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(k) = 〈a, t, x | B ∪ {(tx)6, (ttx)2, (au)4, (attx)4, (axttx)4, (axt)k}〉,

ãäå k ∈ {4, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |G(k)| äåëèò 12.

Ïóñòü txt ∈ Γ4. Îáîçíà÷èì y = (xt)2 è v = (xt)3. Î÷åâèäíî, [y, v] = 1. Â 〈x, t〉

ýëåìåíò y ïîðÿäêà 3 ëåæèò â ïîäãðóïïå H1 = 〈(txt)2, y〉, èçîìîðôíîé A4. Ïðè ýòîì

èíâîëþöèÿ (txt)2 ëåæèò â ∆ è ïî ëåììå 2.3.4 íå èíâåðòèðóåò ýëåìåíòû ïîðÿäêà 5.

Âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííûìè ëåììàìè, çàìåíÿÿ H íà H1. Ïî ëåììå 2.5.3 (ãäå â

êà÷åñòâå H ïîäñòàâëÿåì H1, x 7→ y, t 7→ a) ïîðÿäîê aay íå ðàâåí 7.
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Ïî ëåììå 2.5.8 (aay)4 = 1. Â 〈x, t〉 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (vxv)2 = 1. Ïî

äîêàçàííîìó âûøå (av)4 = 1. Äîêàæåì, ÷òî (aaxt)4 = 1.

Ïî ëåììå 2.5.1 ðåàëèçóåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé.

� Ïóñòü ñíà÷àëà ay ∈ Γ6.

Ïîëîæèì u = aayayay−1a. Òîãäà u2 = 1 è [u, y] = 1. Ïîñêîëüêó u, v ∈ CG(y),

òî ïîðÿäîê uv äåëèò 6.

Ïðåäïîëîæèì 〈u, v〉 ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 3. Ïóñòü w � èíâîëþöèÿ,

òàêàÿ ÷òî ïîðÿäîê uw ðàâåí 3. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ag � ïðîèçâîëüíûé ýëå-

ìåíò, ñîïðÿæ¼ííûé ñ a, òî ïîðÿäîê agv ÷¼òåí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíò

a ñîïðÿæ¼í ñ v è ïîòîìó èíâåðòèðóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ëåììå 2.5.8. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà 〈a, y, w〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

ãðóïïû

G(i) = 〈a, y, w | a2, y3, w2, (ay)6, (aya)4, wyw,

(aw)4, (uw)3, (auw)4, (ayaw)4, (ayw)i〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(5) ' S6 è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i ∈ {4, 5, 6, 7}

ïîðÿäîê G(i) íå ïðåâîñõîäèò |〈a, y〉| = 96. Ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Ïóñòü òåïåðü (uv)2 = 1. Òîãäà ãðóïïà 〈a, y, v〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðà-

çîì ãðóïïû

G(i1, i2) = 〈a, y, v | a2, y3, v2, (ay)6, [a, y]4, [y, v], (av)4, (uv)2,

(ayv)i1 , ((av)2y)i2〉,

ãäå i1, i2 ∈ {4, 5, 6, 7}; u = aayayay−1a. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêàÿ

ãðóïïà âñåãäà êîíå÷íà è ñîäåðæèò ýëåìåíòû ïîðÿäêà 3 òîëüêî ïðè i1 = i2 = 6.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå G(6, 6) ÿâëÿåòñÿ {2, 3}-ãðóïïîé ïîðÿäêà 2183, îòêóäà ïî

ëåììå 2.5.8 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (aaxt)4 = 1.

� Ïóñòü òåïåðü ay ∈ Γ4.
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Òîãäà ãðóïïà 〈a, y, v〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2) = 〈a, y, v | a2, y3, v2, (ay)4, [y, v], (av)4, (ayv)i1 , ((av)2y)i2〉,

ãäå i1, i2 ∈ {4, 5, 6, 7}. Â ãðóïïå G(4, 6) èìååì |aayv| = 6, ÷òî íåâîçìîæíî ïî

ëåììå 2.5.8. Äàëåå, G(6, 4) ' 2 × S6, G(6, 6) ' D12, ÷òî íåâîçìîæíî. Âû-

÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ãðóïïà G(i1, i2) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 3

ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ i1 è i2. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé

ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî (aaxt)4 = 1. Òîãäà (axat)4 = 1 è ïî ëåììå 2.5.9 〈a, at, ax〉 =

〈a, t, ax〉 � êîíå÷íàÿ äâîéíàÿ ãðóïïà Ôðîáåíèóñà. Â ÷àñòíîñòè, (tax)4 = 1 è

(taax)7 = (ataax)7 = 1.

Çàìåòèì, ÷òî â ãðóïïå 〈t, x〉 èìååì (x−1t)6 = 1, 〈(x−1t)3, x〉 ' 2 × A4. Ïîýòîìó,

ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå âûøå ïîëó÷èì (aax
−1t)4 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, (atax

−1
)4 =

(ataax)4 = 1. Ïðîòèâîðå÷èå. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.5.10. Ïóñòü ãðóïïà G íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà áîëüøå 7 è

O2(G) = 1.

(1) Åñëè G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ L2(7), S5 è A6, òî äëÿ ëþáûõ

t ∈ ∆ è x ∈ Γ3 âûïîëíåíî (xt)6 = [x, t]p = 1, ãäå p íå÷¼òíî.

(2) Åñëè µ(G) = {4, 6}, òî äëÿ ëþáûõ t ∈ Γ2 è x ∈ Γ3 âûïîëíåíî (xt)6 = [x, t]3 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5.1 è ëåììå 2.3.4 G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ A4,

èíâîëþöèè êîòîðûõ ëåæàò â ∆ (Γ2 â ñëó÷àå (2) ñîîòâåòñòâåííî). Ïî ëåììå 2.2.1

xt ∈ Γ6.

Ïóñòü j = 2k � ïîðÿäîê [x, t], ãäå k ∈ {1, 2, 3}. Òîãäà u = [x, t]k � èíâîëþöèÿ,

ïðè ýòîì

u · x = x−1t · (x−1txt)k−1x · tx ∼ x(x−1txt)k−1 ∼


x, åñëè k = 1

xt, åñëè k = 2

(x−1t)2, åñëè k = 3
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Ñëåäîâàòåëüíî, 〈x, u〉 ' A4. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 2.5.1, â ñëó÷àå (2) ñðàçó ïî-

ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì O2(G) = 1.

Ïóñòü òåïåðü t ∈ ∆. Çàìåòèì, ÷òî u 6∈ ∆ (â ÷àñòíîñòè, k 6= 2) è ïî ïðåäëîæåíèþ

2.5.1 u èíâåðòèðóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 5, ò.å. uv ∈ Γ5 äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ uG.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ k ýëåìåíò u ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèç-

âåäåíèÿ äâóõ èíâîëþöèé, ñîïðÿæ¼ííûõ ñ t. Ñêàæåì, u = ab, ãäå a, b ∈ tG ⊆ ∆.

Î÷åâèäíî, [a, b] = 1. Ïîðÿäêè va è vb ÷¼òíû, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå uG = vG = tG.

Òàêèì îáðàçîì, 〈v, a, b〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(i1, i2, i3) = 〈v, a, b | v2, a2, b2, (vab)5, (ab)2, (va)i1 , (vb)i2 , (abv)i3〉,

ãäå i1, i2 ∈ {4, 6}, i3 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(4, 6, 6) '

G(6, 4, 6) ' 2 × S5, G(6, 6, 4) ' 2 × S6, G(6, 6, 4) ' 2 × L2(11), è |G(i1, i2, i3)| ≤ 4

ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.



Ãëàâà 3

Ðåçóëüòàòû î ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè

3.1 Ãðóïïû ïåðèîäà 12 áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 12

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � ãðóïïà, äëÿ êîòîðîé ω(G) ⊆ {1, 2, 3, 4, 6}. Òîãäà G ëî-

êàëüíî êîíå÷íà.

Â ëåììàõ, ïðåäøåñòâóþùèõ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî G =

〈Γ2(G)〉 � ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ òåîðåìû, è O2(G) = 1. Ïî ëåììå

2.5.10 äëÿ ëþáûõ t ∈ Γ2 è x ∈ Γ3 âûïîëíåíî (xt)6 = [x, t]3 = 1.

Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü a è b � ýëåìåíòû ïîðÿäêà 3 èç G. Òîãäà âûïîëíåíî îäíî èç

ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(1) ïîäãðóïïà 〈a, b〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ýêñòðàñïåöèàëüíîé ãðóï-

ïû ïåðèîäà 3 è ïîðÿäêà 27 è (ab)3 = (aba)3;

(2) ïîäãðóïïà 〈a, b〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ðàñøèðåíèÿ ýëåìåíòàð-

íîé àáåëåâîé 3-ãðóïïû ïîðÿäêà 81 ïðè ïîìîùè SL2(3) è ñ òî÷íîñòüþ äî çà-

ìåíû b íà b−1 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: (ab)6 = (ab−1)4 = [a, b]4 =

(abab−1a−1b−1)3 = 1. Åñëè x = (ab)2, òî x ∼ xa, ïîäãðóïïà 〈x, xa〉 èçîìîðôíà

SL2(3), è ôàêòîð-ãðóïïà ãðóïïû 〈a, b〉 ïî íîðìàëüíîìó çàìûêàíèþ ïîäãðóïïû,

ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòîì (xxa)3, ëåæàùèì â öåíòðå ïîäãðóïïû 〈x, xa〉, ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì A4.

44
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî 〈a, b | a3, b3, (ab)4, (a−1b)3〉 ' L2(7).

Ïîýòîìó c òî÷íîñòüþ äî çàìåíû b íà b−1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (ab)6 = 1. Ïóñòü

k ∈ {2, 3} òàêîå, ÷òî (ab−1)2k = 1. Òîãäà t = (ab)3 è s = (ab−1)k � ýëåìåíòû,

ïîðÿäêà äåëÿùåãî 2. Ïî ëåììå 2.5.10 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

R(k) = {a3, b3, (ab)6, (ab−1)2k, (tct)3, (sas)3, (bs)6},

ãäå c = ab. Òîãäà ãðóïïà 〈a, b〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(k, i1, i2, i3) = 〈a, b | R(k) ∪ {[a, b]i1 , (abab−1)i2 , ((ab)2a−1b−1)i3}〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èíäåêñ |G(k, i1, i2, i3) : 〈a, t〉| êîíå÷åí è 〈a, b〉 ÿâëÿåò-

ñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì G(3, 6, 6, 6) ' 31+2 èëè G(2, 4, 6, 6), êîòîðûå îïèñàíû â

ïóíêòàõ (1) è (2) çàêëþ÷åíèÿ ëåììû, ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ïåðå÷èñëåíèå

ñìåæíûõ êëàññîâ ïî (2, 3)-ïîðîæä¼ííîé ïîäãðóïïå 〈a, t〉 â îáîèõ ñëó÷àÿõ äà¼ò òî÷-

íîå ïîäñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå íà 9 è 36 ñèìâîëàõ, ñîîòâåòñòâåííî. Îñòàëüíûå

ïóíêòû çàêëþ÷åíèÿ òåïåðü ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.1.2. Ïóñòü x, y, z ∈ Γ2(G). Åñëè (xy)3 = (yz)3 = 1, òî (xz)3 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (xyz)4 = 1. Òîãäà (xy(xy)z)2 = 1 è ïî ëåììå 2.2.1 ïîä-

ãðóïïà 〈xy, (xy)z〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì A4, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì

îáðàçîì, (xyz)6 = 1.

Ïóñòü (xz)2i = 1, ãäå i ∈ {2, 3}. Òîãäà ïîðÿäîê u = (xz)i äåëèò 2. Ïî ëåììå

2.5.10 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå [xy, u]3 = 1. Ãðóïïà 〈x, y, z〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì

F (i, j) = 〈x, y, z | x2, y2, z2, (xy)3, (yz)3, (xz)2i, (yxz)j, (xyz)6, [xy, u]3〉,

ãäå i, j ∈ {4, 6}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî F (3, 6) ' 31+2 : 2 è äëÿ ýòîé ãðóïïû

âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå ëåììû. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîðÿäîê F (i, j) äåëèò 6.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.1.3. Ïóñòü a è b � ýëåìåíòû ïîðÿäêà 3 èç ãðóïïû G, ïîðîæäàþùèå

ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ SL2(3). Òîãäà ëþáàÿ èíâîëþöèÿ t ∈ CG(Z(〈a, b〉)) öåíòðà-

ëèçóåò âñþ ïîäãðóïïó 〈a, b〉.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ òî÷íîñòþ äî çàìåíû a íà a−1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî aba = bab.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x = (ab)3 èíâîëþöèþ èç öåíòðà 〈a, b〉. Ïî óñëîâèþ [t, x] = 1. Ïî

ëåììå 2.5.10 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

R = {(at)6, [a, t]3, (bt)6, [b, t]3, (abt)6, [ab, t]3, (bat)6, [ba, t]3}.

Ïîëîæèì a1 = at, a2 = ata, a3 = ata
−1
, a4 = atat, a5 = [a, t], a6 = (at)2. Ïîñêîëüêó

ω(G) ⊆ {1, 2, 3, 4, 6}, òî ([a, b]bt)12 = 1. Ïî ëåììå 3.1.1 ãðóïïà 〈a, b, t〉 ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

F (k1, ..., k6) = 〈a, b, t | R ∪ {t2, a3, b3, [x, t], ([a, b]bt)12, ui, si, aba = bab | i ∈ {1, . . . 6}}〉,

ãäå ki ∈ {1, 2, 3}, ïðè÷åì åñëè ki = 1, òî ui = (aib)
6, si = (aib

−1)4; åñëè ki = 2, òî

ui = (aib)
4, si = (aib

−1)6; åñëè ki = 3, òî ui = (aib)
3, si = (aibai)

3.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |F (1, 1, 1, 1, 3, 2)| = 48. Ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ

ki ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà òðèâèàëüíà. Òàêèì îáðàçîì t � àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà

2 ãðóïïû 〈a, b〉, èçîìîðôíîé SL2(3). Ïîñêîëüêó â G íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 8, òî

âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå ëåììû.

Ëåììà 3.1.4. Ïóñòü a è b � ýëåìåíòû ïîðÿäêà 3 èç ãðóïïû G, ïîðîæäàþùèå

ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ SL2(3), t � èíâîëþöèÿ. Òîãäà åñëè 〈t, CG(Z(〈a, b〉))〉 ÿâëÿ-

åòñÿ 2-ïîäãðóïïîé, òî t öåíòðàëèçóåò 〈a, b〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî aba = bab è x = (ab)3 � èíâîëþöèÿ èç

öåíòðà 〈a, b〉. Ïî óñëîâèþ (xt)4 = 1. Ïóñòü y = (tx)2. Òîãäà y ëåæèò â öåíòðå 〈t, x〉

(ëåììà 1.3.6). Ïî ëåììå 3.1.3 [a, y] = [b, y] = 1. Ïî ëåììàì 2.5.10 è 3.1.1 ãðóïïà

〈a, b, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

F (k1, ..., k6) = 〈a, b, t | R ∪ {t2, a3, b3, [y, a], [y, b], (xt)4,

([a, b]bt)12, ui, si, aba = bab | i ∈ {1, . . . 6}〉.

Èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ëåììû 3.1.3 è y = (tx)2.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |F (1, 1, 1, 1, 3, 2)| = 48. Ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ

ki ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà òðèâèàëüíà. Òàêèì îáðàçîì t � àâòîìîðôèçì ïîðÿä-

êà 2 ãðóïïû 〈a, b〉, èçîìîðôíîé SL2(3). Ïîñêîëüêó â G íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 8,

òî âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå ëåììû.
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Ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé âàðèàöèåé òåîðåìû Áýðà-

Ñóçóêè íà òåìó ãðóïï 3-òðàíñïîçèöèé. Îíà áóäåò èñïîëüçîâàíà â íåñêîëüêèõ ìå-

ñòàõ, ïîýòîìó ïîäðîáíî îáîçíà÷èì â ôîðìóëèðîâêå âñå èñïîëüçóåìûå ïðåäïîëî-

æåíèÿ.

Ëåììà 3.1.5. Ïóñòü G � ãðóïïà ïåðèîäà 12. Ïóñòü a ∈ G � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3,

ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ èíâîëþöèé x è y. Åñëè ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ

ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç xG äåëèò 3, òî 〈a, ag〉 � 3-ãðóïïà äëÿ ëþáîãî g ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ G. Òîãäà ag = zt, ãäå z = xg, t = yg, ïðè÷åì èç ëåììû

1.3.6 ñëåäóåò, ÷òî y, t ∈ xG. Ãðóïïà 〈a, ag〉 ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå 〈x, y, z, t〉, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

F = 〈x, y, z, t | x2, y2, z2, t2, (xy)3, (xz)3, (yz)3, (xyz)12, (yxz)3,

(xt)3, (yt)3, (tz)3, (tyx)3, (tzx)3, (tyz)3, (xyzt)12,

(xyzt)3, (xzyt)3, (xyzyt)3, (xyzxt)12, (xyzyt)12〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |F | = 2 · 37. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëîâñêàÿ 3-ïîäãðóïïà

G íîðìàëüíà â G, è âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü G � êîíòðïðè-

ìåð ê òåîðåìå ñ íàèìåíüøåé ýêñïîíåíòîé O2(G). Ïî òåîðåìå Ñàíîâà 1.3.4 O2(G)

ëîêàëüíî êîíå÷íà. Åñëè G = G/O2(G) ëîêàëüíî êîíå÷íà, òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà

ïî òåîðåìåØìèäòà 1.3.7. Ñëåäîâàòåëüíî,G� êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå èO2(G) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, O2(G) = 1.

Ïóñòü H = 〈Γ2(G)〉. Òîãäà H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G è O2(H) = 1. Ãðóïïà

G/H èìååò ïåðèîä 6 è, ñòàëî áûòü, ëîêàëüíî êîíå÷íà ïî òåîðåìå Õîëëà 1.3.5. Ïî

òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7 H � êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G = H

ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèÿìè. Ïî òåîðåìàì Ñàíîâà 1.3.4 è Õîëëà 1.3.5 2, 3 ∈ ω(G).

Ïî ëåììå 2.5.1 ãðóïïà G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ A4.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè i, ëåæàùåé â öåíòðå ïîäãðóïïû, èçîìîðô-

íîé SL2(3), ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ iig äëÿ ëþáîãî g ∈ G äåëèò 3. Äîêàçàòåëüñòâî
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ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî ìèíèìàëüíîé äëèíå n ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà g â ïðîèçâå-

äåíèå èíâîëþöèé.

Ïóñòü n = 1, òîãäà g � èíâîëþöèÿ. Åñëè ïîðÿäîê iig = (ig)2 íå äåëèò 3, òî

|ig| íå äåëèò 6, ñòàëî áûòü (ig)4 = 1. Ïî ëåììå 3.1.4 [i, g] = 1 è |iig| = 1 äåëèò 3,

ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü n > 1 è g = t1, ..., tn, ãäå t1, .., tn � èíâîëþöèè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ iit1...tn−1 è it1...tn−1it1...tn äåëÿò 3. Òîãäà ïî ëåììå 3.1.2 ïîðÿäîê

iig äåëèò 3.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè i � èíâîëþöèÿ èç öåíòðà ïîäãðóïïû, èçîìîðôíîé SL2(3),

òî iG îáðàçóåò êëàññ ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé, òàêîé, ÷òî ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ

ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç iG äåëèò 3. Ïî ëåììàì 3.1.5 è 2.1.2 〈iG〉 ÿâëÿåòñÿ ðàñ-

øèðåíèåì 3-ãðóïïû ïðè ïîìîùè 2. Â ÷àñòíîñòè, 〈iG〉 ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Ïóñòü H � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ïîäãðóïïà â G. Òîãäà H ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷-

íûì ìíîæåñòâîì èíâîëþöèé I. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî K = {i ∈ I | i ëåæèò â

öåíòðå ïîäãðóïïû èç H, èçîìîðôíîé SL2(3)}. Ïî äîêàçàííîìó, ãðóïïà L = 〈KH〉

ëîêàëüíî êîíå÷íà, êàê ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà íîðìàëüíûõ ëîêàëüíî êîíå÷-

íûõ ïîäãðóïï. Ïóñòü H = H/L. Ïî ëåììå 2.5.10 è ëåììå 3.1.1 â H/O2(H) ëþáûå

äâà ýëåìåíòà ïîðÿäêà 3 ïîðîæäàþò 3-ãðóïïó. Ïî ëåììå 2.1.2 ãðóïïà H/O2(H) ëî-

êàëüíî êîíå÷íà. Ïî òåîðåìå Øìèäòà H êîíå÷íà. Ñòàëî áûòü, G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

3.2 Ðàñïîçíàâàåìîñòü ãðóïïû M10 ïî ñïåêòðó

M10 îáîçíà÷àåò ãðóïïó Ìàòü¼, äåéñòâóþùóþ íà ìíîæåñòâå èç 10 òî÷åê. Öåëü

äàííîãî ðàçäåëà � äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ðàñïîçíàâàíèè ãðóïïû M10 ïî

ñïåêòðó â êëàññå âñåõ ãðóïï.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü µ(G) = {3, 5, 8} = µ(M10). Òîãäà G èçîìîðôíà M10.

Íà ïðîòÿæåíèè ðàçäåëà ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå 3. Ïî òåîðåìå Øóí-

êîâà 1.3.1 öåíòðàëèçàòîð ïðîèçâîëüíîé èíâîëþöèè èç G ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé

2-ïîäãðóïïîé.
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Èç ëåììû 2.2.1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå (2, 3) � ïîðîæä¼ííûõ ïîäãðóïï.

Ëåììà 3.2.1. Ïóñòü K � ïîäãðóïïà â G, ïîðîæä¼ííàÿ èíâîëþöèåé a è ýëåìåí-

òîì x ïîðÿäêà 3. Òîãäà ëèáî |ax| ≤ 5 è K èçîìîðôíà, ñîîòâåòñòâåííî, îäíîé èç

ñëåäóþùèõ ãðóïï S3, A4, S4, A5, ëèáî (ax)8 = [a, x]3 = 1, è K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðô-

íûì îáðàçîì ãðóïïû (4× 4) h S3. Â ÷àñòíîñòè, åñëè a ∈ Γ2 è x ∈ Γ3, òî ax ∈ Γ8

âëå÷¼ò [a, x]3 = 1.

Èç ëåììû 2.3.1 ñëåäóåò

Ëåììà 3.2.2. Ïóñòü a ∈ Γ2, b ∈ Γ4 è ab
2 ∈ Γ3. Òîãäà 〈a, b〉 ' F36.

Ëåììà 3.2.3. G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ F36.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âûáåðåì a ∈ ∆. Ïî ëåììå 3.2.2 äëÿ

b ∈ aG è t ∈ Γ2 ïîðÿäîê bt íå ðàâåí 3. Ïî ëåììå 3.2.1 äëÿ ëþáîãî x ∈ Γ3 âûïîëíåíî

aGx ⊆ Γ3. Ïî ëåììå 1.3.9 〈aG〉 ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ïîäãðóïïà F â 〈∆〉 ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé êî-

íå÷íî ïîðîæä¼ííîé ïîäãðóïïå 〈t1, . . . tn〉, ãäå ti ∈ ∆. Ïîñêîëüêó 〈tGi 〉 ëîêàëüíî

êîíå÷íû, òî ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7 〈∆〉 � íîðìàëüíàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ïîä-

ãðóïïà G. Ïî ëåììå 1.3.10 ôàêòîð-ãðóïïà G/〈∆〉 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé,

è, ñëåäîâàòåëüíî, G ëîêàëüíî êîíå÷íà ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7. Òàêèì îáðàçîì,

G ' M10 [89] è, ñòàëî áûòü, G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ F36, ïðîòèâîðå-

÷èå.

Ëåììà 3.2.4. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ ïîäãðóïïó V ïîðÿä-

êà 4, òàêóþ ÷òî CK(V ) = V . Òîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(a) K = V ;

(b) K � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ è V öèêëè÷åñêàÿ;

(c) K � äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà, è ëèáî V íåöèêëè÷åñêàÿ, ëèáî |K| = 8;

(d) K � ïîëóäèýðàëüíàÿ ãðóïïà, ò.å.

K ' 〈x, y | x2m = y2 = 1, xy = x−1+2m−1〉

äëÿ íåêîòîðîãî m > 3.

Â ÷àñòíîñòè, K ñîäåðæèò öèëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó èíäåêñà 2 è |K : [K,K]| = 4.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêó ãðóïïû K. Ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî K 6= V . Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ V . Åñëè

M = V , òî K � íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 8, ò.å. îíà êâàòåðíèîííàÿ èëè äèýä-

ðàëüíàÿ. Åñëè M 6= V , òî M íåàáåëåâà è ïî èíäóêöèè |M : [M,M ]| = 4, ò.å.

|K : [M,M ]| = 8. Åñëè |K : [K,K]| = 4, òî çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç [90, Òåîðåìà

5.4.5], ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [K,K] = [M,M ], è êàæäàÿ èç òðåõ ìàêñèìàëü-

íûõ ïîäãðóïïM íîðìàëüíà âK. ÏóñòüN � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïàM , ñîäåðæà-

ùàÿ V . Åñëè N ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, òî N = V / K è |K : V | = |K : CK(V )| = 2,

ñòàëî áûòü |K| = 8, ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, V 6 K, N 6= V è N ÿâëÿåòñÿ

äèýäðàëüíîé èëè êâàòåðíèîííîé. Âûáåðåì v èç V \Z(K) è k ∈ K\M . Òîãäà vk ∈ N

è íàéä¼òñÿm ∈M , òàêîé ÷òî vkm = v. Ïîëó÷àåì km ∈ C(V )\V , ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 3.2.5. Ïóñòü a ∈ Γ4(G). Òîãäà CG(a)\〈a〉 ñîäåðæèò èíâîëþöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü H = CG(a2). Ïî òåîðåìå Øóí-

êîâà 1.3.1 H � áåñêîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà ïåðèîäà 8. Ïî ëåììå Øóíêîâà 1.3.2 åñëè K

� êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà H, òî öåíòðàëèçàòîð CH(K) áåñêîíå÷åí.

Ïóñòü C = CH(a). Åñëè ïîäãðóïïà C áåñêîíå÷íà, òî â íåé åñòü ïîäãðóïïà

U ïîðÿäêà 16, ñîäåðæàùàÿ a. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ â U ðîâíî îäíà èíâîëþöèÿ, è

ïîðÿäîê å¼ öåíòðà ≥ 4, ñëåäîâàòåëüíî U öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà 16, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, C ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 4 èëè 8. Çàìåòèì, ÷òî

|Aut(〈a〉)| = 2 è 〈a〉 õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â C, ïîýòîìó NH(C)/C �

ãðóïïà ïîðÿäêà 2. Åñëè |C| = 8, òî ïóñòü x ∈ NH(NH(C)) \ NH(C). Òîãäà Cx ≤

NH(C) è Cx 6= C. Ïîñêîëüêó C è Cx ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè èíäåêñà 2 â NH(C), òî

C ∩Cx � ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 â C, ò.å. C ∩Cx = 〈a〉. Êðîìå òîãî, Cx öèêëè÷åñêà,

ïîýòîìó Cx ≤ CH(〈a〉) = C; ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü |C| = 4. Ïóñòü U � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ C, ïîðÿä-

êà ≥ 32 â H. Î÷åâèäíî CU(C) = C, è ïî ëåììå 3.2.4 U ñîäåðæèò öèêëè÷åñêóþ

ïîäãðóïïó èíäåêñà 2, ò.å. ïîðÿäêà ≥ 16; ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3
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Ïóñòü F � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ F36 â G (ëåììà 3.2.3). Âûáåðåì ïîðîæäàþ-

ùèå x, y, g ∈ F , òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

R = {x3, y3, g4, [x, y], xgy, ygx−1}.

Ïî ëåììå 3.2.5 íàéä¼òñÿ a ∈ Γ2, òàêàÿ ÷òî [g, a] = 1 è a 6∈ F .

Åñëè (xa)8 = 1, òî ïî ëåììå 3.2.1 [x, a]3 = 1. Ñòàëî áûòü, 〈x, y, g, a〉 ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i, j) = 〈x, y, g, a | R ∪ {a2, [g, a], (xa)8, (g2ax)i, [x, a]3, ((x−1gya)2a)j}〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê G(i, j) äåëèò 36 äëÿ âñåõ i, j ∈ {3, 5, 8},

âîïðåêè óñëîâèþ a 6∈ 〈x, y, g〉. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ïîëó÷àåì, ÷òî (xa)8 6=

1, (ya)8 6= 1, (xya)8 6= 1. Ñòàëî áûòü, 〈x, y, g, a〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2, i3, j) = 〈x, y, g, a | R ∪ {a2, [g, a], (xa)i1 , (ya)i2 , (xya)i3 , (gax)j}〉,

ãäå i1, i2, i3 ∈ {3, 5}, j ∈ {3, 5, 8}.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê G(i1, i2, i3, j) äåëèò 36, âîïðåêè óñëîâèþ

a 6∈ 〈x, y, g〉. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

3.3 Ðàñïîçíàâàåìîñòü ãðóïïû L3(4) ïî ñïåêòðó

Öåëü äàííîãî ðàçäåëà � äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ðàñïîçíàâàíèè ãðóïïû

L3(4) ïî ñïåêòðó â êëàññå âñåõ ãðóïï.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ω(G) = {1, 2, 3, 4, 5, 7} = ω(L3(4)). Òîãäà G èçîìîðôíà L3(4).

Íà ïðîòÿæåíèè ðàçäåëà ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå. Ïî òåîðåìå Øóí-

êîâà 1.3.1 öåíòðàëèçàòîð ïðîèçâîëüíîé èíâîëþöèè èç G ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé

2-ïîäãðóïïîé.

Èç ëåììû 2.2.1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå (2, 3)�ïîðîæä¼ííûõ ïîäãðóïï.

Ëåììà 3.3.1. Ïóñòü K � ïîäãðóïïà â G, ïîðîæä¼ííàÿ èíâîëþöèåé a è ýëåìåí-

òîì x ïîðÿäêà 3. Òîãäà ëèáî |ax| ≤ 5 è K èçîìîðôíà, ñîîòâåòñòâåííî, îäíîé èç

ñëåäóþùèõ ãðóïï S3, A4, S4, A5, ëèáî |ax| = 4 è K '  L2(7) ' L3(2). Â ÷àñòíîñòè,

åñëè K 6' A4, òî K ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ S3.
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Ëåììà 3.3.2. Ñóùåñòâóþò a, b ∈ ∆ òàêèå, ÷òî 〈a, b〉 ' S3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü x ∈ Γ3(G). Òîãäà ïî ëåììå 3.3.1

äëÿ âñåõ a ∈ ∆ èìååì aΓ3 ⊆ Γ3. Ïî ëåììå 1.3.9 〈∆〉 ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Ãðóïïà G/〈∆〉 ñîäåðæèò èíâîëþöèþ, ýëåìåíò ïîðÿäêà 3, è íå ñîäåðæèò ýëå-

ìåíòîâ ïîðÿäêà 4, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ëîêàëüíî êîíå÷íà [42, Òåîðåìà 2]. Òàêèì

îáðàçîì, G ëîêàëüíî êîíå÷íà ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7, îòêóäà G ' L3(4) [91];

ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå ëåììû 2.3.1.

Ëåììà 3.3.3. G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ F36 èëè L3(2).

Ëåììà 3.3.4. Åñëè G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó , èçîìîðôíóþ F36, òî G ñîäåðæèò

ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ L3(4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì T = 〈x, y, g | α〉, ãäå α = {x3, y3, [x, y], g4, xgy−1, ygx},

è îòîæäåñòâèì T ñ F36. Ïî ëåììå 1.3.2 íàéä¼òñÿ a ∈ Γ2 òàêîé, ÷òî a 6∈ T è

[a, g] = 1. Ïóñòü β = {a2, [a, g], (xa)i1 , (gax)i2 , (xya)i3 , (g2axy)i4}. Òîãäà 〈T, a〉 ÿâëÿåò-

ñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû L(i1, i2, i3, i4) = 〈x, y, g, a|α ∪ β〉, ãäå i1, i2, i3, i4 ∈

{3, 4, 5, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ëèáî L(5, 7, 5, 5)/Z(L(5, 7, 5, 5)) ' L3(4),

ëèáî ïîðÿäîê ãðóïïû L(i1, i2, i3, i4) äåëèò 36. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.3.5. Åñëè G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H èçîìîðôíóþ L3(2), òî G ñîäåðæèò

ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ L3(4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîæäåñòâèì H ñ L3(2) è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû íàä

ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ:

x =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 , y =


1 0 0

0 1 0

1 0 1

 .

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

α = {x3, y2, (xy)7, [x, y]4}.
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Ïóñòü z = [x, y], òîãäà CH(z2) = 〈y, z〉. Ïî ëåììå 1.3.2 íàéä¼òñÿ t ∈ Γ2 òàêîé, ÷òî

t 6∈ H è [t, y] = [t, z] = 1.

Ïîëîæèì i = yx
2y, òîãäà z2i ∈ Γ3. Ïî ëåììå 2.2.2 ïîðÿäîê ti íå ðàâåí 7. Ïîëî-

æèì

βt(j1, j2, j3, j) = {t2, [y, t], [z, t], (xt)j1 , (xyt)j2 , (xytxt)j3 , (ti)j}.

Òîãäà 〈x, y, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(j1, j2, j3, j) = 〈x, y, t | α ∪ βt(j1, j2, j3, j)〉,

ãäå j1, j2, j3, j ∈ {3, 4, 5, 7} è j 6= 7. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

G(7, 5, 7, 5)/Z(G(7, 5, 7, 5)) ' L3(4), ïðè ýòîì ïîðÿäêè âñåõ äðóãèõ ãðóïï äåëÿò

|L3(2)|. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.

Ïî ëåììàì 3.3.2, 3.3.3, 3.3.4 è 3.3.5 G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H, èçîìîðôíóþ

L3(4). Äîêàæåì, ÷òî G = H.

Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ëåììû 3.3.5. Ïî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.3.5 ìîæíî

îòîæäåñòâèòü H ñ ãðóïïîé 〈x, y, t | α ∪ βt(7, 5, 7, 5)〉. Ïîëîæèì t1 = t(t
x) è t2 =

t(t
x2 ). Çàìåòèì, ÷òî W = {y, yx, t, t1, t2} ÿâëÿåòñÿ â H ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé è

öåíòðàëèçàòîðîì èíâîëþöèè. Ïî ëåììå 1.3.2 íàéä¼òñÿ èíâîëþöèÿ u 6∈ H, òàêàÿ

÷òî [u,W ] = 1. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ v = ut òàêæå èìååì v 6∈ H è [v,W ] = 1. Ïîýòîìó

〈x, y, t, u〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

S = 〈x, y, t, u | α ∪ βt(7, 5, 7, 5) ∪ βu(7, 5, 7, 5) ∪ βv(7, 5, 7, 5) ∪ {[u, t], [u, t1], [u, t2]}〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî S òðèâèàëüíà. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

3.4 Î ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïïàõ ñ óçêèì ñïåêòðîì

Öåëü ðàçäåëà � äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü G � ãðóïïà è µ(G) = {4, p, 9}, ãäå p ∈ {7, 5}. Òîãäà p = 7 è

G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì 2-ãðóïïû ñ ïîìîùüþ L2(8). Â ÷àñòíîñòè, G ëîêàëüíî

êîíå÷íà.
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Íà ïðîòÿæåíèè ðàçäåëà µ = {4, 5, 7, 9} è G ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê òåîðåìå.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëåììû 3.3.5, îäíàêî ïðèõîäèòñÿ íåñêîëü-

êî ìîäèôèöèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 3.4.1. G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ L3(2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H èçî-

ìîðôíóþ L3(2). Äîêàæåì, ÷òî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ L3(4), òåì

ñàìûì ïîëó÷àÿ ïðîòèâîðå÷èå.

Êàê â ëåììå 3.3.5 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî H ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè x è y, êîòî-

ðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

α = {x3, y2, (xy)7, [x, y]4}.

Ïóñòü z = [x, y]. Ïî òåîðåìå Øóíêîâà 1.3.1 C = CG(z2) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé

2-ãðóïïîé. Ïóñòü S = CH(z2). Ïî ëåììå 1.3.2 ãðóïïà CC(S) áåñêîíå÷íà. Ïóñòü K

� ãðóïïà ïîðÿäêà 16 èç CC(S), ñîäåðæàùàÿ S. Åñëè K ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ

èíâîëþöèþ z2, òî K ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé èëè îáîáùåííîé ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ

[92, Òåîðåìà 12.5.2] è ïîòîìó ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 8, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïóñòü

t � èíâîëþöèÿ èç CC(S), îòëè÷íàÿ îò z2. Çàìåòèì, ÷òî S = 〈y, yx〉.

Ïóñòü a = xyx
2yx2 � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 èç íîðìàëèçàòîðà NH(〈y, z2〉). Ïîñêîëü-

êó t öåíòðàëèçóåò ãðóïïó 〈y, z2〉, òî ta è ta2 òàêæå öåíòðàëèçóþò ýòó ãðóïïó. Ñëå-

äîâàòåëüíî, 〈t〈a〉〉 ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé, íà êîòîðîé ýëåìåíò a äåéñòâóåò áåç íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê. Ïî [48, Ëåììà 2] 〈t〈a〉〉 = 〈t, ta〉 � àáåëåâà. Îòêóäà (at)3 = 1.

Çàìåòèì, ÷òî i = yx
2yx2 ∈ CH(yx). Ïîñêîëüêó [t, yx] = 1, òî (it)4 = 1. Ïóñòü j =

y(xy)2 , òîãäà z2j ∈ Γ3. Çàìåòèì, ÷òî zt � ýëåìåíò ïîðÿäêà 4, òàêîé ÷òî (zt)2 = z2.

Ïî ëåììå 2.3.1 zjt = (xy)3t ∈ Γ4 ∪ Γ7.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà 〈x, y, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(r1, r2, r3, r) = 〈x, y, t | α∪{t2, [t, z], [y, t], (at)3, (ti)4, (xt)r1 , (txt)r2 , (yti)r3 , ((xy)3t)r}〉,

ãäå r1, r2, r3 ∈ µ è r ∈ {4, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èíäåêñ G(r1, r2, r3, r)

ïî ïîäãðóïïå 〈x, y〉 êîíå÷åí è ëèáî îí òðèâèàëåí, ëèáî G(7, 4, 9, 4) ' L3(4), ëèáî
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|G(9, ∗, 9, 7) : 〈x, y〉| = 56. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå 56 · |〈x, y〉| íå äåëèòñÿ íà 9, ïî-

ýòîìó ìîæíî ïîëàãàòü r1 = 3; âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |G(3, ∗, 9, 7)| = 168,

ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëåììû 3.3.4

Ëåììà 3.4.2. Åñëè x ∈ Γ4(G) è t ∈ Γ2(G), òî x2t 6∈ Γ3(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïî ëåììàì 2.3.1 è 3.4.1 〈t, x〉 ' F36 è

âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

β = t2, x4, (xt)4, (txt)3, (x2t)3.

Ïî ëåììàì 1.3.1 è 1.3.2 íàéä¼òñÿ èíâîëþöèÿ y, êîòîðàÿ öåíòðàëèçóåò x è íå ëåæèò

â 〈t, x〉. Î÷åâèäíî, xy ∈ Γ4 è (xy)2 = x2. Ïî ëåììàì 2.3.1 è 3.4.1 〈t, xy〉 ' F36,

îòêóäà (xyt)4 = (txyt)3 = 1. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà 〈x, y, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì

G(r1, r2) = 〈x, y, t | β ∪ {y2, yxy, (xyt)4, (txyt)3, (yt)r1 , (x2yt)r2}〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé r1, r2 ∈ µ ïîðÿäîê G(r1, r2) ëèáî

äåëèò 36, ëèáî íå äåëèòñÿ íà 3. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîëíîãî îïèñàíèÿ (2, 3)-ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï, èçîñïåêòðàëüíûõ G, ïîëó÷èòü

íå óäàåòñÿ. Îäíàêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèé

àíàëîã.

Ëåììà 3.4.3. Γ3∆ ⊆ Γ3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Γ3, t ∈ ∆.

Åñëè ïîðÿäîê txt äåëèò 9, òî ïî ëåììå 1.3.6 íàéä¼òñÿ èíâîëþöèÿ t′, òàêàÿ ÷òî

tt′ ∈ Γ3(G) âîïðåêè ëåììå 3.4.2. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðÿäîê txt íå äå-

ëèò 9. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1) Ïóñòü ñíà÷àëà xt ∈ Γ7. Åñëè ïîðÿäîê ttx ÷¼òåí, òî ïî ëåììå 2.2.1 〈x, t〉 '

L2(7), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.4.1. Åñëè ïîðÿäîê ttx ðàâåí 2k+ 1, òî (txt)kx−1 ∈

CG(t). Òàêèì îáðàçîì 〈x, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(k) = 〈x, t | x3, t2, (xt)7, (ttx)2k+1, ((txt)kx−1)4〉.
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Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(k) òðèâèàëüíà ïðè k ∈ {1, 2, 3}.

2) Ïóñòü òåïåðü xt ∈ Γ9. Ïîëîæèì y = (xt)3 è çàìåòèì, ÷òî yt = xtxtx ∼ txt.

Òàêèì îáðàçîì ïî 1) ïîðÿäîê txt íå äåëèò 7. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà 〈x, t〉 ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

H(k) = 〈x, t | x3, t2, (xt)9, (ttx)k〉,

ãäå k ∈ {3, 4, 5}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî H(3) � öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà 3,

H(4) ' A4, è H(5) ' H(3)× L2(19).

3) Íàêîíåö, ïóñòü ïîðÿäîê xt ìåíüøå 7. Òîãäà 〈x, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì

K(r1, r2) = 〈x, t | x3, t2, (xt)r1 , (ttx)r2〉,

ãäå r1 ∈ {3, 4, 5} è r2 ∈ {3, 4, 5, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî K(4, 3) ' S4 è

K(5, 5) ' A5 ñîäåðæàò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ S3, ÷òî íåâîçìîæíî; K(3, 4) ' A4

èK(r1, r2) òðèâèàëüíà ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.4. Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ µ(G) = {4, p, 9}, ãäå p ∈

{7, 5}. Òîãäà p = 7 è G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì 2-ãðóïïû ñ ïîìîùüþ L2(8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ Γ4(G), z ∈ Γ9(G) è t ∈ Γp(G). Òîãäà K = 〈x, y, z, t〉

� êîíå÷íàÿ ãðóïïà è ω(K) = ω(G). Ãðóïïà K òðèïðèìàðíà è íå ñîäåðæèò ýëå-

ìåíòîâ ñìåøàííîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó îíà íå ìîæåò áûòü ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà èëè

äâîéíîé ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà [93, Ëåììà 1.1].

Èç êëàññèôèêàöèè òðèïðèìàðíûõ ãðóïï [94] ñëåäóåò, ÷òî p = 7 è K =

K/O2(K) ' L2(8), ãäå O2(K) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìèíèìàëüíûõ íîð-

ìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 26 â K, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàê K-ìîäóëü èçîìîðô-

íà åñòåñòâåííîìó GF (2n)SL2(2n)-ìîäóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, x2 è y2 ïîðîæäàþò 2-

ïîäãðóïïó. Ñòàëî áûòü, 〈∆〉 � íîðìàëüíàÿ 2-ïîäãðóïïà â G è G/〈∆〉 ' L2(8).

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5

Ïóñòü µ(G) = {4, p, 9}, ãäå p ∈ {7, 5}. Ïî ëåììå 3.4.4 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

G ëîêàëüíî êîíå÷íà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
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Ïî ëåììå 3.4.3 Γ3∆ ⊆ Γ3. Ïî ëåììå 1.3.9 〈∆〉 � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà.

Åñëè T = G/〈∆〉 íå ñîäåðæèò èíâîëþöèé, òî T äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà öåíòðå

〈∆〉, ÷òî íåâîçìîæíî ïî [38]. Òàêèì îáðàçîì, T ñîäåðæèò èíâîëþöèþ, ýëåìåíò

ïîðÿäêà 3, è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4, ñëåäîâàòåëüíî, T ëîêàëüíî êî-

íå÷íà ïî [42, Òåîðåìà 2]. Îòêóäà G ëîêàëüíî êîíå÷íà ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7,

ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.5 Èíâîëþöèè â ãðóïïàõ ïåðèîäà 12 � I

Öåëüþ ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ òîæäåñòâåííûì ñîîòíîøåíèåì x12 = 1, â

êîòîðîé ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé îòëè÷åí îò ÷èñëà 4. Òîãäà

G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå G � ãðóïïà ïåðèîäà 12, â êîòîðîé ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ

ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé îòëè÷åí îò ÷èñëà 4.

Ëåììà 3.5.1. Ïóñòü z, y, t ∈ Γ2(G). Åñëè (zy)3 = (yt)3 = 1, òî (zt)3 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü |zt| = 6. Ïîëîæèì x = (zt)3,

w = xy, a = (wz)2x è b = (wt)2x. Òîãäà (wx)3 = (yx)6 = 1.

Ïî ëåììå 1.3.6 èíâîëþöèÿ x ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû 〈z, t〉. Ïî ëåììå 2.2.3,

ïðèìåí¼ííîé ê 〈x, y, z〉 è 〈x, y, t〉, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ a2 = b2 = 1. Ïîäãðóïïà

〈z, w, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

F = 〈z, w, t | z2, w2, t2, (zw)6, (wt)6, (tz)6, (wx)3, a2, b2, (zwt)12, (ab)6,

((wz)3t)6, ((xwz)3t)6, (wzt)6, (xwzt)6, (xwzwt)6, (zwxt)6,

(at)6, (awt)6, (zb)6, (zwtzt)12, (zwxt)12〉,

ãäå a = (wz)2x, b = (wt)2x, x = (zt)3.

Ïåðå÷èñëÿÿ ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû F ïî ïîäãðóïïå 〈z, w〉, ïîëó÷èì îãðàíè-

÷åíèå íà ïîðÿäîê |F : 〈z, w〉| = 81 è ïîäñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ϕ : F → Fp.
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Âû÷èñëåíèÿ â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê Fp ïîêàçûâàþò, ÷òî |Fp| = 354, ïîýòîìó ïðåä-

ñòàâëåíèå ϕ òî÷íîå. Êðîìå òîãî, â ãðóïïå Fp, à ñòàëî áûòü è â F , âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå (zwt)3 = 1. Òîãäà 〈z, y, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

Q = 〈z, y, t | z2, y2, t2, (zy)3, (yt)3, (tz)6, (xyz)6

(xyt)6, (zyt)12, (zxyt)3, (zyt)6, ((zyt)6z)6〉

ïîðÿäêà 54. Ãðóïïà Q ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ýêñòðàñïåöèàëüíîé ãðóïïû ïîðÿäêà

27 ïðè ïîìîùè èíâîëþöèè, è â Q ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé

äåëèò 3. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.

Ïóñòü H � ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè èíâîëþöèÿìè èç G. Ñâÿæåì ñ H

ãðàô Γ, âåðøèíû êîòîðîãî � èíâîëþöèè èç G, è äâå âåðøèíû a è b ñìåæíû, åñëè

(ab)3 = 1.

Ïóñòü Θ � îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè Γ. Ïî ëåììå 3.5.1 ãðàô Θ ïîëíûé è

ïî ëåììå 1.3.6 âñå âåðøèíû èç Θ ñîïðÿæåíû â H.

Ïîêàæåì, ÷òî ab ∈ Θ äëÿ âñåõ a ∈ Θ, b ∈ H. Ïîñêîëüêó H ïîðîæäàåòñÿ

èíâîëþöèÿìè, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b � èíâîëþöèÿ. Òîãäà (aab)3 = (ab)6 = 1.

Èòàê, Θ � êëàññ ñîïðÿæåííîñòè â H è, â ÷àñòíîñòè, 〈Θ〉 E H.

Ëåììà 3.5.2. R = 〈Θ〉 � ðàñøèðåíèå 3-ãðóïïû ïîñðåäñòâîì ãðóïïû ïîðÿäêà 2. Â

÷àñòíîñòè, R ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â Θ òîëüêî îäíà âåðøèíà, òî |R| = 2. Ïóñòü x, y ∈ Θ è

x 6= y, òîãäà a = xy � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3. Ïî ëåììå 3.1.5 ïîäãðóïïà 〈a, ag〉 ÿâëÿåòñÿ

3-ãðóïïîé äëÿ ëþáîãî g ∈ R. Ïî ëåììå 2.1.2 ïîäãðóïïà 〈aR〉 � 3-ãðóïïà, ëåæàùàÿ

â O3(R). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ èíâîëþöèé x è y èç Θ èõ ïðîèçâåäåíèå ëåæèò

â O3(R).

Ëåììà 3.5.3. H � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàñøèðåíèåì 3-

ãðóïïû ïîñðåäñòâîì 2-ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, H ïîðîæäàåòñÿ íîðìàëüíûìè â G ïîäãðóïïàìè Ri,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîðîæäàåòñÿ âåðøèíàìè íåêîòîðîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Θ



Ãëàâà 3. Ðåçóëüòàòû î ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè 59

ãðàôà Γ. Ïî ëåììå 3.5.2 êàæäàÿ ïîäãðóïïà Ri ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì 3-ãðóïïû

ïîñðåäñòâîì 2-ãðóïïû. Ïîýòîìó H � ðàñøèðåíèå 3-ãðóïïû ïîñðåäñòâîì 2-ãðóïïû.

Òàê êàê ãðóïïû ïåðèîäà 3 è 4 ëîêàëüíî êîíå÷íû (ëåììû 1.3.3 è 1.3.4), òî H

ëîêàëüíî êîíå÷íà ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7.

Ëåììà 3.5.4. G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòîð-ãðóïïà G/H íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4 è ïîýòî-

ìó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 6. Åñëè H1/H � ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ

âñåìè èíâîëþöèÿìè èç G/H, òî ïî ëåììå 3.5.3 ãðóïïà H1/H ëîêàëüíî êîíå÷íà è

ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7 H1 ëîêàëüíî êîíå÷íà. Äàëåå, G/H1 ÿâëÿåòñÿ 3-ãðóïïîé

è ïîýòîìó ëîêàëüíî êîíå÷íà (ëåììà 1.3.3). Ñëåäîâàòåëüíî, G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Ëåììà 3.5.4 è òåîðåìà 6 äîêàçàíû.

3.6 Èíâîëþöèè â ãðóïïàõ ïåðèîäà 12 � II

Öåëüþ ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü G � ãðóïïà ïåðèîäà 12, â êîòîðîé ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþ-

áûõ äâóõ èíâîëþöèé îòëè÷åí îò ÷èñëà 6, è ïóñòü H � ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ

âñåìè èíâîëþöèÿìè èç G. Òîãäà G ëîêàëüíî êîíå÷íà è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäó-

þùèõ óòâåðæäåíèé.

1. Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ 3-ãðóïïîé.

2. Ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì 3-ãðóïïû ïîñðåäñòâîì ãðóïïû ïîðÿä-

êà 2, à G � ðàñùåïëÿåìûì ðàñøèðåíèåì 3-ãðóïïû ïîñðåäñòâîì íåêîòî-

ðîé íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8 èëè ãðóïïû

SL2(3).

3. Ïîäãðóïïà H èçîìîðôíà ðàñùåïëÿåìîìó ðàñøèðåíèþ ýëåìåíòàðíîé àáåëå-

âîé 2-ãðóïïû V ïîñðåäñòâîì íåàáåëåâîé ãðóïïû ïîðÿäêà 6, äåéñòâóþùåé íà

V áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, à G/H ÿâëÿåòñÿ 3-ãðóïïîé.
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4. Ôàêòîð-ãðóïïà G/O2(G) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì 3-ãðóïïû ïîñðåäñòâîì ýëå-

ìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïû è H ≤ O2(G).

Íà ïðîòÿæåíèè ðàçäåëà áóäåì èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç S åñòåñòâåííîå ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðÿìîé ñóììû äâóõ íåïðèâî-

äèìûõ S3-ìîäóëåé ðàçìåðíîñòè 2 è ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S3 ñòåïåíè 3. Òàêèì

îáðàçîì, S = V A, ãäå V � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï V1 è V2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 4, A ' S3 è ãðóïïû V1A, V2A

èçîìîðôíû ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S4 ñòåïåíè 4.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íåàáåëåâîé 3-ãðóïïû E ïåðèîäà 3

ïîðÿäêà 27 è ãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé èíâîëþöèåé, èíâåðòèðóþùåé ïðè ñîïðÿæåíèè

êàæäûé ýëåìåíò èç E/Φ(E).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîäåðæèò îïèñàíèå ãðóïï, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ êîòîðûõ íå

ïðåâîñõîäÿò 4.

Ëåììà 3.6.1. ([13]) Ïóñòü G � ãðóïïà ïåðèîäà 12, â êîòîðîé íåò ýëåìåíòîâ

ïîðÿäêà 6. Òîãäà âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. G � ãðóïïà ïåðèîäà 3 èëè 4;

2. â G åñòü íîðìàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 3-ïîäãðóïïà N è G/N èçîìîðô-

íà ïîäãðóïïå ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8;

3. â G åñòü íîðìàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ïîäãðóïïà N , è G = NS, ãäå

S ' S3 è CN(S) = 1;

4. â G åñòü íîðìàëüíàÿ 2-ïîäãðóïïà N ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè íå âûøå

äâóõ, è |G/N | = 3.

Äî êîíöà ðàçäåëà G îáîçíà÷àåò ãðóïïó ïåðèîäà 12, â êîòîðîé ïîðÿäîê ïðîèç-

âåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé îòëè÷åí îò ÷èñëà 6.

Â ñëåäóþùåé ëåììå îïèñàíû ïîäãðóïïû, ïîðîæä¼ííûå òðåìÿ èíâîëþöèÿìè.

Ëåììà 3.6.2. Ïóñòü G ïîðîæäåíà òðåìÿ èíâîëþöèÿìè a, b, c. Òîãäà G � êîíå÷-

íàÿ ãðóïïà è ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
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(1) (ab)4 = (ac)4 = (bc)4 = 1 è G � ãðóïïà ïîðÿäêà, äåëÿùåãî 210;

(2) c òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê a, b, c âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (ab)3 = (ac)4 =

(bc)4 = 1 è G èçîìîðôíà ôàêòîð-ãðóïïå ãðóïïû S. Ïðè ýòîì (abc)3 = 1 =

[(ac)2, (bc)2]. Ãðóïïà

H = 〈x, y, z | x2, y2, z2, (xy)3, (xz)4, (yz)4, (xyz)3, [(xz)2, (yz)2]〉

èçîìîðôíà S è â íåé íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6.

(3) c òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè a, b, c âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (ab)3 = (ac)3 =

(bc)4 = 1 è G � ãîìîìîðôíûé îáðàç ãðóïïû S4.

(4) (ab)3 = (ac)3 = (bc)3 = 1 è G � ãîìîìîðôíûé îáðàç ãðóïïû R. Ïðè ýòîì

(abc)2 ∈ Z(G) è â G/〈(abc)2〉 íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü (ab)4 = (ac)4 = (bc)4 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå G ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

F (r, s, t, u) = 〈x, y, z | x2, y2, z2, (xy)4, (xz)4, (yz)4, (xyz)12, (xyxz)12,

((xy)2z)r, ((xz)2y)s, ((yz)2x)t, ((xy)2(xz)2)u〉,

ãäå {r, s, t, u} ⊆ {3, 4}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ðà-

âåíñòâ.

a) |F (4, 4, 4, 4)| = 210.

á) Åñëè u ∈ {3, 4}, à ñðåäè ïîêàçàòåëåé r, s, t ðîâíî îäèí ðàâåí 3, òî â ñèëó

ñèììåòðèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû F (r, s, t, u) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

r = 3, s = t = 4 è â ýòîì ñëó÷àå |F (r, s, t, u)| = 8.

â) Åñëè ñðåäè ïîêàçàòåëåé (r, s, t) ðîâíî îäèí ðàâåí 4, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

r = s = 3, t = 4. Â ýòîì ñëó÷àå |F (r, s, t, u)| = 2, ãäå u ∈ {3, 4}.

Ãðóïïà F (3, 3, 3, 3) òðèâèàëüíà.

(2) Ïóñòü (ab)3 = (ac)4 = (bc)4 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì

F (r, s) = 〈x, y, z | x2, y2, z2, (xy)3, (xz)4, (yz)4, (xyz)12, ((xz)2y)r, ((yz)2x)s, (yxz)12〉,

ãäå {r, s} ⊆ {3, 4}.
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Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë r, s ðàâíî 3, òî |F (r, s)| = 2. Åñëè r = s = 4,

òî |F (r, s)| = 283, è â F (r, s) ïîðÿäîê xyxxz ðàâåí 6. Òàê êàê |F/〈(xyxxz)2〉| = 8,

òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ôàêòîðãðóïïû F1 =

F/〈(xyxxz)3〉. Òàê êàê Z(F1) = 〈(xyz)3〉, òî G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

ãðóïïû F2 = F1/〈(xyz)3〉 ïîðÿäêà 253, èçîìîðôíîé S.

(3) Ïóñòü (ab)3 = (ac)3 = (bc)4 = 1. Òîãäà G � ãîìîìîðôíûé îáðàç

F (r) = 〈x, y, z | x2, y2, z2, (xy)3, (xz)3, (yz)4, (xyz)12, ((yz)2x)r〉,

ãäå r ∈ {3, 4}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî F (4) ' S4, à F (3) = 1.

(4) Ïóñòü (ab)3 = (ac)3 = (bc)3 = 1. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

F (r) = 〈x, y, z | x2, y2, z2, (xy)3, (xz)3, (yz)3, (xyz)12, (yxz)r〉,

ãäå r ∈ {3, 4}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî F (4) ' S4, à F (3) ' R.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.6.3. Ïóñòü G êîíå÷íà, ïîðîæäåíà èíâîëþöèÿìè è ñîäåðæèò ïîäãðóïïó

H, èçîìîðôíóþ R. Òîãäà G � ðàñøèðåíèå 3-ãðóïïû ïîñðåäñòâîì ãðóïïû ïîðÿä-

êà 2. Â ÷àñòíîñòè, âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû è ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ

äâóõ ðàçëè÷íûõ èíâîëþöèé ðàâåí 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî {p, q}-òåîðåìå Áåðíñàéäà [92, Òåîðåìà 9.3.2] G ðàçðåøèìà.

Ïóñòü âíà÷àëå T = O2(G) 6= 1. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå TH ñîäåðæèò

ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ S3 × 2.

Ïóñòü Z � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 3 èç Z(H). Åñëè CT (Z) = 1, òî îäíà èç ïîäãðóïï

H ïîðÿäêà 6 (îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç A) öåíòðàëèçóåò â T íåêîòîðóþ èíâîëþöèþ t

è A × 〈t〉 � èñêîìàÿ ïîäãðóïïà. Åñëè æå C = CT (Z) 6= 1, òî íà C äåéñòâóåò

ãðóïïà H/Z, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàñøèðåíèåì ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû V ïîðÿäêà

9 ïîñðåäñòâîì ãðóïïû ïîðÿäêà 2, èíâåðòèðóþùåé êàæäûé ýëåìåíò èç V . Ñíîâà

íåêîòîðàÿ íåàáåëåâà ïîäãðóïïà A èç H ïîðÿäêà 6 öåíòðàëèçóåò â C íåêîòîðóþ

èíâîëþöèþ t, ò.å. ñíîâà ïîäãðóïïà A× 〈t〉 ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Òàê êàê â A × 〈t〉 åñòü, î÷åâèäíî, äâå èíâîëþöèè, ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ êî-

òîðûõ ðàâåí øåñòè, òî ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, ò.å. O2(G) = 1,
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U = O3(G) 6= 1 è ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà T èç G äåéñòâóåò òî÷íî íà U ïðè ñî-

ïðÿæåíèè. Åñëè â T ñîäåðæàòñÿ äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè, òî â T åñòü ýëåìåí-

òàðíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà T0 ïîðÿäêà 4. Åñëè L � ïîäãðóïïà èç U íàèìåíüøåãî

ïîðÿäêà, êîòîðóþ T0 íîðìàëèçóåò, íî íå öåíòðàëèçóåò, òî |L| = 3 è LT0 èçîìîðôíà

S3 × 2, ÷òî ïî óñëîâèþ íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó T ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ èíâîëþ-

öèþ è, ïîñêîëüêó G ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèÿìè, |T | = 2, G = O3(G)T . Ëåììà

äîêàçàíà.

Ëåììà 3.6.4. Ïóñòü G ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèÿìè x, y, z, t, ãäå H = 〈x, y, z〉 ' R

è (tx)2 = (ty)3 = 1. Òîãäà t = x ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

F (a, b, c, d, f) = 〈x, y, z, t | x2, y2, z2, t2, (xy)3, (xz)3, (yz)3, (xyz)12, (xyxz)3,

(xt)2, (yt)3, (tz)a, (tyx)b, (tzx)c, (tyz)d, (txyz)f ,

(yzt)12, (xyzt)12, (xyzty)12, (xyzyt)12〉,

ãäå a, b, c, d, f ∈ {3, 4}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |F (a, b, c, d, f)| ≤ 6912. Òàêèì

îáðàçîì, G êîíå÷íà. Ïî ëåììå 3.6.3 (tx)3 = 1. Îòñþäà t = x.

Ëåììà 3.6.5. Ïóñòü H ' R � ïîäãðóïïà èç G, ïîðîæä¼ííàÿ èíâîëþöèÿìè

x, y, z. Åñëè t � èíâîëþöèÿ èç G, òî (xt)3 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.6.2 〈x, y, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ïîä-

ãðóïïû S. Åñëè t ∈ 〈x, y〉, òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî. Åñëè æå t /∈ 〈x, y〉,

òî â 〈x, y, t〉 ìîæíî âûáðàòü èíâîëþöèþ t1 = xt, äëÿ êîòîðîé ïîðÿäîê xt1 ðàâåí

2, à yt1 � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3. Ïî ëåììå 3.6.4 t1 ∈ 〈x, y, z〉 è ïîýòîìó (xt1)3 = 1.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 3.6.6. Åñëè G ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèÿìè è íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï, èçî-

ìîðôíûõ R, òî ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà èç G íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà 4. Â ÷àñò-

íîñòè, G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ G, g = t1 · · · tn, ãäå t1, ..., tn � èíâîëþöèè. Èíäóêöèåé

ïî n ïîêàæåì, ÷òî g3 = 1 èëè g4 = 1. Ïî ëåììå 3.6.2 ýòî âåðíî ïðè n ≤ 3. Ïóñòü

n ≥ 4.
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Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîðÿäîê ýëåìåíòà g1 = t1 · · · tn−1 íå ïðåâîñ-

õîäèò ÷èñëà 4. Åñëè ïîðÿäîê g1 ðàâåí 4, òî W = 〈g1, tn〉=U〈g1〉, ãäå U = 〈g2
1, tn, t

g1
n 〉

� ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ òðåìÿ èíâîëþöèÿìè, è èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî

〈g1〉. Èç ëåììû 3.6.2 âûòåêàåò, ÷òî W êîíå÷íà è ñîäåðæèò ïîäãðóïïó U èíäåêñà 1

èëè 2. Ïî ëåììå 3.6.2 U íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî W

ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 6. Òîãäà |W : U | = 2 è ïî ëåììå 3.6.2 ïîðÿäîê ïðîèçâå-

äåíèÿ íåêîòîðûõ äâóõ èíâîëþöèé èç W ðàâåí 6. Èòàê, W íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ

ïîðÿäêà 6, è, â ÷àñòíîñòè, ïîðÿäîê g = g1tn íå ïðåâîñõîäèò ÷åòûð¼õ.

Åñëè ïîðÿäîê g1 ðàâåí 3, òî ëèáî g2 = t1 · · · tn−2 � èíâîëþöèÿ è g ñîäåðæèòñÿ â

ïîäãðóïïå 〈g2, tn−1, tn〉, ïîðîæä¼ííîé òðåìÿ èíâîëþöèÿìè, ëèáî g2 � ýëåìåíò ïî-

ðÿäêà 3 è òîãäà g1 ñîïðÿæåí ñ g2, ò.å. g ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå n−1

èíâîëþöèé, ëèáî, íàêîíåö, g2 � ýëåìåíò ïîðÿäêà 4 è ïîýòîìó g1 ∈ 〈g2, tn−1〉 ' S4,

îòêóäà g1 � ïðîèçâåäåíèå äâóõ èíâîëþöèé, g ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå, ïîðîæ-

ä¼ííîé òðåìÿ èíâîëþöèÿìè, è èç ëåììû 3.6.2 âûòåêàåò, ÷òî â G íåò ýëåìåíòîâ

ïîðÿäêà 6. Ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü G âûòåêàåò òåïåðü èç òåîðåìû Ñàíîâà (ëåììà

1.3.4).

Ëåììà 3.6.7. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ èíâîëþöèÿìè, è ïóñòü

ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ èíâîëþöèé èç G ðàâåí 3. Òîãäà ïî-

ðÿäîê ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû èç G ðàâåí äâóì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî, åñëè G ñîäåðæèò òîëüêî îäíó èíâî-

ëþöèþ. Ïóñòü a, b � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç G è S = 〈a, b〉. Ïîíÿòíî, ÷òî S

� íåàáåëåâàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 6. Åñëè O2(G) 6= 1 è v � èíâîëþöèÿ èç O2(G), òî av

� 2-ýëåìåíò è åãî ïîðÿäîê íå ìîæåò áûòü ðàâåí 3. Ïîýòîìó O2(G) = 1, O3(G) 6= 1

è ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà T èç G äåéñòâóåò òî÷íî íà O3(G). Òåïåðü òàê æå, êàê â

ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.6.3, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî |T | = 2.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.6.8. Ïóñòü G ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèÿìè è ñîäåðæèò ïîäãðóïïó Q '

R. Òîãäà G ëîêàëüíî êîíå÷íà è ñîäåðæèò 3-ïîäãðóïïó èíäåêñà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y, z � èíâîëþöèè, ïîðîæäàþùèå Q. Ïîêàæåì, ÷òî
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(ab)3 = 1 äëÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé a, b èç G. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ëåììå 3.6.5

â 〈x, y, z, a〉 âñå èíâîëþöèè ñîïðÿæåíû. Ïîýòîìó, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî x = a. Åù¼ îäíî ïðèìåíåíèå ëåììû 3.6.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî (ab)3 =

(xb)3 = 1.

Ïîêàæåì, ÷òî G ïåðèîäà 6. Ïóñòü g ∈ G, g = t1 · · · ts � ïðîèçâåäåíèå èíâî-

ëþöèé. Èíäóêöèåé ïî s äîêàæåì, ÷òî g6 = 1. Ïî äîêàçàííîìó âûøå ýòî âåðíî

ïðè s ≤ 2. Ïóñòü s ≥ 3 è äëÿ h = t1 · · · ts−1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî h6 = 1. Ïî

ëåììå 3.1.5 ïîäãðóïïà H = 〈h3, ts, ts
h, ts

h2〉 êîíå÷íà, à ïî ëåììå 3.6.7 ïîðÿäîê å¼

ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû ðàâåí 2. Òàê êàê H ÿâëÿåòñÿ 〈h〉-èíâàðèàíòíîé ïîäãðóï-

ïîé, òîH � ïîäãðóïïà èíäåêñà 1 èëè 3 â ãðóïïå 〈h, ts〉 = H〈h〉. Ïîýòîìó â 〈h, ts〉 íåò

ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4 è, â ÷àñòíîñòè, g6 = (hts)
6 = 1. Òàêèì îáðàçîì, G ïåðèîäà 6.

Ïî ëåììå 1.3.5 îíà ëîêàëüíî êîíå÷íà. Êðîìå òîãî, â íåé ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ

ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé ðàâåí 3. Ïî ëåììå 3.6.7 èíäåêñ ñèëîâñêîé 3-ïîäãðóïïû â

G ðàâåí 2. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.

ÏóñòüH � ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè èíâîëþöèÿìè èç G. Ïî ëåììàì 3.6.6

è 3.6.6 îíà ëîêàëüíî êîíå÷íà. Òàê êàê ãðóïïàG/H ïåðèîäà 6, òî îíà òîæå ëîêàëüíî

êîíå÷íà ïî ëåììå 1.3.5. Òåïåðü G ëîêàëüíî êîíå÷íà ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7.

Åñëè â G íåò èíâîëþöèé, ò.å. H = 1, òî G, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ 3-ãðóïïîé

è âûïîëíåí ïóíêò 1 òåîðåìû 7. Ïóñòü H ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì 3-ãðóïïû ïî-

ñðåäñòâîì ãðóïïû ïîðÿäêà äâà è ïóñòü Z � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç H. Òîãäà

G = O3(H)CG(Z). Ïî óñëîâèþ ëþáàÿ èíâîëþöèÿ èç CG(Z) ëåæèò â Z, ïîýòîìó

ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà T èç G ÿâëÿåòñÿ ëèáî öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, ëèáî ãðóïïîé

êâàòåðíèîíîâ, ïîýòîìó ëèáî G îáëàäàåò íîðìàëüíûì 2-äîïîëíåíèåì, êîòîðîå ñîâ-

ïàäàåò ñ O3(G), ëèáî G � ðàñùåïëÿåìîå ðàñøèðåíèå O3(G) ïîñðåäñòâîì SL2(3),

è âûïîëíåí ïóíêò 2 òåîðåìû.

Òåïåðü ïî ëåììå 3.6.8 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â H íåò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ R. Â

ýòîì ñëó÷àå ïî ëåììå 3.6.6 ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà èç H íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà 4

è H óäîâëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ ëåììû 3.6.1. Òàê êàê H ïîðîæäåíà èíâîëþöèÿìè,

òî ëèáî H ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé, ëèáî H = V S, ãäå V � íîðìàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ
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àáåëåâà 2-ãðóïïà, S � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 6 è CV (S) = 1. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå

âòîðîé ñëó÷àé. Ïóñòü U � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 3 èç S, à T � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà

èç S. Òîãäà G = V NG(U) = V CG(U)T . Òàê êàê H ñîäåðæèò âñå èíâîëþöèè èç G è

CV (U) = 1, òî CG(U) ÿâëÿåòñÿ 3-ãðóïïîé è âûïîëíåí ïóíêò 3 òåîðåìû.

Ïóñòü, íàêîíåö, H ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Òîãäà â H/O2(H) íåò ýëåìåíòîâ ïî-

ðÿäêà 4 è, ñëåäîâàòåëüíî, H/O2(H) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì 3-ãðóïïû ïîñðåäñòâîì

ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïû. Äðóãèìè ñëîâàìè, âûïîëíåí ïóíêò 4 òåîðåìû.

Òåîðåìà 7 äîêàçàíà.



Ãëàâà 4

OC6 è OC7-ãðóïïû

Öåëü íàñòîÿùåãî ðàçäåëà � äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè OC6 è OC7-

ãðóïï. Òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè ïðèâîäÿòñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 8. Åñëè ñïåêòð ãðóïïû G ðàâåí {1, 2, 3, 4, 5, 6}, òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà

è äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

(1) N = O5(G) � íåòðèâèàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà,

G = NC, ãäå C èçîìîðôíà SL2(3) èëè ãðóïïå 〈x, y | x3, y4, xy = x−1〉, è

C äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà N .

(2) T = O2(G) � íåòðèâèàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà è G/T ' A5.

(3) G èçîìîðôíà S5 èëè S6.

Òåîðåìà 9. Çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà A7 ðàñïîçíàâàåìà ïî ñïåêòðó â êëàññå ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òåîðåì ñíà÷àëà âåä¼òñÿ îòäåëüíî: äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

êîíòðïðèìåð ê òåîðåìàì îáÿçàí ñîäåðæàòü ïîäãðóïïó èç ñëåäóþùåãî ñïèñêà

A6, S5, L2(7). Ïîñëå ýòîãî äëÿ îáåèõ òåîðåì âìåñòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîå ïðåä-

ïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

4.1 Î ïîäãðóïïàõ OC6-ãðóïï

Öåëü ðàçäåëà � äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

67
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Ïðåäëîæåíèå 4.1.1. Êîíòðïðèìåð G ê òåîðåìå 8 ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçî-

ìîðôíóþ A6 èëè S5.

Íà ïðîòÿæåíèè ðàçäåëà G � êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå 8.

Ëåììà 4.1.1. Ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî

êîíå÷íîé OC6-ãðóïïîé. Äîêàæåì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû 8.

Ïóñòü a, b, c � ýëåìåíòû èç G ïîðÿäêîâ 4, 5, 6 ñîîòâåòñòâåííî è H0 = 〈a, b, c〉.

Ïî óñëîâèþ H0 êîíå÷íà. Ïî [47] âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(à) H0 = NC, ãäå N0 = O5(H) � íåòðèâèàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïîäãðóï-

ïà, C èçîìîðôíà ðàñùåïëÿåìîìó ðàñøèðåíèþ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 3 ïîñðåäñòâîì

4, ëèáî C ' SL2(3).

(á) T = O2(H0) � íåòðèâèàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà è H0/T ' A5.

(â) H0 èçîìîðôíà S5 èëè S6.

Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé (a). Òîãäà N = CG(N0) ÿâëÿåòñÿ 5-ãðóïïîé, íà êî-

òîðîé ñâîáîäíî äåéñòâóåò ãðóïïà C, ñîäåðæàùàÿ èíâîëþöèþ. Ïîýòîìó N � àáå-

ëåâà ãðóïïà. Ïóñòü H = NC. Ïîêàæåì, ÷òî H = G. Ïóñòü g ∈ G, H1 = 〈H0, g〉.

Òîãäà H1 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è H1 = O5(H1)C, ãäå O5(H1) àáåëåâà. Î÷åâèäíî,

N0 ≤ O5(H1) ≤ N , ïîýòîìó H1 ≤ NC = H. Îòñþäà g ∈ H è H = G óäîâëåòâîðÿåò

ïóíêòó (1) çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå (á) CG(O2(H0))H0 = G óäîâëåòâîðÿåò

ïóíêòó (2) çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû.

Åñëè H0 ' S5 è H0 6= G, òî äëÿ g ∈ G\H0 êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà 〈H0, g〉 èçîìîðô-

íà S6, à åñëè H0 ' S6, òî H0 = G.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà G îêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé; ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 4.1.2. Ïóñòü K � ïîäãðóïïà G, ïîðîæä¼ííàÿ èíâîëþöèåé y ∈ ∆ è ýëå-

ìåíòîì x ïîðÿäêà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ t ∈ ∆ è i ∈ Γ2 ïîðÿäîê ti íå

ðàâåí 5. Òîãäà K êîíå÷íà è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

K(i1, i2, i3, j4, j5) = 〈x, y | x4, y2, (xy)i1 , ((xy)2x)i2 , (x3yx2yxy)i3 , [x, y]j4 , (x2y)j5〉,
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ãäå i1, i2, i3 ∈ {4, 5, 6} è j4, j5 ∈ {4, 6}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêàÿ ãðóïïà

âñåãäà êîíå÷íà è ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 5 òîëüêî â ñëó÷àåK ' K(5, 6, 4, 6, 6) '

S5, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó S5 3 (1, 2, 3, 4, 5) = (1, 5)(2, 4) · (2, 5)(3, 4) è

(1, 5)(2, 4) ∈ ∆(S5). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.1.3. Ñóùåñòâóþò t, i ∈ ∆(G), òàêèå ÷òî ti ∈ Γ5(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è äîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ ëþáûõ t ∈ ∆

è i ∈ Γ2 ïîðÿäîê ti íå ðàâåí 5, òî 〈∆〉 ÿâëÿåòñÿ {2, 3}-ãðóïïîé è G ëîêàëüíî

êîíå÷íà; ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 4.1.1.

Ïîëîæèì H = 〈∆〉 è äîêàæåì, ÷òî H íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 5. Ïðåä-

ïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ t1, ..., tn ∈ ∆, òàêèå ÷òî z = t1...tn ÿâëÿåòñÿ

ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 5. Ïóñòü ïðè ýòîì n íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Ïî óñëîâèþ

n ≥ 3.

Ïîëîæèì x = t1...tn−1 è y = tn. Òîãäà z = xy � ýëåìåíò ïîðÿäêà 5, ãäå y �

èíâîëþöèÿ. Ïî ëåììå 2.2.1 ïîðÿäîê x íå ðàâåí 3. Ïî âûáîðó n, ïîðÿäîê x íå ðàâåí

5. Ïî ëåììå 4.1.2 ïîðÿäîê x íå äåëèò 4. Òàêèì îáðàçîì, x ∈ Γ6.

Ïóñòü a = x3, b = y, è c = x4. Òîãäà ca = c è abc ∈ Γ5. Òàê êàê a ∈ Γ2 è b ∈ ∆,

òî ïîðÿäîê ab íå ðàâåí 5. Ïî ëåììå 2.2.1 ïîðÿäîê bc íå ðàâåí 5.

Äîêàæåì, ÷òî 〈a, b, c〉 êîíå÷íà è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 5.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé (bc)4 = 1. Òîãäà 〈a, b, c〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì ãðóïïû

K(j1, j2) = 〈a, b, c | a2, b2, c3, [a, c], (abc)5, (bc)4, (ab)j1 , ((ab)2bac)j2〉,

ãäå j1, j2 ∈ {4, 6}, êîòîðàÿ ëèáî ðàâíà K(6, 4) ' S5, ëèáî ïîðÿäêà 2. Îáà ýòèõ

ñëó÷àÿ íåâîçìîæíû.

Òàêèì îáðàçîì, (bc)6 = 1. Åñëè h ∈ Γ2 òàêîé, ÷òî 〈h, c〉 ' A4, òî ãðóïïà 〈h, a, c〉

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(i1, i2, ..., i9) = 〈h, a, c | h2, a2, c3, (hc)3, [a, c], (ah)i1 , (at)i2 , (hat)i3 ,

(td)i4 , [t, d]i5 , (ti)i6 , (hj)i7 , (hac)i8 , ((ha)2c)i9〉,
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ãäå t = hc, d = (ha)2, i = (ha)3, j = (at)3. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà ãðóï-

ïà êîíå÷íà äëÿ ëþáûõ i1, ..., i9 ∈ {4, 5, 6}, è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 5, çà

èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿG(6, 6, 6, 5, 5, 4, 4, 4, 5) ' S5. Ïî óñëîâèÿì ëåììû 〈h, a, c〉 íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì S5. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5.1 O2(〈h, c〉) ⊆ O2(〈a, h, c〉),

è ñòàëî áûòü (ah)4 = (ahc)4 = 1.

(Ñëó÷àé A) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî [b, c] ∈ Γ6. Òîãäà äëÿ h = (bcb)3 âû-

ïîëíÿåòñÿ 〈h, c〉 ' A4 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.5.10). Â ÷àñòíîñòè, (ah)4 =

(ahc)4 = 1. Ïîëîæèì s = (ab)3. Åñëè sc 6∈ Γ4, òî 〈a, b, c〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì ãðóïïû

G(i, j, i1, i2, i3) = 〈a, b, c | a2, b2, c3, [a, c], (ab)i, (bc)6, (abc)5, [b, c]6,

(ah)4, (ahc)4, (sc)j, (acb)i1 , ((ab)2c)i2 , (scs)i3〉,

ãäå i ∈ {4, 6}, j ∈ {5, 6}, i1, i2, i3 ∈ {4, 5, 6}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê

G(i, j, i1, i2, i3) äåëèò 2, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, sc ∈ Γ4.

Åñëè ab ∈ Γ6, òî s ∈ Γ2, è ïî ëåììå 2.2.1 〈s, c〉 ' S4, ïîýòîìó 〈[s, c], c〉 ' A4. Ïî

äîêàçàííîìó âûøå (a[s, c])4 = 1, è 〈a, b, c〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

L = 〈a, b, c | a2, b2 = c3, [a, c], (ab)6, (bc)6, (abc)5, [b, c]6, (ah)4, (ahc)4, (sc)4, (a[s, c])4〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê L ðàâåí 2.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ab ∈ Γ3 ∪ Γ4. Òîãäà 〈a, b, c〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìî-

ìîðôíûì îáðàçîì

T (i) = 〈a, b, c | a2, b2, c3, [a, c], (ab)i, (bc)6, (abc)5, [b, c]6, (ah)4, (ahc)4〉,

ãäå i ∈ {3, 4}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê T (i) äåëèò 2, ÷òî íåâîçìîæíî.

(Ñëó÷àé B) Ïóñòü òåïåðü [b, c] ∈ Γ3 ∪ Γ4.

Ãðóïïà 〈a, b, c〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(p, i, i1, i2, ..., i6) = 〈a, b, c | b2, a2, c3, [a, c], (ab)p, (bc)6, (abc)5, (bcb)i, ((ab)3c)i1 ,

(((ab)3)c(ab)3)i2 , (acb)i3 , (a(bc)2cb)i4 , ((ab)(cb)2)i5 , ((ab)2c)i6〉.
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Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈ {3, 4}, p ∈ {4, 6}, i1, i2, ..., i6 ∈

{4, 5, 6} ëèáî ïîðÿäîê ãðóïï G(p, i, i1, i2, ..., i6) äåëèò 2, ëèáî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó

G(4, 4, 5, 6, 4, 4, 6, 4) ' S6, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî H íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿä-

êà 5. Î÷åâèäíî, ω(G/H) ⊆ {1, 2, 3, 5, 6}. Åñëè G/H ÿâëÿåòñÿ 5-ãðóïïîé, òî ω(H) =

{1, 2, 3, 4, 6}. Â ýòîì ñëó÷àå âûáåðåì r ∈ Γ5, a ∈ Γ4, b ∈ Γ3. Ïîëîæèì U = 〈a, b, r〉.

Òîãäà U ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà ñ äîïîëíåíèåì ïîðÿäêà 5. Ïî

òåîðåìå Òîìïñîíà ÿäðî Ôðîáåíèóñà ãðóïïû U íèëüïîòåíòíî, è, ñëåäîâàòåëüíî, U

ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 12, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, G/H íå ÿâëÿåòñÿ

5-ãðóïïîé è, ñòàëî áûòü, ëîêàëüíî êîíå÷íà [10, 34, 95]. Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 2 H

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïîé, òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà ïî òåîðåìå

Øìèäòà 1.3.7. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.1.4. Âñå èíâîëþöèè G ñîïðÿæåíû è ëþáàÿ ïîäãðóïïà G ïîðÿäêà 4 ÿâ-

ëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììàì 4.1.2 è 4.1.3 íàéä¼òñÿ èíâîëþöèÿ èç ∆(G), êîòîðàÿ

èíâåðòèðóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 5. Ïî ëåììå 2.3.2 G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H, èçî-

ìîðôíóþ F20. Ïóñòü t ∈ ∆(H). Ïî ëåììå 2.3.4 CG(t) íå ñîäåðæèò èíâîëþöèé,

îòëè÷íûõ îò t. Ïî ëåììå 1.3.6 ëþáàÿ èíâîëþöèÿ èç G ñîïðÿæåíà ñ t.

Èç ëåììû 4.1.4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè a, b ∈ Γ2 è a 6= b, òî ab ∈ Γ3∪Γ5. Ïî ëåììå 2.2.1

òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè a ∈ Γ2 è x ∈ Γ3, òî (ax)6 = 1. Ïî ëåììå 4.1.3 ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ Γ2 ñóùåñòâóåò b ∈ Γ2, òàêîé ÷òî ab ∈ Γ5.

Ëåììà 4.1.5. Åñëè a, b, c ∈ Γ2 òàêèå, ÷òî ab ∈ Γ3 è bc ∈ Γ5, òî ac ∈ Γ5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ïî ëåììå 4.1.4 ãðóïïà 〈a, b, c〉

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(j1, j2) = 〈a, b, c | a2, b2, c2, (ab)3, (ac)3, (bc)5, (abc)j1 , [ab, c]j2 , (abc)6〉,

ãäå j1, j2 ∈ {3, 5}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |G(j1, j2)| ∈ {1, 2, 6}; ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 4.1.6. Ïóñòü a, b ∈ Γ2 è ïóñòü x2 = b.

(a) Åñëè ab ∈ Γ3, òî ax ∈ Γ4, [a, x] ∈ Γ3 è 〈a, x〉 ' F36.

(b) Åñëè ab ∈ Γ5, òî ax ∈ Γ4, [a, x] ∈ Γ5 è 〈a, x〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

F100.

Â ëþáîì ñëó÷àå ax ∈ Γ4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà ñëåäóåò èç ëåìì 2.3.1 è 2.3.2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.1.1.

Ïóñòü H = 〈∆〉 è x ∈ Γ4. Äîêàæåì, ÷òî Hx ⊆ Γ4 è G ëîêàëüíî êîíå÷íà; ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 4.1.1.

Ïóñòü w ñëîâî îò a1, a2, . . . , ak ∈ Γ2. Ïîêàæåì, ÷òî (wx)4 = 1, èñïîëüçóÿ èíäóê-

öèþ ïî `(w), äëèíå ñëîâà w.

Åñëè `(w) = 1, òî w ∈ Γ2, è çàêëþ÷åíèå âåðíî ïî ëåììå 4.1.6.

Åñëè `(w) > 1, òî w = aw1, ãäå a ∈ {a1, a2, . . . ak} è `(w1) = `(w)−1. Ïî èíäóêöèè

y = w1x èìååò ïîðÿäîê 4. Ïî ëåììå 4.1.6 a(w1x) = ay ∈ Γ4. Ñëåäîâàòåëüíî, Hx ⊆

Γ4. Â ÷àñòíîñòè,H èG/H ñîäåðæàò èíâîëþöèè, íî íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà

4, òàêèì îáðàçîì, H, G/H, à ñòàëî áûòü, è G ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûìè;

ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 4.1.1. Ïðåäëîæåíèå 4.1.1 äîêàçàíî.

4.2 Î ôàêòîðàõ, íå ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòîâ ïîðÿä-

êà 4

Â ýòîì ðàçäåëå T îáîçíà÷àåò ãðóïïó, òàêóþ ÷òî µ(T ) = {5, 6, 7}. Ïóñòü

Γ∗2 = Γ∗2(T ) = {t ∈ Γ2(T ) | CT (t) � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà}.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî è çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé a ∈ Γ∗2.

Ïóñòü

Λ2 = Λ2(T ) = {x3 | x ∈ Γ6(T )}.
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Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà Γ∗2 è Λ2 íîðìàëüíû â T , ñîñòîÿò èç èíâîëþöèé è íå

ïåðåñåêàþòñÿ, ïðè ýòîì Λ2 6= ∅. Öåëü íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà � äîêàçàòü, ÷òî 〈Γ∗2〉

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïåðèîäà 6.

Ëåììà 4.2.1. Åñëè b ∈ Γ2(T ), òî (ab)6 = 1. Â ÷àñòíîñòè, [a, t]6 = 1 äëÿ ëþáîãî

t ∈ T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Åñëè èíâîëþöèè a è b íå ñîïðÿæåíû,

òî ïîðÿäîê ab ÷¼òåí è çàêëþ÷åíèå ëåììû âåðíî. Òàêèì îáðàçîì, b ∈ Γ∗2.

Ïóñòü c ∈ Λ2. Òîãäà ïîðÿäîê ac ÷¼òåí. Åñëè îí ðàâåí 6, òî èíâîëþöèÿ (ac)3 èç

öåíòðà äèýäðàëüíîé ïîäãðóïïû 〈a, c〉 ëåæèò â Λ2. Â ëþáîì ñëó÷àå, a êîììóòèðóåò

ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì èç Λ2, è ìîæíî ñ÷èòàòü [a, c] = 1.

Òàêèì îáðàçîì, â ãðóïïå T âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (p íå÷¼òíî):

R(p) = {a2, b2, c2, (ab)p, [a, c]}.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Γ∗2 è Λ2 íîðìàëüíû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, òàêæå âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ:

R1 = {(bc)6, (abc)6, (babc)6}.

Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

R2 = {(a(bc)3)6, (a(abc)3)6, (a(babc)3)6}.

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈a, b, c〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

T (p, i, j) = 〈a, b, c | R(p) ∪R1 ∪R2 ∪R(i, j)〉,

ãäå R(i, j) = {(abc)i, (aabc)j}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê T (p, i, j) äåëèò

4 äëÿ âñåõ p ∈ {5, 7} è i, j ∈ {5, 6, 7}; ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 4.2.2. Åñëè x ∈ Γ3(T ), òî (ax)6 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4.2.1 ïîëó÷àåì [a, x]6 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈a, x〉 ÿâëÿ-

åòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì Kp = 〈a, x | a2, x3, (ax)p, [a, x]6〉. Ïðè ýòîì K5 = 1, à

K7 ' L2(13), ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, p = 6, ÷òî è òðåáîâàëîñü.



Ãëàâà 4. OC6 è OC7-ãðóïïû 74

Ëåììà 4.2.3. Åñëè b, c ∈ Γ∗2(T ), òî [(ab)2, (bc)2] = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ ab è bc äåëÿò 3,

ò.å. âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

R3 = {a2, b2, c2, (ab)3, (bc)3}.

Èñïîëüçóÿ ëåììû 4.2.1 è 4.2.2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

R4 = {(ac)6, (abc)6, (ab · c)6, (b · (ac)3)6}.

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈a, b, c〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì K = 〈a, b, c | R3 ∪ R4〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî K ' 31+2 : 2. Öåíòð K èìååò ïîðÿäîê 3 è ïîòîìó

ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå ñîîòâåòñòâóþùåãî ãîìîìîðôèçìà. Ïîýòîìó 〈a, b, c〉 ÿâëÿåòñÿ

ðàñøèðåíèåì ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 3-ãðóïïû ïîñðåäñòâîì èíâîëþöèè. Â ÷àñò-

íîñòè, [ab, bc] = 1.

Ïóñòü òåïåðü b, c � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû Γ∗2(T ). Òîãäà b, ba, bc ∈ Γ∗2(T ) è

(bab)3 = (bbc)3 = 1. Ïî äîêàçàííîìó [(ab)2, (bc)2] = [bab, bbc] = 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2.4. Åñëè b, c ∈ Γ∗2(T ), òî (abc)2 = 1. Áîëåå òîãî, [a′b, cd] = 1 äëÿ ëþáûõ

a′, b, c, d ∈ Γ∗2(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w = (abc)2. Ïî ëåììå 4.2.3 〈a, b, c〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì

T (i) = 〈a, b, c | a2, b2, c2, (ab)6, (bc)6, (ac)6, (abc)i, [(ab)2, (bc)2], [(bc)2, (ca)2], [(ca)2, (ab)2]〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |T (5)| = |T (7)| = 4. Ñëåäîâàòåëüíî, i = 6 è ïîðÿäîê

w â T äåëèò 3. Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ãðóïïå T (6) ýëåìåíò

wwa ïîðÿäêà 3 öåíòðàëèçóåò a. Ïîýòîìó â T âûïîëíåíî wa = w−1. Àíàëîãè÷íî,

wb = w−1 è wc = w−1. Ñëåäîâàòåëüíî, w = wabc = w−1. Ïîðÿäîê w äåëèò 3, ñòàëî

áûòü w = 1.

Äîêàæåì, ÷òî [a′b, cd] = 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè a′ = a. Èìååì (abc)2 =

1 = (abd)2. Ñëåäîâàòåëüíî, (ab)c = (ab)−1 = (ab)d è ïîýòîìó (ab)cd = ab. Ëåììà

äîêàçàíà.
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Ëåììà 4.2.5. Ïóñòü T � ãðóïïà è µ(T ) = {5, 6, 7}. Òîãäà 〈Γ∗2(T )〉 � ëîêàëüíî

êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïåðèîäà 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, a2, . . . , an ∈ Γ∗2(T ) èH = 〈a1, a2, . . . , an〉. Ïî ëåììå 4.2.4

K = 〈aiaj | i, j ∈ {1, 2, . . . , n}〉 � íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ïåðèîäà 6. Ñëåäî-

âàòåëüíî,H = K〈a1〉 êîíå÷íà è óäîâëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ ëåììû. Ëþáîé ýëåìåíò

〈Γ∗2(T )〉 ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê êîíå÷íîå ñëîâî îò ïîðîæäàþùèõ, ïîýòîìó ýòîãî

äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû.

4.3 Ðåäóêöèÿ 2-ðàäèêàëà

Öåëü ýòîãî è ñëåäóþùåãî ðàçäåëà � äîêàçàòü àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 4.1.1 äëÿ

ãðóïï, èçîñïåêòðàëüíûõ A7. À èìåííî, áóäåò äîêàçàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.1. Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, èçîñïåêòðàëüíàÿ A7.

Òîãäà G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ A6, S5 èëè L2(7).

Â äàííîì ðàçäåëå G � êîíòðïðèìåð ê ïðåäëîæåíèþ 4.3.1 ñ íàèìåíüøåé âîç-

ìîæíîé ýêñïîíåíòîé O2(G). Öåëü ðàçäåëà � äîêàçàòü, ÷òî O2(G) = 1.

Ëåììà 4.3.1. G íå ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì G ëîêàëüíî êîíå÷íà. Ïóñòü x4, x5, x6, è x7 � òà-

êèå ýëåìåíòû èç G, ÷òî ïîðÿäîê xi ðàâåí i. Òîãäà H = 〈x4, x5, x6, x7〉 êîíå÷íà

è ω(H) = ω(G). Â ñèëó [47] H ' A7. Ñëåäîâàòåëüíî, G 6= H, è ìîæíî âû-

áðàòü x ∈ G \H. Ñíîâà 〈H, x〉 êîíå÷íà, è ïîýòîìó èçîìîðôíà A7. Ñëåäîâàòåëüíî,

H = 〈H, x〉 = G, ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèåì ëåììû 4.3.1 è òåîðåìû Øóíêîâà (ëåììà 1.3.1) ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 4.3.2. Öåíòðàëèçàòîð ëþáîé èíâîëþöèè â G áåñêîíå÷åí.

Ëåììà 4.3.3. O2(G) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì N = O2(G) 6= 1 è ïóñòü G = G/N .



Ãëàâà 4. OC6 è OC7-ãðóïïû 76

Ïî òåîðåìå Ñàíîâà (ëåììà 1.3.4)N ëîêàëüíî êîíå÷íà. Ïóñòü x ∈ Γ5(G) òîãäà ïî

òåîðåìå Øìèäòà (ëåììà 1.3.7) 〈N, x〉 ëîêàëüíî êîíå÷íà è ïî òåîðåìå Òîìïñîíà N

ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíà. Ïî òåîðåìå Õèãìåíà [96] N íèëüïîòåíòíà è, â ÷àñòíîñòè,

Z(N) 6= 1.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

0. ω(G) = ω(G). Òîãäà, â ñèëó âûáîðà G, äëÿ ãðóïïû G âûïîëíåíî çàêëþ÷å-

íèå ïðåäëîæåíèÿ 4.3.1. Ïóñòü H � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîäãðóïïà G, èç çàêëþ÷å-

íèÿ ïðåäëîæåíèÿ, è H � å¼ ïîëíûé ïðîîáðàç â G. Òîãäà H ëîêàëüíî êîíå÷íà è

ñîäåðæèò ïîäãðóïïó K, ÿâëÿþùóþñÿ ðàñøèðåíèåì êîíå÷íîé 2-ãðóïïû N1 ïîñðåä-

ñòâîì H. Ïðîâåðêà âñåõ òàêèõ íåïðèâîäèìûõ ðàñøèðåíèé (èñïîëüçóÿ [97] èëè [78,

� 50.6]), íå ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà áîëüøå 7 (â ÷àñòíîñòè, ñ òðèâèàëüíûì

öåíòðîì) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñøèðåíèå ðàñùåïëÿåìî. Ñëåäîâàòåëüíî, G óäîâëåòâî-

ðÿåò çàêëþ÷åíèþ ïðåäëîæåíèÿ 4.3.1; ïðîòèâîðå÷èå.

1. µ(G) = {3, 4, 5, 7}. Òîãäà ïî òåîðåìå 4 G ' L3(4) è ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7

G ëîêàëüíî êîíå÷íà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 4.3.1.

2. µ(G) = {5, 6, 7}. Â ýòîì ñëó÷àå ∆ ⊆ N .

2.1 Ïðåäïîëîæèì íàéä¼òñÿ h ∈ G ïîðÿäêà 4, íå ëåæàùèé â N . Òîãäà h ÿâëÿåòñÿ

èíâîëþöèåé â G.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî CG(h) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïîé. Ïóñòü

C � ïîëíûé ïðîîáðàç CG(h) â G. Ïðåäïîëîæèì C ñîäåðæèò ýëåìåíò x ïîðÿä-

êà 3. Òîãäà [x, h] ∈ N . Ïîýòîìó [x,N〈h〉] ⊆ N . Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà 〈x, h,N〉 ëî-

êàëüíî êîíå÷íà, êàê ðàñøèðåíèå ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû N ïîñðåäñòâîì (2, 3)-

ïîðîæä¼ííîé, à ñòàëî áûòü êîíå÷íîé (ïî ëåììå 2.2.1), ãðóïïû 〈x, h〉. Çàìåíÿÿ N íà

ìèíèìàëüíóþ 〈x, h〉-èíâàðèàíòíóþ ïîäãðóïïó â N , ñîäåðæàùóþ N ∩ 〈x, h〉, ìîæ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî 〈x, h,N〉 êîíå÷íà. Ïóñòü P = 〈h,N〉. Ïîñêîëüêó [x, P ] ⊆ N , òî

P ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé 〈x〉-èíâàðèàíòíîé 2-ïîäãðóïïîé 〈x, h,N〉. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Φ = Φ(P ) ïîäãðóïïó ôðàòòèíè. Çàìåòèì, ÷òî h2 ∈ Φ = P ′∆ è P/Φ ýëåìåíòàðíàÿ

àáåëåâà. Ïîñêîëüêó x � íåòðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì P , îí äåéñòâóåò íåòðèâèàëü-

íî íà P/Φ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå áàçèñíûå ýëåìåíòû hΦ, hxΦ, hx
2
Φ äëÿ P/Φ ëåæàò

â [xΦ, P/Φ], è CP/Φ(x) = 1. Ðàâåíñòâî P/Φ = [xΦ, P/Φ] × CP/Φ(xΦ) òåïåðü âëå÷¼ò
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P/Φ = [xΦ, P/Φ] ⊆ N/Φ, ñëåäîâàòåëüíî P ⊆ N ; ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, h ∈ Γ∗2(G/N). Ïî ëåììå 4.2.5 H = 〈Γ∗2(G/N)〉 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íî êîíå÷íîé ãðóïïîé ïåðèîäà 6. Ïîñêîëüêó N = O2(G), òî H ñîäåðæèò ýëåìåíò

ïîðÿäêà 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïîëíûé ïðîîáðàç H â G. Òîãäà H � íîðìàëüíàÿ

ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ {2, 3}-ïîäãðóïïà â G, ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 è ýëåìåíò

h ïîðÿäêà 4. Ïóñòü x ∈ Γ3(H) è y ∈ Γ5(G). Ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7 H o 〈y〉 ëî-

êàëüíî êîíå÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, K = 〈x, h〉K o 〈y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ýëåìåíò y

äåéñòâóåò íà ïîäãðóïïå S = 〈x, h〉K ñâîáîäíî. Ïîýòîìó S íèëüïîòåíòíà è ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæèò ýëåìåíò

ïîðÿäêà 12, ÷òî íåâîçìîæíî.

2.2 Ïóñòü òåïåðü Γ4(G) ⊆ N .

Ïóñòü a ∈ Γ2(G)\N è b ∈ Γ2(N). Òîãäà N〈a〉 ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé, ïîýòîìó

(ab)4 = 1. Åñëè ab ∈ Γ4 ⊂ N , òî a ∈ N , âîïðåêè âûáîðó a. Ñòàëî áûòü, (ab)2 = 1.

Ïóñòü C = CG(Γ2(Z(N))). Ïî ïîñòðîåíèþ Γ4 ⊆ N ≤ C. Ïî äîêàçàííîìó Γ2 ⊆ C.

Ìíîæåñòâî Γ2(Z(N)) íîðìàëüíî â G, ïîýòîìó, C / G.

Ïîñêîëüêó Z(N) 6= 1, òî C ñîäåðæèòñÿ â öåíòðàëèçàòîðå èíâîëþöèè, è, ñòà-

ëî áûòü, íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 5 èëè 7. Ýëåìåíò x ∈ Γ5(G) äåéñòâó-

åò ñâîáîäíî íà C. Ðàññóæäåíèÿ âûøå ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü íèëüïîòåíòíîñòü C.

Ñòàëî áûòü, C íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 3, òàê êàê 12 6∈ ω(G). Ïîýòîìó

O2(G) = C 6= N ; ïðîòèâîðå÷èå.

3. µ(G) = {2, 3, 5, 7}. Â ðàáîòå [98] äîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ

ñëó÷àåâ:

3.1 G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì àáåëåâîé 2-ãðóïïû V ïîñðåäñòâîì ãðóïïû áåç

èíâîëþöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ïîëíûé ïðîîáðàç V â G. Òîãäà O2(G) = V 6= N ;

ïðîòèâîðå÷èå.

3.2 G ëîêàëüíî êîíå÷íà. Ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7 G ëîêàëüíî êîíå÷íà âîïðåêè

ëåììå 4.3.1.

4. µ(G) = {3, 5, 7}. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîäãðóïïû L =

〈Γ4(N)〉 è D = 〈∆(L)〉. Ïîñêîëüêó N ëîêàëüíî êîíå÷íà è íèëüïîòåíòíà L 6= D.

Ïóñòü G = G/D è x ∈ Γ3(G). Ðàññóæäàÿ êàê â ïóíêòå 2.1, ïîëó÷èì CL(x) = 1,
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ò.å. x äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà L 6= 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà 〈x〉 íîðìàëüíà â

G [38, Òåîðåìà 3], è ïîýòîìó îáÿçàòåëüíà öåíòðàëüíà. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå,

ïîñêîëüêó 15, 21 6∈ ω(G). Ëåììà äîêàçàíà.

4.4 Î ïîäãðóïïàõ OC7-ãðóïï

Öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.3.1.

Êàê è â ïðîøëîì ðàçäåëå,G� êîíòðïðèìåð ê ïðåäëîæåíèþ 4.3.1 ñ íàèìåíüøåé

âîçìîæíîé ýêñïîíåíòîé O2(G). Ïî ëåììå 4.3.3 O2(G) = 1.

Ëåììà 4.4.1. Åñëè t ∈ ∆ è x ∈ Γ3, òî (xt)6 = [x, t]p = 1 è p ∈ {3, 5, 7}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó O2(G) = 1, ëåììà ñëåäóåò èç ëåììû 2.5.10.

Â ñëåäóþùèõ íåñêîëüêèõ ëåììàõ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî p = 3.

Ëåììà 4.4.2. G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïïû H, èçîìîðôíîé F42 èëè F294, òàêîé ÷òî

Γ2(H) ⊆ ∆(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé H ' F42. Ïðåäïîëîæèì ïðî-

òèâíîå. Ïóñòü F42 ' H = 〈x, z | R42〉 ≤ G, ãäå z ∈ ∆(G), b = zxz è R42 =

{x3, z2, (xz)6, b7, bx = b4}. Òîãäà u = zx
2z � èíâîëþöèÿ èç ∆(G), öåíòðàëèçóþùàÿ x.

Çàìåòèì, ÷òî C〈x,z〉(u) = 〈u, x〉.

(1) CG(x) = 〈x, u〉.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3, öåíòðàëèçóþùèé x, è y 6∈ 〈x〉. Ïî

ëåììå 2.4.4 y ∈ CG(u).

Åñëè [z, y]7 = 1, òî v = z[y−1,z][y,z] � èíâîëþöèÿ, öåíòðàëèçóþùàÿ y. Ïî ëåììå

2.4.2 u = v. Òîãäà 〈z, x, y〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i) = 〈z, x, y | R42 ∪ {y3, uyu, [x, y], (yz)6, (zyz)7, uv, ((zy)2x)i}〉,

ãäå i ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî xy ëåæèò â öåíòðå G(6), ÷òî

íåâîçìîæíî, à ïîðÿäêè îñòàëüíûõ ãðóïï G(i) íå ïðåâîñõîäÿò 42 = |〈z, x〉|, è òàêèì

îáðàçîì y ∈ 〈x〉, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó y.
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Ïðåäïîëîæèì ïîðÿäîê [z, y] íå ðàâåí 7. Òîãäà ïî ëåììå 4.4.1 îí äåëèò 3 èëè 5.

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈z, x, y〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2) = 〈z, x, y | R42∪{y3, uyu, [x, y], (yz)6, (z ·xy)6, (z ·xy−1)6, (zyz)i1 , ((zy)2x)i2}〉,

ãäå i1 ∈ {3, 5}, i2 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èíäåêñ |G(i1, i2) :

〈x, z〉| äåëèò 3. Îí ðàâåí 3 òîëüêî äëÿ ãðóïï G(3, 6) è G(5, 6), â öåíòðå êîòîðûõ

ñîäåðæèòñÿ ýëåìåíò ïîðÿäêà 3. Òàêèì îáðàçîì, 〈z, x, y〉 = 〈x, z〉, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

âûáîðó y.

Ïðåäïîëîæèì v � èíâîëþöèÿ èç CG(x). Òîãäà (uv)6 = 1. Åñëè |uv| = 3, òî

ïî ïóíêòó (1) uv = x±1, è, ñëåäîâàòåëüíî, v = ux±1 äîëæíî áûòü èíâîëþöèåé,

÷òî íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, äèýäðàëüíàÿ ïîäãðóïïà 〈u, v〉 ⊆ CG(x) íå ñîäåðæèò

ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 3 è ìîæíî âûáðàòü v òàê, ÷òî [u, v] = 1. Â ýòîì ñëó÷àå v = u

ïî ëåììå 2.4.2.

(2) C∆(u) = {u}.

Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ t ∈ C∆(u), òàêàÿ ÷òî t 6= u. Ïóñòü

w = [x, t]. Îòìåòèì, ÷òî 〈t, x〉 ⊆ CG(u), è òàêèì îáðàçîì w3 = 1 ïî ëåììå 4.4.1.

Ïî ïóíêòó (1) èìååì w 6= 1. Òàêèì îáðàçîì 〈x,w〉 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ýëåìåíòàðíîé

àáåëåâîé, ëèáî èçîìîðôíà ýêñòðàñïåöèàëüíîé ãðóïïå 31+2 ýêñïîíåíòû 3 è ïîðÿä-

êà 33. Â ëþáîì ñëó÷àå, ëèáî íàéä¼òñÿ ýëåìåíò y ∈ Γ3\〈x〉, öåíòðàëèçóþùèé x,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó (1), ëèáî (tx)2 = 1. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå 〈t, z, x〉 ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(i1, i2) = 〈z, x, t | R42 ∪ {t2, (ut)2, (tx)2, (tzx)6, (ztx)6, (tz)i1 , (tzx)i2}〉,

ãäå i1, i2 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(7, 5) ' G(7, 7) ' S7,

G(6, 7) ' L3(2) : 2, ÷òî íåâîçìîæíî, è ïîðÿäêè G(i1, i2) äåëÿò 12 ïðè îñòàëüíûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

(3) Åñëè t ∈ Γ2\∆, òî [u, t] = 1.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè ñòðîåíèÿ ãðóïïû 〈t, x〉 ñîãëàñíî ëåì-

ìå 2.2.1.

Ïðåäïîëîæèì (tx)2 = 1. Ïîñêîëüêó t è u íå ñîïðÿæåíû, ïîðÿäîê |ut| ÷¼òåí.

Åñëè |ut| = 4, òî (ut)2 ∈ C∆(u) = {u}, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, (ut)6 = 1 è
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(u · tx)6 = 1 (t è tx ñîïðÿæåíû â 〈t, x〉 ' S3). Ïîýòîìó 〈u, t, x〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðô-

íûì îáðàçîì

〈u, t, x | {u2, t2, x3, [u, x], (tx)2, (ut)6, (utx)6}〉 ' S3 × S3.

Èç ïóíêòà (1) ñëåäóåò, ÷òî (ut)2 = 1.

Ïðåäïîëîæèì (tx)3 = 1. Òîãäà 〈t, x〉 ' A4. Ïî ëåììå 2.5.2 ëèáî G ñîäåðæèò

ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ S5, ëèáî O2(〈t, x〉) ⊆ O2(G). Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî (ut)4 = (utx)4 = 1. Åñëè |ut| = 4, òî (ut)2 ∈ C∆(u) = {u}, ïðîòèâîðå-

÷èå. Ïîýòîìó (ut)2 = 1.

Ïðåäïîëîæèì (tx)4 = 1. Òîãäà 〈t, x〉 ' S4. Ñëåäîâàòåëüíî, (tx)2 ∈ ∆ è

〈(tx)2, x〉 ' A4, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2.5.10.

Ïðåäïîëîæèì (tx)5 = 1. Òîãäà 〈t, x〉 ' A5 è ìîæíî îòîæäåñòâèòü t = (1, 2)(3, 4)

è x = (1, 3, 5). Ïóñòü v = (1, 3)(2, 4) è w = (1, 3)(2, 5). Òîãäà 〈x, v〉 ' S3 è 〈w, x〉 '

A4. Óæå äîêàçàíî, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ v, w è wx öåíòðàëèçóþò u. Ïîñêîëüêó t ∈

〈v, w, wx〉 ≤ CG(u), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî tx ∈ Γ6.

Åñëè [x, t] ïîðÿäêà 5 ëèáî 7, òî C〈x,t〉(x) ñîäåðæèò èíâîëþöèþ, êîòîðàÿ ñîïðÿæå-

íà ñ t. Ïî ïóíêòó (1) îíà äîëæíà ñîâïàäàòü ñ u, è ñòàëî áûòü t ∈ ∆; ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè [x, t] ∈ Γ4, òî v = [x, t]2 ∈ ∆ è 〈v, x〉 ' A4, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2.5.10.

Òàêèì îáðàçîì, [x, t]6 = 1. Ïóñòü y = [x, t]2. Òîãäà 〈x, y〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì ýêñòðàñïåöèàëüíîé ãðóïïû 31+2. Ïî ïóíêòó (1), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y = 1.

Ïîýòîìó 〈x, y〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì K = 〈x, t | {t2, x3, (xt)6, [t, x]2}〉 '

2×A4. Åñëè Z(〈x, t〉) ñîäåðæèò èíâîëþöèþ, òî ïî ïóíêòó (1) îíà äîëæíà ñîâïàäàòü

ñ u, è òàêèì îáðàçîì [t, u] = 1, ÷òî è òðåáóåòñÿ. Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü 〈x, t〉 ' A4

ðàññìîòðåíà âûøå.

(4) Ëåììà ñëåäóåò èç ïóíêòà (3).

Çàìåòèì, ÷òî u è z ñîïðÿæåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, u, z ∈ CG(t) ïî (3). Òàêèì

îáðàçîì, ýëåìåíò uz ïîðÿäêà 7 öåíòðàëèçóåò t; ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.3. Ïóñòü a ∈ ∆ è (ab)3 = (bc)3 = 1. Òîãäà (ac)3 = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.4.1, çàìåòèì, ÷òî 〈a, b, c〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìî-

ìîðôíûì îáðàçîì

G(i) = 〈a, b, c | {a2, b2, c2, (ab)3, (bc)3, (ac)i, (ab · c)6, (ab · ac)6, (ab · acac)6}〉,

ãäå i ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |G(i)| äåëèò 6 åñëè i 6= 6.

Ïóñòü u = (ac)3. Â G(6) ïîðÿäîê bu ðàâåí 8, à ïîðÿäîê acb ·ca ðàâåí 36. Ïîýòîìó

ðàññìîòðèì ãðóïïó G = G(6)/〈(bu)4, (acb · ca)6〉. Â G èìååì 〈ab, cac〉 ' S4, îòêóäà ïî

ëåììå 4.4.1 ñëåäóåò, ÷òî (ab · cac)2 = 1. Ïîýòîìó ïîïàäàåì â ôàêòîð G/〈(abcac)2〉 '

31+2 : 2, ÿâëÿþùèéñÿ ãðóïïîé 3-òðàíñïîçèöèé. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.4. Èíâîëþöèÿ a ∈ ∆ íå èíâåðòèðóåò ýëåìåíòû ïîðÿäêà 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.

Ïî ëåììå 2.3.4 CG(a) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ èíâîëþöèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ëþáîãî b ∈ Γ2 ïîðÿäîê ab íå÷¼òåí è ∆ = Γ2 = aG.

Ðàññìîòðèì ãðàô Γ ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí ∆ è ð¼áðàìè ab äëÿ ab ∈ Γ3. Ïóñòü

∆b îáîçíà÷àåò åãî êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåðøèíó b ∈ ∆. Ïî

ëåììå 4.4.4 ∆b ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì.

Ïðåäïîëîæèì ∆a èìååò âåðøèíó b 6= a. Ïóñòü x = ab. Äîêàæåì, ÷òî CG(x)

ÿâëÿåòñÿ 3-ãðóïïîé. Äåéñòâèòåëüíî,

K = 〈a, b, c | {a2, b2, c2, [c, ab], (ab)r, (ac)s}〉 ' D2m,

ãäå m = (r, s) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, è a = b â K.

Ïóñòü c ∈ ∆ è d ∈ ∆c. Ïî óñëîâèþ (dx)6 = 1 è (ddx)p = 1. Ïî ëåììå 2.2.1

åñëè p ∈ {5, 7}, òî CG(x) ñîäåðæèò èíâîëþöèþ, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì,

p = 3 è dx ∈ ∆c. Ñëåäîâàòåëüíî, x íîðìàëèçóåò êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ∆b

ãðàôà Γ.

Ïóñòü y ∈ xG. Òîãäà y íîðìàëèçóåò ∆a. Ïîýòîìó 〈x, xy〉 ÿâëÿåòñÿ 3-ãðóïïîé. Âû-

÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî 〈x, y | {x3, y3, (xxy)3, [x, y]3, (xy)i}〉 ÿâëÿåòñÿ 3-ãðóïïîé

äëÿ i ∈ {4, 5, 6, 7}. Ñòàëî áûòü, 〈x, y〉 ÿâëÿåòñÿ 3-ãðóïïîé. Ïî ëåììå 2.1.2 x ∈ O3(G).

Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïîðÿäîê ïðîèçâåäå-

íèÿ äâóõ èíâîëþöèé íå÷¼òåí. Ýòî ñâîéñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå òîæäåñòâà,

ïîýòîìó îíî ñîõðàíÿåòñÿ â ãîìîìîðôíûõ îáðàçàõ G.
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Ðàññìîòðèì G = G/O3(G). Åñëè µ(G) = {3, 4, 5, 7}, òî G ' L3(4) ïî òåîðåìå 4,

è G ëîêàëüíî êîíå÷íà, âîïðåêè ëåììå 4.3.1.

Ïðåäïîëîæèì µ(G) = {4, 5, 7}. Òîãäà CG(a) ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé ïåðèîäà 4, ñî-

äåðæàùåé åäèíñòâåííóþ èíâîëþöèþ. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êî-

íå÷íàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó [99, 100], CG(a) êîíå÷íà.

Ïî òåîðåìå Øóíêîâà 1.3.1 G ëîêàëüíî êîíå÷íà. Ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7 G ëî-

êàëüíî êîíå÷íà, âîïðåêè ëåììå 4.3.1.

Òàêèì îáðàçîì, µ(G) = µ(G) è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Γ � ïóñòîé ãðàô. Äðóãèìè

ñëîâàìè, èíâîëþöèè èç ∆ íå ëåæàò â ïîäãðóïïàõ, èçîìîðôíûõ S3. Ïóñòü q ∈

Γ3, òàêîé ÷òî [q, a] = 1. Ðàññìîòðèì èíâîëþöèþ b ∈ Γ2, îòëè÷íóþ îò a. Òîãäà

bbq ∈ Γ5 ïî ëåììå 4.4.2, qb ∈ Γ6 è 〈q, b〉 ñîäåðæèò èíâîëþöèþ, öåíòðàëèçóþùóþ q.

Ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ 〈q, b〉 è (ab)5 = 1.

Ïîëîæèì äàëåå K = 〈∆〉, âîçüì¼ì r ∈ Γ4 è îòìåòèì, ÷òî Kr ⊆ Γ4 (ñì. ëåì-

ìó 2.3.1 è äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.1.1). Òàêèì îáðàçîì èK è G/K ñîäåðæàò

èíâîëþöèþ è íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4.

Âûáåðåì ýëåìåíò x ïîðÿäêà 3, òàêîé ÷òî a è x íå ïåðåñòàíîâî÷íû. Òîãäà 〈a, x〉 '

F150, è u = axa(x−1a)2 ∈ CG(x). Â C = CK(u) íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4, ïîýòîìó

C ' O3(C) × 〈u〉, è O3(C) áåñêîíå÷íà ïî ëåììå 4.3.2. Ïóñòü y ∈ O3(C), òàêîé ÷òî

〈y〉 6= 〈x〉 è [x, y] = 1. Ïóñòü z = xy. Âûáåðåì èíâîëþöèè v = aya(y−1a)2 ∈ CG(y)

è w = aza(z−1a)2 ∈ CG(z) â ãðóïïàõ 〈a, y〉 è 〈a, z〉 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó u, v ∈

CG(y) è u,w ∈ CG(z), ïîëó÷àåì u = v = w. Ñëåäîâàòåëüíî, L = 〈a, x, y〉 ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

K = 〈a, x, y | {a2, x3, y3, (ax)6, [a, x]5, (ay)6, [a, y]5, [x, y], (az)6, [a, z]5, uv, uw}〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî K êîíå÷íà è ñîäåðæèò ýëåìåíò axayx ïîðÿäêà 15.

Ñòàëî áûòü, L � ãîìîìîðôíûé îáðàç K(p) = K/〈(axayx)p〉, ãäå p ∈ {3, 5}. Âû÷èñ-

ëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â K(3) íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 5, à K(5) èçîìîðôíà F150,

ñëåäîâàòåëüíî 〈x〉 = 〈y〉; ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.5. Ïóñòü a ∈ ∆ èíâåðòèðóåò x ∈ Γ3. Òîãäà x ∈ O3(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b = ax. Ïî ëåììå 2.1.2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ



Ãëàâà 4. OC6 è OC7-ãðóïïû 83

ëþáîãî ýëåìåíòà y ïîðÿäêà 3 ïîðÿäîê xy äåëèò 3. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

R5 = {a2, b2, (ab)3, (ay)6, (aya)3, (by)6, (byb)3}.

Ïóñòü g = yya. Òîãäà g3 = 1 è [ga, g] = 1. Ïî ëåììàì 4.4.1, 4.4.2 è 4.4.4 âûïîë-

íåíû ñîîòíîøåíèÿ

R6 = {(bg)6, (bag)6, (bgb)3}.

Ïî ëåììå 4.4.3 (bag)3 = (abg)3 = 1. Ïîýòîìó ãðóïïà 〈a, b, g〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì

G(i, j) = 〈a, b, g | R5 ∪R6 ∪ {g3, [ga, g], (bag)3, (abg)3, (abg)i, (bag)j}〉,

ãäå i, j ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê G(i, j) äåëèò 35 · 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, (abg)3 = (bag)3 = 1.

Àíàëîãè÷íî äëÿ h = yyb ïîëó÷èì (abh)3 = (bah)3 = 1. Âûïèøåì èìåþùèåñÿ

ñîîòíîøåíèÿ:

R7 = {y3, (ay)6, (aya)3, (by)6, (byb)3, (bay)3, (aby)3, (abg)3, (bag)3, (abh)3, (bah)3}.

Ãðóïïà 〈a, b, y〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(i) = 〈a, b, y | R5 ∪R7 ∪ {(aby)i}〉,

ãäå i ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê G(i) äåëèò 37 · 2. Ëåììà

äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.6. Ïðåäïîëîæèì O3(G) 6= 1. Ïóñòü S̄ � íåòðèâèàëüíàÿ 2-ïîäãðóïïà

Ḡ = G/O3(G), S � å¼ ïîëíûé ïðîîáðàç â G è Γ2(S) ⊆ ∆(G). Òîãäà NḠ(S̄) íå

ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 5 èëè 7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: NḠ(S̄) ñîäåðæèò ýëåìåíò x̄ ïîðÿäêà

5 èëè 7. Åãî ïðîîáðàç x äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà O3(G)S̄ = S. Ãðóïïà S ëîêàëüíî

êîíå÷íà ïî òåîðåìå 2. Ïî òåîðåìå Øìèäòà 1.3.7 〈S, x〉 ëîêàëüíî êîíå÷íà. Âûáåðåì

â ãðóïïå S ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû a ïîðÿäêà 3 è b ïîðÿäêà, äåëÿùåãî 4. Òîãäà
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〈a, b, x〉 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà ñ äîïîëíåíèåì 〈x〉, ïðè÷¼ì 〈a, b〉 ëåæèò â

ÿäðå è ïîòîìó íèëüïîòåíòíà. Ñëåäîâàòåëüíî, [a, b] = 1 è S = O3(G)× S ′, ãäå S ′ �

íåòðèâèàëüíàÿ 2-ïîäãðóïïà. Âîçüì¼ì èíâîëþöèþ i èç S ′ è ïðîèçâîëüíûé y ∈ G.

Ýëåìåíòû i è iy öåíòðàëèçóþò O3(G) 6= 1, ñëåäîâàòåëüíî 〈i, iy〉 íå ñîäåðæèò ýëå-

ìåíòîâ ïîðÿäêà 5 èëè 7. Òàê êàê i ∈ ∆, òî ëþáîé ýëåìåíò ïîðÿäêà 3, êîòîðûé i

èíâåðòèðóåò, ïî ëåììå 4.4.5 äîëæåí ëåæàòü â O3(G), íî i öåíòðàëèçóåò O3(G). Ñëå-

äîâàòåëüíî, 〈i, iy〉 ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Ïî òåîðåìå 1 i ∈ O2(G), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ëåììå 4.3.3. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.3.1.

Ïóñòü a ∈ ∆ è x ∈ Γ3. Ïî ëåììàì 4.4.2 è 2.3.4 èìååì (aax)3 = 1.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Γ3 âûïîëíåíî a = ax. Òîãäà ëþáûå

äâà ýëåìåíòà èç aG ëåæàò â öåíòðàëèçàòîðå ýëåìåíòà ïîðÿäêà 3 è ïîðîæäàþò

2-ïîäãðóïïó. Ïî òåîðåìå 1 a ∈ O2(G), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 4.3.3.

Âûáåðåì x ∈ Γ3 òàêîé, ÷òî y = aax ∈ Γ3. Òîãäà y ∈ O3(G) ïî ëåììå 4.4.5.

Ðàññìîòðèì G = G/O3(G).

Åñëè µ(G) = {3, 4, 5, 7}, òî G ' L3(4) ïî òåîðåìå 4, è G ëîêàëüíî êîíå÷íà, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 4.3.1.

Ïðåäïîëîæèì ω(G) = ω(G). Òîãäà ā êîììóòèðóåò ñ Γ3(G) 6= 1 è, êàê ïîêàçàíî

âûøå, ëåæèò â O2(G). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 4.4.6.

Ïóñòü, íàêîíåö, µ(G) = {4, 5, 7}. Îáîçíà÷èì H = G, áóäåì îïóñêàòü ÷åðòó, è

ðàçîáü¼ì äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëüêî øàãîâ.

(1) Âñå èíâîëþöèè H ñîïðÿæåíû.

Ïî ñâîéñòâàì äèýäðàëüíûõ ãðóïï äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè b ∈ Γ2(H)

è [a, b] = 1, òî a è b ñîïðÿæåíû. Ïî ëåììå 4.4.6 〈∆〉 íå ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Ïî

òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ c, òàêàÿ ÷òî ïîðÿäîê ac ðàâåí 5 èëè 7. Ïîðÿäêè

bca è acab ÷¼òíû. Ïîýòîìó 〈a, b, c〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

Rp(i) = 〈a, b, c | {a2, b2, c2, [a, b], (ac)p, (bca)4, (acab)4, (abc)i}〉,

ãäå p ∈ {5, 7} è i ∈ {4, 5, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî R5(5) ' 24 : D10, R7(7) '

26 : D14, |Rp(i)| äåëèò 4 ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ïðè÷åì b ∈ ∆(R5(5))
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èëè ∆(R7(7)), ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 4.4.6.

(2) Ïóñòü X = X(a) = {x | x ∈ H, ax ∈ CH(a)}. Òîãäà x4 = 1 äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ïðåäïîëîæèì óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Òîãäà 〈a, x〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðà-

çîì

Rp = Rp(i1, i2, i3, i4) = 〈a, x | {a2, xp, [a, ax], (ax)i1 ,

(ax2)i2 , [a, x2]i3 , ((x2xa)2(xax2)−1)i4}〉,

ãäå p ∈ {5, 7} è i1, i2, i3, i4 ∈ {4, 5, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |Rp| ∈ {1, 2, p}

çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ ñëó÷àåâ: R5(5, 5, 4, 5) ' 24 : 5 è R7(7, 7, 4, 7) ' V : 7, ãäå

|V | = 212, êîòîðûå íåâîçìîæíû ïî ëåììå 4.4.6.

(3) Γ2(X \ CH(a)) = ∅. Â ÷àñòíîñòè, x2 ∈ CH(a) äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ïðåäïîëîæèì x ∈ Γ2(X \ CH(a)). Çàìåòèì, ÷òî aax ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé èç

CH(a). Ïî îïðåäåëåíèþ X è ïóíêòó (1) íàéä¼òñÿ y ∈ X, òàêîé ÷òî ay = aax.

Ïîñêîëüêó ayx = aax ∈ CH(a), òî yx ∈ X. Èç ïóíêòà (2) ñëåäóåò (xy)4 = 1 = (ayx)4

è (a(yx)2)4 = 1. Òàêèì îáðàçîì, 〈a, x, y〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

T (i1, i2) = 〈a, x, y | {a2, x2, y4, (ax)4, (xy)4, (ayx)4, (a(yx)2)4, ayaax, (xy2)i1 , (axyay2)i2}〉,

ãäå i1, i2 ∈ {4, 5, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå òàêèå ãðóïïû êîíå÷íû, è âî

âñåõ íèõ a = 1, ïðîòèâîðå÷èå.

(4) Åñëè x, y ∈ Γ2(H) è (xy)4 = 1, òî (xy)2 = 1. Â ÷àñòíîñòè, J = 〈Γ2(CH(a))〉

ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà.

Ïóñòü (xy)4 = 1, òîãäà xy ∈ CH(x) è ñòàëî áûòü y ∈ X(x). Ïî ïóíêòó (3)

ïîëó÷àåì y ∈ CH(x).

(5) Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ èíâîëþöèÿ, ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ñ a. Ïî ïóíêòó (1) x = ag

è ax = ah äëÿ g, h ∈ X(a). Ïî ïóíêòó (4) g, h ∈ NH(J). Ïî ëåììå 4.4.6 ãðóïïà

NH(J) èìååò ïåðèîä 4 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé ïî ëåììå

1.3.4. Òàêèì îáðàçîì, L = 〈a, g, h〉 êîíå÷íà è íèëüïîòåíòíà, ïðè÷¼ì

ah = ax = aag = [a, g] ∈ [L, a],
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÷òî íåâîçìîæíî â íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå L (äëÿ a 6= 1). Ïðîòèâîðå÷èå. Ïðåäëîæå-

íèå 4.3.1 äîêàçàíî.

4.5 Î ãðóïïàõ ïåðèîäà 42

Öåëü íàñòîÿùåãî ðàçäåëà � âîñïîëüçîâàòüñÿ èìåþùèìèñÿ ðåçóëüòàòàìè, îò-

âëå÷üñÿ îò OCn-ãðóïï è äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü µ(G) = {6, 7}. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ëîêàëüíî êî-

íå÷íîé ãðóïïû ïîñðåäñòâîì ãðóïïû áåç èíâîëþöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî O3(G) = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ω(G/O3(G)) 6= ω(G), òî ëèáî G/O3(G) ëîêàëüíî êîíå÷íà,

ëèáî ïåðèîä G/O3,2(G) íå÷¼òåí [98, Òåîðåìà 2]. Ãðóïïû O3(G) è O3,2(G) ëîêàëüíî

êîíå÷íû ïî ëåììå 1.3.5. Â ïåðâîì ñëó÷àå ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü ãðóïïû G òåïåðü

ñëåäóåò èç òåîðåìû Øìèäòà 1.3.7, à âî âòîðîì ñëó÷àå çàêëþ÷åíèå òåîðåìû î÷å-

âèäíî.

2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ A4.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5.1 O2(G) 6= 1. Îáîçíà÷èì H = O2,3(G).

Äîïóñòèì, â G/H åñòü ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ A4. Ïóñòü tH � èíâîëþöèÿ èç

ýòîé ïîäãðóïïû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t � èíâîëþöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè t ∈ Γ6,

òî t2 ∈ H è tH = t3H.

Ïóñòü s � èíâîëþöèÿ èç O2(G), òîãäà (ts)2 = sts ∈ O2(G), ñëåäîâàòåëüíî

(ts)2 = 1. Ïîñêîëüêó t 6∈ O2(G), òî ïîðÿäîê tr íå äåëèò 2 äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ tG.

Òàê êàê [t, s] = [r, s] = 1, òî ìîæíî ñ÷èòàòü tr ∈ Γ3. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5.1 tH ∈

O2(G/H), îòêóäà x = (tr)2 � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3, ëåæàùèé â H è öåíòðàëèçóþùèé

O2(G). Ïîñêîëüêó H íîðìàëüíà â G, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà Op(H) ëåæèò

â Op(G) äëÿ ïðîñòîãî p. Ïî 1) O3(H) = 1 è ïî ëåììå 4.6.1 x ∈ CH(O2(H)) ≤ O2(H),

ïðîòèâîðå÷èå.

Ãðóïïà H ëîêàëüíî êîíå÷íà ïî ëåììå 1.3.5. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G/H ñîäåð-

æèò èíâîëþöèþ è ýëåìåíò ïîðÿäêà 7. Åñëè ω(G/H) 6= ω(G), òî ìîæíî ïîâòîðèòü



Ãëàâà 4. OC6 è OC7-ãðóïïû 87

ðàññóæäåíèÿ ïåðâîãî ïóíêòà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ω(G/H) = ω(G)

è çàìåíèòü G íà G/H.

3. Ïóñòü òåïåðü ω(G) = {6, 7}, G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï èçîìîðôíûõ A4,

O3(G) = 1 è G íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé.

Ïî ëåììå 4.4.2 G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï èçîìîðôíûõ F42, à ïî ëåììå 4.4.5 �

ïîäãðóïï èçîìîðôíûõ S3. Ïî ëåììå 2.2.1 ëþáàÿ èíâîëþöèÿ è ëþáîé ýëåìåíò ïî-

ðÿäêà 3 ïåðåñòàíîâî÷íû. Ïîñêîëüêó G ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 è íå ñîäåðæèò

ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 21, ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ èíâîëþöèé íå ðàâåí 7. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ëþáûå äâå èíâîëþöèè ïåðåñòàíîâî÷íû. Ïîýòîìó èíâîëþöèè ïîðîæäàþò

íîðìàëüíóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ 2-ïîäãðóïïó. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.6 Ñèììåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 4.1.1 è 4.3.1 ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 8 è 9 ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ω(H) ⊆

ω(G), è èçîìîðôíà ãðóïïå èç ñëåäóþùåãî ñïèñêà

A6, A7, S5, S6, L3(2), L3(4).

Ñîãëàñíî ñïèñêó, äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî øàãîâ. Íà îïðå-

äåëåííîì øàãå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H èç ñïèñêà, è ëèáî

âûâîäèì, ÷òî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó áîëüøåãî ïîðÿäêà èç òîãî æå ñïèñêà, ëèáî

ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëåììîé 4.3.2 (ñîîòâåòñòâåííî 4.1.1). Ýòà ñòðàòåãèÿ

ðåàëèçóåòñÿ â ñëåäóþùèõ íåñêîëüêèõ ðàçäåëàõ äèññåðòàöèè.

Âûáðàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïîçâîëÿåò âåñòè äàëåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 8 è 9 îä-

íîâðåìåííî. Ïóñòü äàëåå G � êîíòðïðèìåð, â ÷àñòíîñòè, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ G íå

ïðåâîñõîäÿò 7.

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñàííàÿ âûøå ñòðàòåãèÿ ðåàëèçîâàíà äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ

è çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï èç ñïèñêà.

Ëåììà 4.6.1. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóï-

ïà è Op′(G) = 1, òî CG(Op(G)) ⊆ Op(G).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü H = Op(G) è C = CG(H). Òî-

ãäà C E G è, òàêèì îáðàçîì, Op′(C) = 1. Çàìåòèì, ÷òî Op(C) = C
⋂
H ≤ Z(C).

Åñëè Op,p′(C) = Op(C), òî C = Op(C) è ëåììà âåðíà. Ïîýòîìó Op,p′(C) 6= Op(C).

Âûáåðåì L E G òàê, ÷òî Op(C) < L ≤ Op,p′(C), è L/Op(C) àáåëåâà. Òîãäà L

íèëüïîòåíòíà è ñòàëî áûòü Op′(C) 6= 1, ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.6.2. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G, èçîìîðôíàÿ S4, è V = O2(H). Ïðåäïî-

ëîæèì òàêæå, ÷òî c � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 èç H, s � èíâîëþöèÿ èç H, èíâåð-

òèðóþùàÿ c, v ∈ H è 〈v〉 = CV (s). Ïîëîæèì V1 = 〈s, v〉, è S = V V1 � ñèëîâñêàÿ

2-ïîäãðóïïà H. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. C = CG(V ) = V , S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà G, N = CG(v) � ðàñøèðåíèå

ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 3-ãðóïïû R ïîñðåäñòâîì S, è [R, s] = 1.

2. H íîðìàëèçóåò íåòðèâèàëüíóþ öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó. Áîëåå òîãî, åñëè

〈V, c〉 ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå, èçîìîðôíîé A5, òî ëèáî H íîðìàëèçóåò

öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 2, ëèáî 〈V, c〉 ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå, èçî-

ìîðôíîé A7.

3. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïàW ïîðÿäêà 4 èç C, òàêàÿ ÷òî

W 6≤ H, H ≤ NG(W ) è c äåéñòâóåò íà W áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî C = V . Òîãäà NG(V ) = H. Åñëè

ïðè ýòîì S íå ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé â G, òî NG(S) � äèýäðàëüíàÿ èëè

ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 16, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà

8. Ïîýòîìó S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â G. Ïî [101, Ïðåäëîæåíèå 6] âñå ñèëîâñêèå

2-ïîäãðóïïû G êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû.

Ïóñòü N = CG(v). Ïî òåîðåìå 2 N ëîêàëüíî êîíå÷íà, à ïî ëåììå 1.3.1 áåñ-

êîíå÷íà. Åñëè CN(O2(N)) ≤ O2(N), òî ïîñêîëüêó O2(N) êîíå÷íà, ëåììà 4.6.1

ïîêàçûâàåò, ÷òî R = O3(N) 6= 1. Òàê êàê CR(V ) = 1, òî R � ýëåìåíòàðíàÿ àáå-

ëåâà 3-ãðóïïà, êîòîðóþ èíâåðòèðóåò íåêîòîðàÿ èíâîëþöèÿ w ∈ V . Ïîñêîëüêó ws

� ýëåìåíò ïîðÿäêà 4, êîòîðûé íå ìîæåò öåíòðàëèçîâàòü íè îäèí íåòðèâèàëüíûé



Ãëàâà 4. OC6 è OC7-ãðóïïû 89

ýëåìåíò â R, òî èíâîëþöèÿ s öåíòðàëèçóåò R. Òî, ÷òî N = RS, î÷åâèäíî. Òàêèì

îáðàçîì, åñëè C = V , òî âûïîëíåí ïóíêò (1).

Ïóñòü C 6= V . Î÷åâèäíî, H íîðìàëèçóåò C. Åñëè CC(c) 6= 1, òî H íîðìàëèçóåò

íåòðèâèàëüíóþ öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî 〈V, c〉 ñîäåðæèòñÿ

â ïîäãðóïïå K, èçîìîðôíîé A5, è CC(c) ñîäåðæèò ýëåìåíò t ïîðÿäêà 3. Òîãäà

ãðóïïà 〈K, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(i1, i2) = 〈a, b, c, t | a3, b3, c3, (ab)2, (ac)2, (bc)2, t3, ata−1, btb−1, (ct)i1 , (abct)i2〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(5, 7) ' A7 è G(6, 5) ' A5. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ

i1, i2 ∈ {4, 5, 6, 7} ïîðÿäîê |G(i1, i2)| ≤ 4, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî CC(c) � s-èíâàðèàíòíàÿ 2-ïîäãðóïïà, è ñòàëî áûòü ñîäåðæèò èíâî-

ëþöèþ t òàêóþ ÷òî ts = t, è âûïîëíåí ïóíêò (2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C 6= V è CC(c) = 1. Òîãäà C � 2-ãðóïïà è ïî [48, Ëåììà

2] 〈A,Ac, Ac2〉 = 〈A,Ac〉 � àáåëåâà ãðóïïà äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû A èç

C. Åñëè â C ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ t, íå ëåæàùàÿ â V , òî (tts)2 = (ts)4 = 1,

ïîýòîìó [t, ts] = 1. Òàêèì îáðàçîì, U = 〈t, ts, V 〉 � èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî

s ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà áîëüøåãî ÷åòûð¼õ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî U

ñîäåðæèò èíâîëþöèþ z 6∈ V , äëÿ êîòîðîé zs = z. Ïóñòü W = 〈z, zr〉. Òîãäà W

� èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî c ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 èç C.

Êðîìå òîãî, W èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî s. Äåéñòâèòåëüíî, (zc)s = zsc
2

= zc
2 ∈

W . Òàêèì îáðàçîì äëÿ W âûïîëíåí ïóíêò (3).

Åñëè æå Ω(C) = V , òî ïóñòüW/V � ìèíèìàëüíàÿ 〈c, s〉-èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóï-

ïà èç C/V . ßñíî, ÷òî |W/V | = 4 è W � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ öèêëè÷åñêèõ

ãðóïï ïîðÿäêà 4. Ïóñòü g � ýëåìåíò ïîðÿäêà 4 èç W , äëÿ êîòîðîãî gsW 6= gV . Òî-

ãäà (gs)2 = ggs 6∈ V è ïîýòîìó (gs)2 � ýëåìåíò ïîðÿäêà 4, à gs � ýëåìåíò ïîðÿäêà

8, ÷òî íåâîçìîæíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.6.3. Ïóñòü H = 〈x, y, t〉 � ïîäãðóïïà â G, è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

σ = {x2, y2, t2, (xy)5, (xt)2}.

Åñëè (yt)7 6= 1, òî 7 6∈ ω(H) è ëèáî H èçîìîðôíà S5 èëè S6, ëèáî âûïîëíÿþòñÿ
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ñîîòíîøåíèÿ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

τ1 = {(yt)6, (xyt)5, ((xyt)2y)6, (x(yt)2)5},

τ2 = {(yt)5, (xyt)6, ((xyt)2y)6, (x(yt)2)5},

τ3 = {(yt)4, (xyt)5},

τ4 = {(yt)5, (xyt)4}.

Áîëåå òîãî,

〈x, y, t | σ ∪ τ1〉 ' 〈x, y, t | σ ∪ τ2〉 ' 24 : A5,

〈x, y, t | σ ∪ τ3〉 ' 〈x, y, t | σ ∪ τ4〉 ' 24 : D10.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà 〈x, y, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2, i3, i4) = 〈x, y, t | σ ∪ {(yt)i1 , (xyt)i2 , ((xyt)2y)i3 , (x(yt)2)i4}〉,

ãäå i1 ∈ {4, 5, 6}, è i2, i3, i4 ∈ {4, 5, 6, 7}.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òîG(4, 6, 5, 6) ' G(6, 4, 5, 6) ' S5, èG(6, 6, 5, 4) ' S6,

ïðè ýòîì îñòàëüíûå íåòðèâèàëüíûå ñëó÷àè ïåðå÷èñëåíû â ëåììå.

Ëåììà 4.6.4. Åñëè G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H, èçîìîðôíóþ A6, òî G ñîäåðæèò

ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ S6, A7, èëè L3(4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîæäåñòâèì H ñ A6 è ïîëîæèì a = (1, 2, 3), b = (1, 2, 4), c =

(1, 2, 5) è d = (1, 2, 6). Òîãäà a, b, c, d ïîðîæäàþò A6 è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì

ñîîòíîøåíèÿì:

A = {a3, b3, c3, d3, (ab)2, (ac)2, (ad)2, (bc)2, (bd)2, (cd)2}.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò A6. Òàêæå ïîëîæèì x = ac = (1, 5)(2, 3), y = cd =

(1, 6)(2, 5) è z = ab = (1, 5)(2, 3).

Ïóñòü V = 〈x, xa〉, s = xabcad = (2, 5)(4, 6), òîãäà NH(V ) = V 〈c, s〉 ' V S3 ' S4.

Âûáåðåì V1 êàê â ëåììå 4.6.2. Åñëè CG(V ) = V , òî ïî ëåììå 4.6.2 CG(V1) >

V1. Ñòàëî áûòü, ïîñêîëüêó âñå èíâîëþöèè â H ñîïðÿæåíû, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

CG(V ) > V .
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Ïî ëåììå 4.6.2 ëèáî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ A7, ëèáî èìååò ìåñòî

îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(1) Íàéä¼òñÿ èíâîëþöèÿ t ∈ Γ2(G)\H, öåíòðàëèçóþùàÿ NH(V ), äðóãèìè ñëî-

âàìè, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

R1 = {t2, [c, t], [x, t], [xa, t], [s, t]}.

Çàìåòèì, ÷òî xz ∈ Γ3, ïîýòîìó ïîðÿäîê tz íå ðàâåí 7 ïî ëåììå 2.2.2. Äîêàæåì,

÷òî 〈H, t〉 ' S6, áîëåå òîãî t ' (4, 6) ïðè åñòåñòâåííîì âëîæåíèè H.

Çàìåòèì, ÷òî 〈H, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(j, i1, i2, i3, i4, i5, i6), îïðåäåë¼ííîé êàê

〈a, b, c, d, t | A ∪R1 ∪ {(tz)j, (at)i1 , (bt)i2 , (dt)i3 , (abdt)i4 , (abcdt)i5 , (abcdt)i6}〉,

ãäå x = ac, z = ab, è s = xabcad. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ {4, 5, 6}

è i1, ...i6 ∈ {4, 5, 6, 7} ïîðÿäîê G(j, i1, . . . , i6) êîíå÷åí è áîëüøå |A6| òîëüêî â ñëó÷àå

G(6, 6, 4, 4, 6, 6, 6) ' S6. Âû÷èñëåíèÿ â ãðóïïå S6 ïîêàçûâàþò, ÷òî t ' (4, 6), êàê è

òðåáîâàëîñü.

(2) Íàéä¼òñÿ èíâîëþöèÿ t ∈ Γ2(G)\H, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

R2 = {t2, [x, t], [xa, t], (tc)3}.

Äîêàæåì, ÷òî 〈H, t〉 ' L3(4).

Çàìåòèì, ÷òî H1 = 〈x, y, t〉 è H2 = 〈xa, z, t〉 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû

4.6.3, ïîýòîìó âûäåëèì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ýòè ïîäãðóïïû:

ψ1(i1, i2, i3, i4) = {(yt)i1 , (xyt)i2 , ((xyt)2y)i3 , (x(yt)2)i4},

ψ2(j1, j2, j3, j4) = {(zt)j1 , (xazt)j2 , ((xazt)2z)j3 , (xa(zt)2)j4}.

Òàêèì îáðàçîì, 〈H, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2, i3, i4, j1, j2, j3, j4) = 〈a, b, c, d, t | A ∪R2 ∪ ψ1 ∪ ψ2〉.

Ïî ëåììå 4.6.3 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (i1, i2) 6= (6, 6) 6= (j1, j2), è

i1, i2, i3, i4, j1, j2, j3, j4 ∈ {4, 5, 6}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ âñåõ òàêèõ ïàðà-

ìåòðîâ èíäåêñ 〈a, b, c, d〉 êîíå÷åí; áîëåå òîãî, 〈H, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

îäíîé èç ãðóïï {L3(4), 25 : 24 : A6, 2.L3(4))}.
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Îòìåòèì, ÷òî L3(4) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

A ∪R2 ∪ {(at)3, (bt)5, (ct)3, (dt)3, (abt)5}.

Ëåììà 4.6.5. Åñëè G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H, èçîìîðôíóþ S5, òî G ñîäåðæèò

ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ S6 èëè A7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Îòîæäåñòâèì H ñ S5 è ïîëîæèì a =

(1, 2), b = (2, 3), c = (3, 4), d = (4, 5). Òîãäà a, b, c, d ïîðîæäàþò S5 è óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

B = {a2, b2, c2, d2, (ab)3, (ac)2, (ad)2, (bc)3, (bd)2, (cd)3}.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò S5. Òàêæå ïîëîæèì x = ab, u = ac, v = ux, è

V = 〈u, v〉. Òîãäà NH(V ) = V 〈a, b〉 ' V S3 ' S4.

Ïî ëåììå 4.6.2 íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ:

(1) Íàéä¼òñÿ t ∈ Γ3, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

R3 = {t3, [t, a], [t, c], (t(abc)2)2}.

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó K = 〈a, b, c〉 ' S4 â H. Òîãäà 〈K, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðô-

íûì îáðàçîì ãðóïïû

G(i1, i2) = 〈a, b, c, t | R3 ∪ {a2, b2, c2, (ab)3, (ac)2, (bc)3, (bt)i1 , (abt)i2}〉,

ãäå i1, i2 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(5, 7) ' A7 è |G(i1, i2)| ≤ 24,

åñëè (i1, i2) 6= (5, 7).

(2) Íàéä¼òñÿ t ∈ Γ2, òàêîé ÷òî [t, V ] = [t, x] = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå 〈H, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

G(i1, i2, i3, i4) = 〈a, b, c, d, t | B ∪ {t2, (tu)2, (tv)2, ttx,

(abct)i1 , (adt)i2 , (abcdt)i3 , ((dt)2c)i4}〉.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ ãðóïï äîñòàòî÷íî áîëüøèå. Íàïðèìåð,

G(4, 4, 5, 4) ' 28 : S5, G(4, 4, 5, 5) ' O5(3), G(4, 6, 6, 4) ' A6 : D8, G(4, 6, 6, 5) '

2× A8.
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(3) Íàéä¼òñÿ t ∈ Γ2, òàêîé ÷òî [t, V ] = 1 è (tx)3 = 1, ò.å. âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ

R4 = {t2, (tu)2, (tv)2, (tx)3}.

Â ýòîì ñëó÷àå 〈H, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû

〈a, b, c, d, t | B ∪R4 ∪ {(at)j1 , (ct)j2 , (bt)i1 ,

(dt)i2 , (abct)i3 , (bdt)i4 , ((bcd)2t)i5 , (adt)i6 , (abcdt)i7}〉,

ãäå j1, j2 ∈ {4, 6}, ïîñêîëüêó a, c ∈ CG(u).

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ãðóïïû êîíå÷íû äëÿ âñåõ

i1, ..., i7 ∈ {4, 5, 6, 7}.

Ëåììà 4.6.6. G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ S6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëæèì ïðîòèâíîå è îòîæäåñòâèì H ñ S6. Îáîçíà÷èì

a = (12), b = (23), c = (34), d = (45), e = (56). Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

D1 = {a2, b2, c2, d2, e2, (ab)3, (ac)2, (ad)2, (ae)2, (bc)3, (bd)2, (be)2, (cd)3, (ce)2, (de)3}.

Ïîëîæèì r = ab, v = ac, V = 〈v, vr〉. Òîãäà R = 〈a, b, c〉 = V S, ãäå S = 〈a, b〉 =

S3. Ïðè ýòîì V � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà, èíâàðèàíòíàÿ â R.

Ïîëîæèì C = CH(e). Òîãäà C = 〈a, b, c, e〉 = R × 〈e〉. Ïóñòü D = CG(e). Ïî

òåîðåìå 2 è ëåììå 4.3.2 D ëîêàëüíî êîíå÷íà è áåñêîíå÷íà.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî O3(D) 6= 1. Ïîñêîëüêó 9 6∈ ω(G), òî V öåíòðàëèçóåò

O3(D) ïî [102, Ëåììà 7].

Ïóñòü D0 = CO3(D)(r). Î÷åâèäíî, D0 6= 1 è D0 R-èíâàðèàíòíà. Ïîñêîëüêó 12 6∈

ω(G), òî a, b, c äåéñòâóþò áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïî [48, Ëåììà 5] èíâåðòèðóþò

D0. Ïóñòü t � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 èç D0. Òîãäà t óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

P1 = {t3, (at)2, (bt)2, (ct)2, [ab, t]}.

Ïóñòü òåïåðü O3(D) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå F = O2(D) 6= 1. Åñëè F êîíå÷íà,

òî D/CD(F ) � ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû Aut(F ), ïîýòîìó CD(F ) � áåñêîíå÷-

íàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿñÿ â F ïî ëåììå 4.6.1; ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, F

áåñêîíå÷íà. Â ÷àñòíîñòè, F · (V × 〈e〉) 6= V × 〈e〉.
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ÏîëîæèìW = V×〈e〉. Äîêàæåì, ÷òî CFW (W ) 6= W , ÷òî òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü

êàê ñëåäñòâèå ê [103, Òåîðåìà 2]. Ïóñòü W ≤ U ≤ FW è |U | = 255. Ïóñòü A �

ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà U . Òàê êàê CU(A) = A, òî |A| ≥ 210

è |Ω(A)| ≥ 25. Ïóñòü B = Ω1(A). Î÷åâèäíî, ÷òî 1 6= B ∩ W . Åñëè W ≤ B, òî

äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü W 6≤ B è w ∈ W\CB(W ). Òîãäà ïîðÿäîê C = CB(w) íå

ìåíüøå 8. Åñëè W öåíòðàëèçóåò C, òî CW � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ïîäãðóïïà,

ïîðÿäîê êîòîðîé áîëüøå 8. Åñëè æåW íå öåíòðàëèçóåò C, òî |W∩B| = 2, |W∩C| =

2 è |CC(W )| ≥ 4, ò.å. CC(W )W � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà íå

ìåíüøåãî 16.

Ïóñòü W < U 6 CFW (W ) è S äåéñòâóåò íåïðèâîäèìî íà U/W = U .

Åñëè |U | = 2, òî |U | = 4. Ïóñòü t ∈ U \ 〈e〉. Î÷åâèäíî, [t, a] = [t, b] = [t, c] = eα,

ãäå α = 0 èëè α = 1. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ:

P2 = {t2, [a, t], [b, t], [c, t]},

P3 = {t2, [a, t]e, [b, t]e, [c, t]e},

P4 = {t2e, [a, t], [b, t], [c, t]},

P5 = {t2e, [a, t]e, [b, t]e, [c, t]}.

Ïóñòü |U | = 4. Òîãäà U/V ëèáî ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà, ëèáî ãðóïïà êâàòåðíè-

îíîâ ïîðÿäêà 8. Âî âòîðîì ñëó÷àå US/V ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 8, ÷òî íåâîç-

ìîæíî. Òàê êàê U/〈e〉 òîæå ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà, òî U ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïî

òåîðåìå Ðåìàêà [105, Òåîðåìà 4.3.9].

Òàê êàê |CU(a)| = 8, òî ñóùåñòâóåò t ∈ CU(a) \W . Ïîäãðóïïà A = 〈t, tr, tr2〉

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî R è ttr · tr2 ∈ CU(r) = 〈e〉. Åñëè ttr · tr2 6= 1, òî çàìåíèì

t íà ýëåìåíò èç CA(t) ∩ [A, r]. Â ýòîì ñëó÷àå ttrtr
2

= 1 è 〈t, tr〉 � R-èíâàðèàíòíàÿ

ãðóïïà ïîðÿäêà 4.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

P6 = {(at)2, (bt)4, (ct)4, (abt)3, (act)2, (bct)3}.

Òàêæå ïîëîæèì

D2 = {[e, t], (td)i1 , (tcd)i2 , (ted)i3 , (tad)i4 , (tbd)i5 , (tabd)i6 , (tbcd)i7}.
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Òîãäà 〈H, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

〈a, b, c, d, e, t | D1 ∪ Pi ∪D2〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà ãðóïïà êîíå÷íà äëÿ âñåõ i1, . . . , i7 ∈ {4, 5, 6, 7}, è

i ∈ {1, . . . , 6}. Îòñþäà ñëåäóåò çàêëþ÷åíèå ëåììû.

Â ñëåäóþùåé ëåììå äîêàçûâàåò, ÷òî åñòü òîëüêî îäèí åñòåñòâåííûé ñïîñîá

�ñêëåèòü� âìåñòå äâå ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå A6, ñ îáùåé ïîäãðóïïîé, èçîìîðô-

íîé A5. Íèæå ∼ îáîçíà÷àåò èçîìîðôèçì.

Ëåììà 4.6.1. Ïðåäïîëîæèì a ∼ (1, 2, 3), b ∼ (1, 2, 4), c ∼ (1, 2, 5), d ∼ (1, 2, 6) �

ýëåìåíòû G, ïîðîæäàþùèå ïîäãðóïïó H ∼ A6. Ïðåäïîëîæèì t ∼ (1, 2, 6′) òàêîé,

÷òî 〈a, b, c, t〉 � äðóãàÿ ïîäãðóïïà G, èçîìîðôíàÿ A6 (t 6∈ H). Òîãäà 〈a, b, c, d, t〉 '

A7 è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t ∼ (1, 2, 7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

a1 = bc−1b−1db−1d−1 ' (4, 5, 6), a2 = bc−1b−1tb−1t−1 ∈ CG(a),

b1 = ad−1a−1ca−1c−1 ' (3, 6, 5), b2 = at−1a−1ca−1c−1 ∈ CG(b),

c1 = ad−1a−1ba−1b−1 ' (3, 6, 4), c2 = at−1a−1ba−1b−1 ∈ CG(c),

è ïîýòîìó â G âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Rc = {(a1a2)6, (b1b2)6, (c1c2)6}.

Ïóñòü

F5 = {a3, b3, c3, (ab)2, (bc)2, (ac)2},

F1 = {d3, (ad)2, (bd)2, (cd)2},

F2 = {t3, (at)2, (bt)2, (ct)2}.

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ F5 îïðåäåëÿþò 〈a, b, c〉 ' A5, ñîîòíîøåíèÿ F1 ∪ F5 è F2 ∪ F5

îïðåäåëÿþò äâå ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå A6. Ïîýòîìó 〈a, b, c, d, t〉

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

K = K(i1, i2, i3, i4, i5) = 〈a, b, c, d, t | F1 ∪ F2 ∪ F5 ∪Rc∪

{(td)i1 , (abcdt)i2 , [t, d]i3 , (t−1d)i4 , (adt)i5}〉.
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Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè i1, i2, i3, i4 ∈ {4, 5, 6, 7} è i5 ∈ {4, 5, 6}, òî |K :

〈a, b, c〉| äåëèò 42. Åñëè i5 = 7, òî 〈a, b, c, d, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

K = K(i1, i2, i3, i4, 7)/〈((ad)tad)4 = 1〉

ïî ëåììå 2.2.1, è âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ âñåõ i1, i2, i3, i4 ∈ {4, 5, 6, 7}

èíäåêñ 〈a, b, c〉 â K òðèâèàëåí.

Ëåììà 4.6.2. G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ A7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è îòîæäåñòâèì H ñ A7. Ïóñòü u =

(1, 2)(3, 4), v = (1, 3)(2, 4), w = (1, 2)(6, 7). Îáîçíà÷èì U = 〈u, v〉, V = 〈u,w〉 è

áóäåì èñïîëüçîâàòü òå æå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èõ èçîìîðôíûõ îáðàçîâ â A7. Òîãäà

S = UV � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà H. Çàìåòèì, ÷òî

CA7(U) = U × 〈(5, 6, 7)〉 è CA7(V ) = V,

NA7(U) = S4 × 〈(5, 6, 7)〉 è NA7(V ) = S4,

çäåñü x = (1, 3, 6)(2, 4, 7) ∈ NA7(V ), xv = x−1, ux = (3, 4)(6, 7) = uw.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ è U è V íîðìàëüíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðóïïàõ H,

èçîìîðôíûõ S4, ïðèìåíåíèå ëåììû 4.6.2 ê íèì äàñò ðàçëè÷íûå ýôôåêòû. Ýòî

íàáëþäåíèå âìåñòå ñ òåì ôàêòîì, ÷òî âñå èíâîëþöèè A7 ñîïðÿæåíû � êëþ÷ ê

äîêàçàòåëüñòâó.

Ïðèìåíèì ëåììó 4.6.2 ê ïîäãðóïïå K = 〈v, w, x〉 ' S4, òàêîé ÷òî O2(K) = V ,

è ðàññìîòðèì ñëó÷àè èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû.

(1) CG(V ) = V , S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà G, CG(u) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 3-ãðóïïû Q ïîñðåäñòâîì S è [Q, v] = 1.

Óäîáíî çàäàâàòü H ïîðîæäàþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè òàê, êàê

îíà ïîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå 2 ëåììû 4.6.2, ïðèìåí¼ííîé ê ïîäãðóïïå 〈U, (1, 2, 3)〉,

èçîìîðôíîé S4. Â òåðìèíàõ îòîæäåñòâëåíèÿ H ∼ A7 âûáåðåì

a ∼ (1, 2, 3), b ∼ (1, 2, 4), c ∼ (1, 2, 5), d ∼ (5, 6, 7).

Äðóãèìè ñëîâàìè, çàôèêñèðóåì ýëåìåíòû a, b, c, d èç G, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿ-

þò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

RH = {a3, b3, c3, d3, (ab)2, (bc)2, (ac)2, [a, d], [b, d], (dc)5, (abcd)7}
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è ïîðîæäàþò H ' A7, ãäå u = [a, b] = (1, 2)(3, 4). Òîãäà d ∈ Q. Ïîñêîëüêó Q

áåñêîíå÷íà ïî ëåììå 1.3.1, òî íàéä¼òñÿ t ∈ Q, òàêàÿ ÷òî t 6∈ H.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t öåíòðàëèçóåò a è b. Äåéñòâèòåëüíî, P = 〈a, b, t〉 � êîíå÷-

íàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è V ⊆ O2(P ). Åñëè z ∈ Z(O2(P )), òî z ∈ CG(U), è ñòàëî

áûòü z ∈ S; êðîìå òîãî z ∈ CG(v), è ïîýòîìó z ∈ V . Òàêèì îáðàçîì, V = O2(P ).

Åñëè O3(P ) = 1, òî t ∈ CP (V ) ⊆ V ; ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü 1 6= f ∈ O3(P ), òîãäà â

êà÷åñòâå t ìîæíî âûáðàòü öåíòðàëüíûé ýëåìåíò èç 3-ïîäãðóïïû 〈f, a〉.

Ïî ëåììå 4.6.2 〈a, b, c, t〉 ' A7, áîëåå òîãî t �ðàñïîëîæåí� â ýòîé ãðóïïå òàêæå,

êàê d �ðàñïîëîæåí� â H (t ∼ (5, 6, 7′)), ò.å. âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Rt = {t3, [t, a], [t, b], (tc)5, (abct)7}.

Çàìåòèì, ÷òî 〈a, b, c, d, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2, i3) = 〈a, b, c, d, t | RH ∪Rt ∪ {[d, t], (tdc)i1 , (tdc)i2 , (abcdt)i3}〉,

ãäå i1, i2, i3 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(5, 6, 7) ' 36 : A7, ÷òî

íåâîçìîæíî, è |G(i1, i2, i3)| ≤ |A7| äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

(2) CG(V ) > V .

Ïðåæäå âñåãî çàïèøåì ïîäñòàíîâêè, óïîìÿíóòûå âûøå, â âèäå ñëîâ îò ïîðîæ-

äàþùèõ:

x = bac(dc)2, v = a−1b−1, u = va, w = uux.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ, ÷òîáû ñëåäîâàòü ëåììå 4.6.4:

a1 = x, c1 = xvw, b1 = xabcadc, d1 = xabc
−1d−1c, x1 = a1c1, y1 = c1d1, z1 = a1b1,

òàêæå ïîëîæèì s = uv, r = [c, d].

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

A1 = {a3
1, b

3
1, c

3
1, d

3
1, (a1b1)2, (a1c1)2, (a1d1)2, (b1c1)2, (b1d1)2, (c1d1)2}.

Áîëåå òîãî, x1 = a1c1 = u, V = 〈u, ua1〉, s = uv = (1, 4)(2, 3), è cs1 = c−1
1 .

Ïî ëåììå 4.6.4 äëÿ 〈a1, b1, c1, d1〉 ' A6 íàéä¼òñÿ t ∈ G, òàêîé ÷òî èìååò ìåñòî

îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
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2.1) 〈a1, b1, c1, d1, t〉 ' S6, è çàêëþ÷åíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 4.6.6.

2.2) 〈a1, b1, c1, d1, t〉 ' L3(4).

Îòìåòèì, ÷òî a, b ∈ 〈a1, b1, c1, d1〉 è íàéä¼òñÿ èíâîëþöèÿ f ∈ 〈a1, b1, c1, d1, t〉 '

L3(4), òàêàÿ ÷òî [f,O2(〈a, b〉)] = 1 è (af)3 = 1. Äðóãèìè ñëîâàìè 〈a, b, f〉 ' 24 : 3 è

〈a, f〉 ' A4. Òîãäà fa
−1, a, d óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëåììû 2.5.6. Áîëåå òîãî, 〈f, d〉

ñîäåðæèòñÿ â öåíòðàëèçàòîðå èíâîëþöèè ab è ïîýòîìó íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ

ïîðÿäêà 5 èëè 7. Ïîýòîìó f ∈ O2(〈a, f, d〉) è (ffd)4 = 1.

Îáîçíà÷èì e = (a−1)cbadb ∼ (1, 2, 6) è z = ab. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.6.4 ê 〈a, b, c, e〉

è f , ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî íàáîðà ñîîòíîøåíèé:

RP = {[f, z], [f, za], (af)3, (bf)3, (cf)3, (ef)5, (aef)5}.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ãðóïïà

〈a, b, c, d, f | RH ∪RP ∪ {(fd)i1 , (afd)i2 , (afd−1)i3}

òðèâèàëüíà äëÿ i1 ∈ {4, 5, 6} è i2, i3 ∈ {4, 5, 6, 7} çà èñêëþ÷åíèåì i1 = i2 = i3 = 6.

Ñòàëî áûòü, â G âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

R5 = {(fd)6, (afd)6, (afd−1)6}.

Òàêèì îáðàçîì, 〈a, f, d〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

K = 〈a, f, d | {a3, f 2, d3, [a, d], (af)3, (ffd)4} ∪R5〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òîK ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 210·32. Ìîæíî

âûáðàòü f â Z(O2(〈a, f, d〉)), è ñ÷èòàòü, ÷òî ëèáî (fd)3 = (afd)3 = 1 ëèáî [f, d] = 1.

Íàêîíåö, 〈a, b, c, d, f〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

〈a, b, c, d, f | RH ∪RP ∪ T 〉,

ãäå T ∈ {{(fd)3, (afd)3}, {[f, d]}}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ

|〈a, b, c, d, f〉 : 〈a, b, c, d〉| = 1.

2.3) 〈a1, b1, c1, t〉 ' A7. Ïóñòü f ∈ 〈a1, b1, c1, t〉 � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî

〈a1, b1, c1, f〉 ' A6 è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

Rf = {f 3, (a1f)2, (b1f)2, (c1f)2}.
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Ïî ëåììå 4.6.1 〈a1, b1, c1, d1, f〉 ' A7 è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (d1f)2 = 1.

Ïóñòü L = RH ∪Rf ∪ {(d1f)2}. Îáîçíà÷èì S = 〈a1, b1, c1, d1〉. ×òîáû ðàçëè÷àòü

èçîìîðôèçìû, áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì H = 〈a, b, c, d〉 '↑ A7 è

〈S, f〉 '↓ A7; òàê ÷òî

a '↑ (1, 2, 3), b '↑ (1, 2, 4), c '↑ (1, 2, 5), d '↑ (5, 6, 7),

a1 '↓ (1, 2, 3), b1 '↓ (1, 2, 4), c1 '↓ (1, 2, 5), d1 '↓ (1, 2, 6), f '↓ (1, 2, 7).

Ïóñòü i '↑ (1, 2)(3, 5) = a1b
(a1b1d

−1
1 b−1

1 c1d
−1
1 c−1

1 )
1 '↓ (1, 2)(6, 7). Òîãäà i èíâåðòèðóåò

b1, d1, f (↓) è a, b, c, d (↑).

Âû÷èñëåíèÿ (ñ ïåðå÷èñëåíèåì ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå 〈a, b, c, d〉) ïîêà-

çûâàþò, ÷òî ãðóïïà

K(w) = 〈a, b, c, d, f | L ∪ {w}〉

èçîìîðôíà PSU(3, 5) åñëè w ÿâëÿåòñÿ 4-îé ñòåïåíüþ îäíîãî èç ñëîâ ìíîæåñòâà

W = {cd, df, cf−1, df−1}, è K(w) òðèâèàëüíà, åñëè w ÿâëÿåòñÿ 5-îé ñòåïåíüþ ñëîâà

èç W . Ñëåäîâàòåëüíî, â G ïîðÿäêè ñëîâ èç W äåëÿò 6 èëè 7. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî

èíäåêñ 〈a, b, c, d〉 â ëþáîé èç ãðóïï K((cif)4), K((dif)4), K((acif)4), K((adif)4)

ðàâåí 1.

Çàìåòèì, ÷òî 〈c, i, f〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì (ñ ci→ a, i→ b, if → c)

K = K(j, i1, i2, i3, i4) = 〈a, b, c | {a2, b2, c2, (ac)j, (abc)i1 , (cabc)i2 , (bac)i3 , (abcac)i4}〉.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî i · if · ci · if = fcf ∼ cf−1. Ïîýòîìó j, i3 ∈ {6, 7}, i1 ∈ {5, 6, 7}

è i2, i4 ∈ {4, 5, 6, 7}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî 〈c, i, f〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì K(6, 6, 6, 6) ïîðÿäêà 27 · 33, è [c, f ]3 = 1. Òàêèì îáðàçîì, â G âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ:

R6 = {(cd)6, (df)6, (cf−1)6(df−1)6, [c, f ]3, [d, f ]3}.

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó G, ïîðîæä¼ííóþ a, d, f , è îòìåòèì, ÷òî å¼ ñòðîåíèå

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè.

� a3, d3, [a, d].

� (af)3, (af−1)6, [a, x], ãäå x = (af−1)2, êîòîðûå âûïîëíåíû â K '↓ A6.
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� (fd)6, (fd−1)6, y3, ãäå y = [d, f ], ýòè ñîîòíîøåíèÿ áåðóòñÿ èç R6.

� (adf)6, (adf−1)6, [ad, f ]3. Ïîñêîëüêó [a, d] = 1 è i èíâåðòèðóåò a è d, òî i èí-

âåðòèðóåò ad è ðàññóæäåíèÿ âûøå ìîæíî ïðèìåíèòü ê ad âìåñòî d.

� (xd)3 = 1, ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî â 〈a, b, c, d〉 '↑ A7 (çäåñü ìû èñïîëüçó-

åì x = ac1d11 '↓ (3, 6, 5) = (af−1)2 '↑ (1, 2, 3)(4, 6, 7)).

� ((adf)2fa)6, ýòî ñîîòíîøåíèå óíè÷òîæàåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 12.

Ïóñòü F � ãðóïïà, îïðåäåë¼ííàÿ ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Òîãäà âû÷èñëåíèÿ

ïîêàçûâàþò, ÷òî |F | = 212 ·34. Ïóñòü z = f−1af−1dfa−1f . Òîãäà z ∈ CF (〈a, d〉)\〈a, d〉

è ôàêòîð-ãðóïïà F/〈zF 〉 èçîìîðôíà 32. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z 6= 1

è z ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 3. Òîãäà âíóòðè öåíòðàëèçàòîðà CG(d) ýëåìåíòà

ïîðÿäêà 3 ñîäåðæèòñÿ ïîäãðóïïà 〈b, a, z〉 ñ b3 = a3 = z3 = (ba)2 = [a, z] = 1. Ïî

ëåììå 2.5.6 ((ba)(ba)z)2 = 1.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

|〈a, b, c, d, f | L ∪R6 ∪ {((ba)(ba)z)2}〉 : 〈a, b, c, d〉| = 1;

ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííûõ ëåìì ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 4.6.1. G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ S5.

4.7 L3(2)-ïîäãðóïïû

Ëåììà 4.7.1. Ïóñòü x, y ∈ Γ3, a ∈ Γ2 òàêèå, ÷òî x
a = x−1 è ya = y. Òîãäà 〈x, y, a〉

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé {2, 3}-ãðóïïîé è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

I1(x, y) = {(xy)6, (yyx)3, (xxy)3}.

Áîëåå òîãî, v = [x, y]2 ∈ CG(y), è va = v−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, 〈x, y, a〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2, i3, i4, i5) = 〈x, y, a | a2, x3, y3, (ax)2, [a, y], (xy)i1 ,

(xy−1)i2 , (axy)i3 , (axyx)i4 , (a(xy)2)i5〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

G(5, 5, 4, 4, 6) ' S5, G(6, 6, 5, 6, 5) ' L2(11), G(7, 7, 5, 7, 7) ' A7,

÷òî íåâîçìîæíî ïî ïðåäëîæåíèþ 4.6.1; ãðóïïà G(6, 6, 6, 4, 6) è å¼ ãîìîìîðô-

íûé îáðàç G(6, 6, 6, 6, 6) = G(6, 6, 6, 2, 6) óäîâëåòâîðÿþò çàêëþ÷åíèþ ëåììû. Ïî-

ðÿäîê G(i1, i2, i3, i4, i5) íå ïðåâîñõîäèò 6 äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

i1, i2, i3, i4, i5 ∈ {4, 5, 6, 7}.

Èç ëåììû 2.3.1 ñëåäóåò

Ëåììà 4.7.2. Ïóñòü t ∈ Γ4, x ∈ Γ3 òàêèå, ÷òî 〈t2, x〉 ' S3. Òîãäà 〈t, x〉 èçîìîðôíà

L3(2) èëè F36.

Ëåììà 4.7.3. Ïðåäïîëîæèì b ∈ Γ2 èíâåðòèðóåò ýëåìåíò t ïîðÿäêà 4 èç ïîä-

ãðóïïû H, èçîìîðôíîé F36. Òîãäà ëèáî K = 〈b,H〉 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé {2, 3}-

ãðóïïîé, ñîäåðæàùåé ýëåìåíò w ïîðÿäêà 3, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñîîòíîøå-

íèÿ

I2(b, t, w) = {[b, w], (bwt)2, (wt2)2},

ëèáî K ' A6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ Γ3(H), a = t2. Îáîçíà÷èì

R7 = {t4, b2, y3, (ay)2, [y, yt], (tb)2}.

Çàìåòèì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, . . . i7) = 〈t, b, y | R7 ∪ {(aby)i1 , (by)i2 , (tby)i3 , (t(by)2)i4 ,

(bybty)i5 , (byyt)i6 , (abyyt)i7}〉.
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Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

S = G(6, 6, 6, 4, 4, 6, 6) ïðè ýòîì |S| = 23 · 36,

ïîñêîëüêó äðóãèå íåòðèâèàëüíûå âîçìîæíûå ãðóïïû � ýòî

G(4, 6, 5, 5, 5, 5, 5) ' G(5, 5, 4, 6, 5, 6, 4) '

G(5, 5, 6, 5, 6, 4, 6) ' G(6, 4, 5, 6, 6, 5, 5) ' A6.

Ýëåìåíò z = (yyby)t èìååò ïîðÿäîê 3 â S è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì I2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè z èìååò ïîðÿäîê 3 â K, òî ïîëîæèì w = z. Ïóñòü ñëîâî z

çàäà¼ò òðèâèàëüíûé ýëåìåíò â K, òîãäà K ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì S =

S/〈z = 1〉. Òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíåíû â S äëÿ w = y.

Ëåììà 4.7.4. Ïóñòü t � ýëåìåíò ïîðÿäêà 4 èç ïîäãðóïïû H, èçîìîðôíîé L3(2).

Åñëè t2 èíâåðòèðóåò y ∈ Γ3, òî 〈t, y〉 ' L3(2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = t2. Âûáåðåì ïîäãðóïïóK ≤ H òàêóþ, ÷òî t ∈ K ∼ S4.

Äîïóñòèì t ∼ (1, 2, 3, 4), è ðàññìîòðèì b ∼ (2, 4), x ∼ (1, 4, 2), z ∼ (2, 3, 4). Òîãäà

t = bxz è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå S4:

I3 = {b2, x3, z3, xbx, zbz, (xz)2}.

Ïî ëåììå 4.7.2 ìîæíî ñ÷èòàòü 〈t, y〉 ' F36. Çàìåòèì, ÷òî b èíâåðòèðóåò t. Ïî

ëåììå 4.7.3 íàéä¼òñÿ w ∈ Γ3 òàêîé, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ I2 = I2(b, t, w).

Ïî ëåììå 4.7.1 ïîäãðóïïà 〈b, x, z, w〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i) = 〈b, x, z, w | {w3, (twz)i} ∪ I1(x,w) ∪ I1(z, w) ∪ I2 ∪ I3〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |G(i)| ≤ 24 äëÿ ëþáîãî i ∈ {4, 5, 6, 7}, è, ñòàëî áûòü,

w = 1, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäëîæåíèå 4.7.1. Ïóñòü a � èíâîëþöèÿ èç ïîäãðóïïû W , èçîìîðôíîé L3(2).

Òîãäà CG(a) ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé.



Ãëàâà 4. OC6 è OC7-ãðóïïû 103

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è âûáåðåì ýëåìåíò w ïîðÿäêà 3 èç

CG(a).

Ïóñòü W = 〈t, x | θ〉 , ãäå θ = {t4, x3, (t2x)2, (tx)7}, è a = t2.

Ïîëîæèì y = xt è u = xyxy−1xyx. Îòìåòèì, ÷òî a èíâåðòèðóåò ýëåìåíò ïîðÿä-

êà 3 èç Σ = {u, ut}, è (xu)2 = (xut)2 = 1.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [x,w] = 1. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñ-

ñìîòðèì 〈a, x, w〉, è ïîëîæèì v = [x,w]2. Ïî ëåììå 4.7.1 [v, w] = 1 è va = v−1.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîðÿäîê v ðàâåí 3, òî ïî ëåììå 4.7.4 〈t, v〉 ' L3(2), è ìîæíî

çàìåíèòü x íà v èW íà 〈t, v〉. Åñëè v = 1, òîãäà çàìåíèì w íà xxwxw−1 ∈ CG(〈a, x〉).

Âîçüì¼ì z ∈ Σ. Òîãäà ïî ëåììå 4.7.1 〈a, x, z, w〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i) = 〈a, x, z, w | {a2, x3, z3, w3, (xz)2, (ax)2, (az)2,

[a, w], [x,w], (axwz)i} ∪ I1(z, w)〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî |G(i)| ≤ 24 äëÿ i 6= 6, è G(6) ' (A4 × A4) : 2.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî [z, w]2 = 1 è x = z−1wxwz−1w.

Ñòàëî áûòü 〈W,w〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2, i3) = 〈t, x, w | θ ∪ {w3, [a, w], (uw)6, [u,w]2, (vw)6, [v, w]2,

[x,w], x−1u−1wuwu−1w, x−1v−1wvwv−1w, (vuw)i1 , (avuw)i2 , (auv−1w)i3}〉,

ãäå v = ut. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(7, 4, 7) ' A8, ÷òî íåâîçìîæíî; è

|G(i1, i2, i3)| äåëèò 3 ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ i1, i2, i3 ∈ {4, 5, 6, 7}; ïðîòè-

âîðå÷èå.

Ëåììà 4.7.5. G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ 23 : L3(2) èëè L3(4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.3.1 G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H, èçîìîðôíóþ

A6, S5 èëè L2(7). Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ñîãëàñíî ëåììàì 4.6.4, 4.6.2, è ïðåä-

ëîæåíèþ 4.6.1 G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ L3(4). Ïîýòîìó äàëåå áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî G ≥ H ' L3(2) è îòîæäåñòâèì H ñ 〈a, x | R〉, ãäå

R = {a2, x3, (ax)7, [a, x]4}.
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Ïóñòü c = xt, òîãäà 〈a, c〉 ' S4, ïðè ýòîì a ' (1, 2) è c ' (2, 3, 4). Îáîçíà÷èì v =

(ac)2, s = aca, òàê ÷òî V = 〈v, vc〉 ' O2(S4). Òîãäà NH(V ) = 〈a, c〉. Åñëè CG(V ) = V ,

òî ïî ëåììå 4.6.2 CG(V1) > V1. Ïîñêîëüêó âñå èíâîëþöèè H ñîïðÿæåíû, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî CG(V ) > V . Ïî ëåììàì 4.6.2, 4.6.2 è ïðåäëîæåíèþ 4.7.1 íàéä¼òñÿ

èíâîëþöèÿ w ∈ G \H, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåí îäèí èç ñëåäóþùèõ ïóíêòîâ:

(1) 〈a, c〉 öåíòðàëèçóåò w.

Òîãäà 〈a, x, w〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2, i3) = 〈a, x, w | R ∪ {w2, [w, a], [w, c], (xw)i1 , [x,w]i2 , (axw)i3}〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(6, 4, 7) ' G(6, 6, 7) ' V : L3(2), ãäå |V | = 26, è

|G(i1, i2, i3)| ≤ 168 ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Íàèáîëüøèì ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì G(6, 4, 7) áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 8 ÿâëÿåòñÿ 23 : L3(2).

(2) Ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïàW 3 w ïîðÿäêà 4 â C, òàêàÿ

÷òî W 6≤ H, H ≤ NG(W ) è c äåéñòâóåò íà W áåç íåòðèâèàëüíûõ íåïîäâèæíûõ

òî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

R96 = {w2, [w, v], [w, vc], (cw)3, [a, w]},

ïðè ýòîì 〈a, c, w〉 ' 24 : S3. Çàìåòèì, ÷òî |vc · ax| = 3 â H. Ïîýòîìó ïî ëåììå

2.2.2 〈vc, ax, w〉 íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 7. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈a, x, w〉 ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2, j) = 〈a, x, w | R ∪R96 ∪ {(axw)i1 , (xw)i2 , (wvcax)j}〉,

ãäå i1, i2, j ∈ {4, 5, 6, 7}, è j 6= 7. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(5, 7, 5) ' L3(4),

G(4, 7, 4) ' 23 : L3(2), è G(7, 6, 6) ' 26 : L3(2); ïðè ýòîì |G(i1, i2, i3) : 〈a, x〉| = 1 äëÿ

äðóãèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà M â G ïîëîæèì

M+ = {x ∈M | ∃H < G òàêàÿ, ÷òî x ∈ H ' L3(2)} è M− = M \M+.

Ëåììà 4.7.6. G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ F42.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì F42 = 〈t, x〉 ≤ G, ãäå t ∈ Γ2 è x ∈ Γ3.

Ïóñòü u � èíâîëþöèÿ èç CF42(x) (ñì. ëåììó 2.4.1). Çàìåòèì, ÷òî èíâîëþöèè

u è t ñîïðÿæåíû, è ïî ïðåäëîæåíèþ 4.7.1 ëåæàò â Γ−2 . Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.4.1 u

� åäèíñòâåííàÿ èíâîëþöèÿ â CG(x). Ïî ëåììå 2.5.3 x íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â

ïîäãðóïïå, èçîìîðôíîé A4.

Âîçüì¼ì a ∈ ∆+ è ðàññìîòðèì 〈a, x〉. Ïî ëåììå 2.2.1 è ïðåäëîæåíèþ 4.7.1

èìååì xa = x−1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |ax| = 6 è ïîðÿäîê [a, x] ÷¼òåí, òî íàéä¼òñÿ

ïîäãðóïïà â 〈a, x〉, èçîìîðôíàÿ A4, êîòîðàÿ ñîäåðæèò x (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

2.5.10); åñëè ïîðÿäîê [a, x] íå÷¼òåí, òî íàéä¼òñÿ ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 â C〈a,x〉(a), ÷òî

íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî a ∈ ∆+ èìååì xa = x−1. Ïóñòü W ≤ G òàêàÿ,

÷òî W ' L3(2), âûáåðåì a, b ∈ Γ2(W ) ñ óñëîâèåì ab ∈ Γ4. Òîãäà x
ab = x, îòêóäà

12 ∈ ω(G); ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 4.7.7. G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ L3(4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ïî ëåììå 4.7.5 íàéä¼òñÿ ïîä-

ãðóïïà H ' V : L3(2), ãäå V ' 23. Åñëè v ∈ V , òî CG(v) ñîäåðæèò ýëåìåíò

ïîðÿäêà 3. Îòêóäà ïî ïðåäëîæåíèþ 4.7.1 v ∈ ∆−.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5.1G íå èìååò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ A4, êîòîðûå ñîäåðæàò

v. Ïî ëåììå 4.4.1 äëÿ ëþáîãî x ∈ Γ3 âûïîëíåíî (xt)6 = [x, t]p = 1, ãäå p íå÷¼òíî. Ïî

ëåììå 4.7.6 p 6= 7. Ïîñêîëüêó CG(v) > V ' 23, òî ïî ëåììå 2.3.4, p 6= 5. Ïîâòîðèì

ðàññóæäåíèÿ ëåììû 4.4.5: åñëè v èíâåðòèðóåò x ïîðÿäêà 3, òî x ∈ O3(G), à ýòîò

ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.4.4. Òàêèì îáðàçîì, v ∈ ∆+,

ïðîòèâîðå÷èå.

4.8 L3(4)-ïîäãðóïïû è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

Íà ïðîòÿæåíèè ïàðàãðàôà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî L3(4) ' H ≤ G. Ïóñòü i ∈ Γ2(H),

è C = CG(i). Òîãäà CH = CH(i) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé C ïîðÿäêà 26 ñ öåíòðîì V =

Z(CH) ' 22. Ïóñòü N = NH(CH(i)), è âûáåðåì n ∈ Γ3(N), òàê ÷òî N = 〈CH , n〉.
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Çàìåòèì, ÷òî 6 6∈ ω(H), ïîýòîìó n äåéñòâóåò íà CH áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Â

÷àñòíîñòè, 〈V, n〉 ' A4. Ïóñòü j = in, òàê ÷òî V = 〈i, j〉.

Ëåììà 4.8.1. V ⊆ O2(C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 íàéä¼òñÿ t ∈

Γ2(CG(i)), òàêàÿ ÷òî int ∈ Γ3. Çàìåòèì, ÷òî 〈i, n, t〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îá-

ðàçîì

G(i1, i2, i3) = 〈i, n, t | i2, n3, t2, (in)3, (ti)2, (tin)3, (tn)i1 , (tnt)i2 , (int)i3〉.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(7, 4, 7) ' A7, ÷òî íåâîçìîæíî, è 〈i, n, t〉 ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì A4 ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Ëåììà 4.8.2. O3(C) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì 1 6= x ∈ O3(CG(i)). Òîãäà 〈x, xj〉 ÿâëÿåòñÿ 3-

ïîäãðóïïîé. Ïîýòîìó 〈x, j〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì 31+2 : 2. Ïî ëåììå

4.8.1 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî [x, j] = 1. Ïîýòîìó [x, V ] = 1 è n íîðìàëèçóåò V , ñòàëî

áûòü [xn, V ] = 1 è, â ÷àñòíîñòè, xn ∈ C.

Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíàÿ èíâîëþöèÿ èç CH(i). Îòìåòèì, ÷òî 〈k, n〉 ' A4. Òîãäà

〈k, kn, x, xn, xn2〉 ÿâëÿåòñÿ n-èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé CG(i). Ñëåäîâàòåëüíî, R =

〈k, n, x〉 ÿâëÿåòñÿ {2, 3}-ãðóïïîé. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5.1 k, kn ∈ O2(R). Ñòàëî áûòü,

k íå èíâåðòèðóåò ýëåìåíòû ïîðÿäêà 3 èç S = 〈k, x〉. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x ∈ O3(R)

è ïîýòîìó S ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì 31+2 : 2. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè

[k, x] = 1.

Òàêèì îáðàçîì, x öåíòðàëèçóåò âñå èíâîëþöèè èç CH(i). Â CH(i) åñòü äâå

íåêîììóòèðóþùèå èíâîëþöèè, ïîýòîìó 12 ∈ ω(G), ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 8 è 9.

Öåíòðàëèçàòîð C ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïåðèîäà 12, ïîýòîìó åãî 2-äëèíà ≤ 2 [53].

Ïî ëåììå 4.8.2 O3(C) = 1 è, ñòàëî áûòü, CC(O2(C)) ⊆ O2(C) ïî ëåììå 4.6.1. Ïî

ëåììå 1.3.1 C áåñêîíå÷íà. Òàêèì îáðàçîì, O2(C) áåñêîíå÷íà.

Ñëåäîâàòåëüíî, P = 〈O2(C), CH(i)〉 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé 2-ãðóïïîé, à CH(i) �

å¼ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Ïî ëåììå 1.3.2 CP (CH(i)) áåñêîíå÷íà, è ïî [99, 100] îíà
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ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó. Òàêèì îáðàçîì, íàéä¼òñÿ èíâîëþöèÿ

u 6∈ H, òàêàÿ ÷òî [u,CH(i)] = 1.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèì ìíîæåñòâà ñîîòíîøåíèé:

� α = {x3, y2, (xy)7, [x, y]4} îïðåäåëÿþò L3(2);

� β = {t2, tyt, t[x,y]t}, óòâåðæäàþùèå, ÷òî èíâîëþöèÿ t êîììóòèðóåò ñ ñèëîâñêîé

2-ïîäãðóïïîé L3(2);

� γt(i1, i2, i3, j1) = {(xt)i1 , (xyt)i2 , (xytxt)i3 , (tyx2y)j1}: ýòè ñîîòíîøåíèÿ èñïîëü-

çîâàëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4, ãäå ïîêàçàíî, ÷òî îíè îïðåäåëÿþò

êîíå÷íóþ ãðóïïó 〈x, y, t〉, êîãäà i1, i2, i3, j1 ∈ {3, 4, 5, 7} è j1 6= 7.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.3.5 ïîêàçàíî (è ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü âû÷èñëåíè-

ÿìè), ÷òî

R = 〈x, y, t | α ∪ β ∪ γt(7, 5, 7, 5)〉

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, òàêîé ÷òî H = R/Z(R) èçîìîðôíà L3(4), è, òàêèì îáðàçîì, H

ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäãðóïïîé H â G. Îáîçíà÷èì t1 = tt
x
è t2 = tt

x2

. Âû÷èñ-

ëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî Z(R) = 〈z〉R , ãäå z = (t1yy
x)2t, è CH(t) = 〈y, yx, t, t1, t2〉.

Ïóñòü v = ut. Çàìåòèì, ÷òî 〈H, u〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i1, i2, i3, j1, i4, i5, i6, j2) = 〈x, y, t, u | α ∪ β ∪ γt(7, 5, 7, 5) ∪ {z}

∪ {u2, [u, y], [u, yx], [u, t], [u, t1], [u, y2]} ∪ γu(i1, i2, i3, j1)γv(i4, i5, i6, j2)〉,

ãäå ïàðàìåòðû ëåæàò â ìíîæåñòâå {4, 5, 6, 7} è j1, j2 6= 7, ïîñêîëüêó [x, y]2 ·yx2y ∈ Γ3

è u öåíòðàëèçóåò [x, y]2 ïî [8,Ëåììà 2.2]. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èíäåêñ

ïîäãðóïïû 〈x, y, t〉 â ýòîé ãðóïïå ≤ 2, è ïîýòîìó u ∈ H; ïðîòèâîðå÷èå.
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Íà ïðîòÿæåíèè ýòîé ãëàâû åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû ñ÷èòàåòñÿ èíâîëþöè-

åé. Íîðìàëüíîå ìíîæåñòâî èíâîëþöèé D ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì 6-

òðàíñïîçèöèé, åñëè G = 〈D〉 è äëÿ ëþáîé ïàðû a è b ýëåìåíòîâ D ïîðÿäîê ab íå

ïðåâîñõîäèò 6. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà (G,D) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé

6-òðàíñïîçèöèé.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè (G,D) � ãðóïïà 6-òðàíñïîçèöèé, ïîðîæä¼ííàÿ

äâóìÿ ýëåìåíòàìè èç D, òî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà ïîðÿäêà, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùåãî 12. Ïðè ýòîì êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï 6-òðàíñïîçèöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü

ïîðîæä¼íû òðåìÿ ýëåìåíòàìè èç D, íåèçâåñòíà. Â ýòîé ãëàâå áóäóò êëàññèôèöè-

ðîâàíû ãðóïïû 6-òðàíñïîçèöèé, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ òðåìÿ ýëåìåíòàìè èç D è

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè.

Ãðóïïà 6 - òðàíñïîçèöèé (G,D) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé 3-ïîðîæä¼ííîé, åñëè

îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì ñâîéñòâàì:

1. G ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ ýëåìåíòàìè èç D;

2. åñëè H ≤ G è H = 〈H ∩D〉, òî ëèáî H = G ëèáî H ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà

äâóìÿ ýëåìåíòàìè èç D.
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Çàìåòèì, ÷òî êëàññ ìèíèìàëüíûõ 3-ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï 6-òðàíñïîçèöèé çà-

ìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ.

Öåëü íàñòîÿùåãî ðàçäåëà � äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü (G,D) � êîíå÷íàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ìèíèìàëüíàÿ 3-

ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà 6-òðàíñïîçèöèé.

Òîãäà G èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï.

1. D2n, ãäå n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10};

2. 23, S4, GL(2, 3), A5;

3. p2 : 2 ' 〈x, y, z | xp, yp, [x, y], z2, xzx, yzy〉, ãäå p ∈ {3, 5};

4. (2m× 2) : 2 ' 〈x, y, z | x2m, y2, [x, y], z2, xzx, yzxmy〉, ãäå

m = 2 è D = yG ∪ zG ∪ (xz)G èëè D = yG ∪ zG ∪ (xz)G ∪ (x2)G; ëèáî

m = 3 è D = yG ∪ zG èëè D = yG ∪ zG ∪ (x3)G ;

5. p1+2 : 2 ' 〈x, y, z | xp, yp, [x, y]p, [x, [x, y]], [y, [x, y]], z2, xzx, yzy〉, ãäå p ∈ {3, 5};

6. (52 : 3) : 2 ' 〈x, y, z, w | x5, y5, z3, [x, y], w2, xwy−1, yzyx−1, zwz〉.

Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ýòîò ðåçóëüòàò ñâÿçàí ñ òåîðèåé Ìàéîðàíà [110].

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî D \ {1} åäèíñòâåííî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà âñå ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2 ñîïðÿæåíû â G. Ýòî âûïîëíåíî äëÿ ïóíêòîâ (3),

(5), (6), G ' D2n ñ íå÷¼òíûì n è G = A5.

Ëåììà 5.0.1. Ïóñòü (G,D) � ãðóïïà 6-òðàíñïîçèöèé, ïîðîæä¼ííàÿ òðåìÿ ýëå-

ìåíòàìè èç D. Òîãäà (G,D) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé 3-ïîðîæä¼ííîé â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ D ïîäãðóïïà H = 〈a, b, c〉 ëèáî

ðàâíà G, ëèáî ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà äâóìÿ ýëåìåíòàìè èç D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (G,D) � ìèíèìàëüíàÿ 3-ïîðîæä¼ííàÿ è a, b, c ∈ D,

òî çàêëþ÷åíèå äëÿ H = 〈a, b, c〉 âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ ìèíèìàëüíûõ 3-

ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï. Äîêàæåì îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ. Ïóñòü H � ñîáñòâåííàÿ

ïîäãðóïïà G è H = 〈H ∩ D〉. Âûáåðåì äëÿ H ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî S ⊆ D
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ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà. Ïðåäïîëîæèì |S| ≥ 3 è âûáåðåì ðàçëè÷íûå a, b, è c èç S.

Òîãäà 〈a, b, c〉 6 H è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈a, b, c〉 6= G. Ïî óñëîâèþ ïîäãðóïïà 〈a, b, c〉

ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà äâóìÿ ýëåìåíòàìè èç D; ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíè-

ìàëüíîñòüþ S. Ñòàëî áûòü |S| ≤ 2 è G ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé 3-ïîðîæä¼ííîé.

Áóäåì ïèñàòü G âìåñòî (G,D), åñëè ïîíÿòíî, î êàêîì D èä¼ò ðå÷ü, ëèáî íàì

âàæåí ëèøü ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà D. Äàëåå G

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé 6-òðàíñïîçèöèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(k, l,m) ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ 3-ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï

(G,D), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîðîæäåíû òðåìÿ èíâîëþöèÿìè a,b,c ∈ D \ {1} òà-

êèìè ÷òî |ab| = k, |bc| = l, |ac| = m, ãäå 1 ≤ k ≤ l ≤ m ≤ 6.

Ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ìèíèìàëüíàÿ 3-ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà ëåæèò õîòÿ áû â

îäíîì èç ìíîæåñòâ S(k, l,m). Ïðè ýòîì, íàïðèìåð, S4 ëåæèò è â S(2, 3, 3) è â

S(2, 3, 4). Î÷åâèäíî, åñëè G ∈ S(k, l,m), òî G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

ãðóïïû 〈a, b, c | R(k, l,m)〉, ãäå

R(k, l,m) = {a2, b2, c2, (ab)k, (bc)l, (ac)m}.

Èç ëåììû 1.3.6 ñëåäóåò

Ëåììà 5.0.2. Ïóñòü (G,D) ∈ S(k, l,m) è G ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ D-ýëåìåíòàìè.

Òîãäà G ' D2n è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. n ∈ {1, 2, 3, 5} è (k, l,m) ∈ {(1, n, n), (n, n, n)};

2. n = 4 è (k, l,m) ∈ {(1, 4, 4), (2, 2, 4), (2, 4, 4)};

3. n = 6 è (k, l,m) ∈ {(1, 6, 6), (2, 2, 3), (2, 2, 6), (2, 3, 6), (3, 6, 6)}.

Ïðåäïîëîæåíèå òåîðåìû 11 î òîì, ÷òîG a priori ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé, íåîáõîäèìî

òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç D \ {1}

äåëèò 5. Îñîáåííîñòü ýòîãî ñëó÷àÿ îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïóñòü x è y � ïîðîæäàþùèå ñâîáîäíîé áåðíñàéäîâîé ãðóïïû B(2, 5) è τ �

àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 2, èíâåðòèðóþùèé ïîðîæäàþùèå, ò.å. xτ = x−1 è yτ = y−1.

Òîãäà G = B(2, 5) o 〈τ〉 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé 6-òðàíñïîçèöèé, ãäå D � ìíîæåñòâî
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ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2. Áîëåå òîãî, ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ

èç D äåëèò 5; è G ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ èíâîëþöèÿìè xτ , yτ è τ èç D. Âîïðîñ î

êîíå÷íîñòè ãðóïïû B(2, 5), à, ñòàëî áûòü, è ãðóïïû G, îòêðûò.

Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kp êëàññ ãðóïï G, òàêèõ ÷òî

1) G ñîäåðæèò íîðìàëüíîå ìíîæåñòâî èíâîëþöèé D è ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ ýëåìåí-

òàìè èç D;

2) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ D \ {1} ïîðÿäîê xy äåëèò p;

3) åñëè H ≤ G è H = 〈H ∩ D〉, òî ëèáî H = G ëèáî H ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà

äâóìÿ ýëåìåíòàìè èç D.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî øàãîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò îñó-

ùåñòâëÿòü ðåäóêöèþ. Øàãè äîêàçàòåëüñòâà îôîðìëåíû â âèäå ëåìì.

Ëåììà 5.0.3. Åñëè G ∈ S(2, l,m), ãäå (l,m) 6= (5, 5), òî G èçîìîðôíà îäíîé èç

ñëåäóþùèõ ãðóïï: 23, S4, A5 èëè D2n, ãäå n ∈ {2, 4, 6, 10}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l = 2. Òîãäà b ∈ Z(G) è ñîîòíîøåíèÿ R(2, 2,m) îïðåäåëÿ-

þò 2×D2m. Ãðóïïû 2×D8 è 2×D12 íå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè 3-ïîðîæä¼ííûìè

ïîñêîëüêó 〈b, a, ac〉 ' 23 è 〈b, a, cac〉 ' 23 � ñîáñòâåííûå íåäèýäðàëüíûå ïîäãðóïïû,

ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, G èçîìîôíà îäíîé èç ãðóïï: D4, 23, 2×D6 ' D12,

D8 èëè 2×D10 ' D20.

Ïóñòü l = 3 èëè 4 è m 6= 6. Ê ñîîòíîøåíèÿì R(2, l,m) íà ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû

G äîáàâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, îãðàíè÷èâàþùèå ïîðÿäêè ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ èí-

âîëþöèé èç D. Ýòè äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçàíû âî âòîðîé êîëîíêå

òàáëèöû 5.1. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ îïðå-

äåëÿþò ãðóïïó F èç òðåòüåé êîëîíêè òàáëèöû. Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî,

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì F . Èññëåäóÿ ãîìîìîðôíûå îáðàçû ãðóïïû F , âûäåëÿåì

ìèíèìàëüíûå 3-ïîðîæä¼ííûå, èñïîëüçóÿ ëåììó 5.0.1. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì

G ∈ {D8, S4, A5}.

Ïóñòü l = 3 è m = 6. Ïîñêîëüêó ab = ba, òî |bca| = |bac| = |bc| = 3. Êðîìå

òîãî, |cca| = |(ca)2| = 3. Åñëè 〈b, ca, c〉 ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ D-ýëåìåíòàìè, òî ïî

ëåììå 5.0.2 b ∈ 〈ca, c〉 ⊂ 〈a, c〉, ñëåäîâàòåëüíî G ' D12. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî

ñ÷èòàòü G = 〈b, ca, c〉 ∈ S(3, 3, 3). Ìèíèìàëüíûå 3-ïîðîæä¼ííûå ãðóïïû â S(3, 3, 3)
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ïåðå÷èñëåíû â òàáëèöå 5.1. Ïîñêîëüêó îíè íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6 è

ïàðû ðàçëè÷íûõ êîììóòèðóþùèõ èíâîëþöèé, òî îíè íå ëåæàò â S(2, 3, 6) è ýòîò

ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àè (l,m) ∈ {(4, 6), (5, 6), (6, 6)}. Ïóñòü a, b, c ∈ D, ïðè

ýòîì |ab| = 2, |bc| = l, ãäå l ∈ {4, 5, 6}, è |ac| = 6.Ïîëîæèì w = aca. Òîãäà

aw ∼ aacaca ∼ (ca)2 ∈ Γ3.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó H = 〈a, b, w〉. Åñëè |wb| ∈ {3, 4, 5}, òî H ∈ S(2, 3, |wb|), â ÷àñò-

íîñòè, H íå ÿâëÿåòñÿ äèýäðàëüíîé ïî ëåììå 5.0.2. Ïîýòîìó G = H è ýòè ñëó÷àè

ðàññìîòðåíû âûøå. Òàêèì îáðàçîì, wb ∈ Γ2 ∪ Γ6. Åñëè |wb| = 2, òî âû÷èñëåíèÿ

ïîêàçûâàþò, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì D8 × S3, D20 èëè 2× S3 × S3.

Êàê è âûøå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôàêòîðû ýòèõ ãðóïï íå ëåæàò â S(2, l, 6).

Íàêîíåö, ïóñòü |wb| = 6. Ïîñêîëüêó S(2, 3, 6) = {D12}, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî H

ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ D-ýëåìåíòàìè è, ñòàëî áûòü, H = 〈b, w〉. Ïîñêîëüêó |ab| = 2

è |aw| = 3, òî a = wbw. Äîáàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ê R(2, l, 6), ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè

l = 4, 5, 6, òî G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì 2×D8, D20 èëè 2× S3 × S3, ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïåðâûå äâå ãðóïïû íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6. Ãîìîìîðôíûå

îáðàçû 2 × S3 × S3 ëèáî ñîäåðæàò D-ïîðîæä¼ííóþ ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ 23,

ëèáî íå ëåæàò â S(2, 6, 6). Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Ëåììà 5.0.4. Åñëè G ∈ S(2, 5, 5), òî G ' A5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G = 〈a, b, c〉, |ab| = 2 è |bc| = |ac| = 5. Òîãäà cacac = a

è cbcbc = b. Ïîñêîëüêó a è b êîììóòèðóþò, òî êîììóòèðóþò è èõ ñîïðÿæ¼ííûå

c = bcbcb è acbcb. Ñëåäîâàòåëüíî, acbcbacac è cacac = a êîììóòèðóþò. Ïóñòü w = acbcbacac.

Åñëè w = a èëè w = b, òî âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G � ãîìîìîðôíûé îáðàç

D10 ëèáî ãðóïïû âèäà ((2×Q8) : 2) : D10. Ïåðâûé ñëó÷àé ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 5.0.2.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëîæèì x = acbcb. Òîãäà 〈ax, ac, bc〉 èçîìîðôíà ëèáî 2×D8 ëèáî

23, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå G íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé 3-ïîðîæä¼ííîé.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a, b è w ðàçëè÷íû. Ïóñòü H = 〈b, a, w〉.

ÒîãäàH ∈ S(2, 2, |wb|), ïîýòîìó åñëèG = H, òîG ' A5 èëèG ' D20 ïî ëåììå 5.0.3.

Ïîñêîëüêó D20 6∈ S(2, 5, 5), òî H ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ D-ýëåìåíòàìè.
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(k, l,m) äîï. ñîîòíîøåíèÿ F
ôàêòîðû F ,

ëåæàùèå â S(k, l,m)

(2, 3, 3) íåò S4 S4

(2, 3, 4) íåò 2× S4 S4

(2, 3, 5) íåò 2× A5 A5

(2, 4, 4) (abc)6 (22 × S2
3) : 2 D8

(abc)5 (D10 ×D10) : 2 D8

(abc)4 (D8 ×D8) : 2 D8

(2, 4, 5) (abc)5 A6 : 2 �

(abc)4 2× ((24 : 5) : 2) �

(abc)6, (cab
ca)6 ((34 : A5) : 2) : 2 �

(abc)6, (cab
ca)5 D20 �

(abc)6, (cab
ca)4 2× ((24 : A5) : 2) �

(3, 3, 3) (abc)6 ((6× 6) : 3) : 2 S3, 32 : 2, S4, 31+2 : 2

(abc)5 (52 : 3) : 2 (52 : 3) : 2, S3

(abc)4 ((4× 4) : 3) : 2 S3, S4

Òàáëèöà 5.1: 3-ïîðîæä¼ííûå ãðóïïû è èõ ìèíèìàëüíûå 3-ïîðîæä¼ííûå ôàêòîðû
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Ïîñêîëüêó a êîììóòèðóåò ñ w è b, òî a ∈ Z(H) è, ñòàëî áûòü,H ∈ {D4, D8, D12}.

Òîãäà H ñîäåðæèò òðè êëàññà ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 è ïîñêîëüêó H

ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ D-ýëåìåíòàìè, âñå òðè êëàññà ëåæàò â D. Òàêèì îáðàçîì,

ab ∈ D. Ïðåäïîëîæèì |abc| 6= 5. Òîãäà ãðóïïà 〈a, ab, c〉 íå ÿâëÿåòñÿ äèýäðàëüíîé

ïî ëåììå 5.0.2 è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈a, ab, c〉 = G. Ïîýòîìó G èçîìîðôíà ãðóïïå èç

çàêëþ÷åíèÿ ëåììû 5.0.3. Ïîñêîëüêó G ∈ S(2, 5, 5), òî G ' A5. Ïîëó÷àåì |abc| = 5.

Ðàññìàòðèâàÿ ãðóïïó 〈a, bc, b〉, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì |abc| = 5. Âû÷èñëåíèÿ ïî-

êàçûâàþò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ R(2, 5, 5) ∪ {(abc)5, (abc)5} îïðåäåëÿþò òðèâèàëüíóþ

ãðóïïó.

Ëåììà 5.0.5. Ïðåäïîëîæèì íàéäóòñÿ a, c ∈ D, òàêèå ÷òî |ac| = 5. Òîãäà G

èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: D10, D20, A5, èëè (52 : 3) : 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïóñòü (G,D) ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìå-

ðîì. Åñëè íàéä¼òñÿ d ∈ D \ {1, a}, òàêîé ÷òî [a, d] = 1 òî ïî ëåììå 5.0.2 〈a, c, d〉 íå

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà è ïîýòîìó G = 〈a, c, d〉; ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììàìè 5.0.3 è

5.0.4. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ d ∈ D \ {1} ïîðÿäîê ad íå÷¼-

òåí, â ÷àñòíîñòè, a è d ñîïðÿæåíû â 〈a, d〉. Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ

ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íû ýëåìåíòîâ èç D \ {1} íå÷¼òåí.

Åñëè äëÿ ëþáîãî b ∈ D ïîäãðóïïà 〈a, b, c〉 ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà äâóìÿ D-

ýëåìåíòàìè, òî b ∈ 〈a, c〉, ïîýòîìó G ' D10; ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, íàéä¼ò-

ñÿ b ∈ D, òàêîé ÷òî G = 〈a, b, c〉.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî G ∈ S(3, 3, 5) è âûáåðåì b ∈ D, òàêîé ÷òî |ab| =

|bc| = 3. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i, j) = 〈a, b, c | R(3, 3, 5) ∪ {(bac)i, (baca)j}〉,

ãäå i, j ∈ {3, 5}. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G(3, 5) ' G(5, 3) ' 2, è G(5, 5) '

2×PSU3(4). Åñëè G ' 2×PSU3(4) èëè G ' PSU3(4), òî íàéä¼òñÿ ýëåìåíò ïîðÿäêà

2 â D\{a}, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ a; ïðîòèâîðå÷èå. Íàêîíåö, |G(3, 3)| = 52 ·3·2. Â ýòîì

ñëó÷àå ïîëîæèì x = ac, y = xb, z = ab è w = b. Òîãäà âûïîëíåíû îïðåäåëÿþùèå

ñîîòíîøåíèÿ èç ñëó÷àÿ (6) òåîðåìû 11 è G(3, 3) ' (52 : 3) : 2; ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïóñòü |ab| = 3 è |bc| = 5. Òîãäà a = bab è b(cb)2 = c = a(ca)2 = bab(ca)2 . Ñëåäî-

âàòåëüíî, x = (ab)(ca)2 · (bc)2 ∈ CG(b). Ñîïðÿãàÿ (ab)3 = 1, ïîëó÷èì (axb)3 = 1.

Ïîýòîìó åñëè G = 〈a, b, ax〉, òî G ∈ S(3, 3, 5) èëè G ∈ S(3, 3, 3); ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 〈a, b, ax〉 ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ D-ýëåìåíòàìè.

Òîãäà 〈a, b〉 ' S3 è ax ∈ {a, b, ab}. Åñëè ax = b, òî a = xbx−1 = b; ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì ëèáî ax = a, ëèáî ax = ab.

Ïóñòü b1 = bc, b2 = bcb è b3 = bcbc � ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç 〈b, c〉. Åñëè |bbj| = 5

è |ab| = 3, òî H = 〈bj, a, b〉 íå ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ D-ýëåìåíòàìè. Ñòàëî áûòü, åñëè

|abj| = 3 äëÿ íåêîòîðîãî j, òî G = H ∈ S(3, 3, 5); ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó âñåãäà

|abj| = 5.

Òåïåðü G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

G(i) = 〈a, b, c | R(3, 5, 5) ∪ {(ab1)5, (ab2)5, (ab3)5, axab
i}〉,

ãäå i = 0, åñëè ax = a; è i = 1, åñëè ax = ab. Ãðóïïà G(0) ' 34 : D10 íå ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíîé 3-ïîðîæä¼ííîé, ïîñêîëüêó 〈a, b, acabc〉 ∈ S(3, 3, 3) èçîìîðôíà 32 : 2, à

ïîðÿäêè äðóãèõ ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ G(0) íå äåëÿòñÿ íà 3. Íàêîíåö, G(1) ' D10

è ñíîâà |G(1)| íå äåëèòñÿ íà 3; ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 5.0.6. Åñëè G ∈ S(3, l,m) è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ D ïîðÿäîê xy íå ïðåâîñõîäèò

5, òî G èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: S3, D12, 32 : 2, S4, GL(2, 3) èëè

31+2 : 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b, c ∈ D , òàêèå ÷òî |ab| = 3, |bc| = l, |ac| = m è G =

〈a, b, c〉. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé l = m = 3. Äîáàâèì ê R(3, 3, 3) ñîîòíîøåíèå

(abc)j = 1, ãäå j ∈ {4, 6}. Èñïîëüçóÿ âû÷èñëåíèÿ è ëåììó 5.0.1, ïîëó÷àåì, ÷òî G

èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï S3, S4, 32 : 2, 31+2 : 2 (ñì. Òàáëèöó 5.1).

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m = 4 èëè 6.

Ñòðàòåãèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíîñòè äëÿ (l,m), è â

êàæäîì ñëó÷àå óêàçàòü ñëîâî w îò ïîðîæäàþùèõ, òàêîå ÷òî ãðóïïà 〈a, b, w〉 óæå

áûëà ðàññìîòðåíà.

Ïóñòü (l,m) ∈ {(3, 4), (4, 4)}. Ïîëîæèì w = ac. Òîãäà |ac| = 4, è |aw| = 2.

Ðàññìîòðèì H = 〈w, a, b〉. Åñëè |bw| = 3, 4, òî H ∈ S(2, 3, 3) èëè H ∈ S(2, 3, 4). Ïî
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ëåììàì 5.0.2 è 5.0.3 G = H ' S4. Ïîýòîìó |bw| = 2 èëè |bw| = 6. Â ïåðâîì ñëó÷àå

åñëè l = 3, 4, òî G � ãîìîìîðôíûé îáðàç 2 èëè (S3 × S3) : 2, ñîîòâåòñòâåííî. Â

çàâèñèìîñòè îò ìíîæåñòâà D, ãðóïïà (S3×S3) : 2 ñîäåðæèò ëèáî D12 ëèáî S3×S3,

êîòîðûå 3-ïîðîæäåíû è íå ìîãóò áûòü ïîðîæäåíû äâóìÿ D-ýëåìåíòàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |wb| = 6. Òîãäà H ∈ S(2, 3, 6) è ëèáî H = G

ëèáî H = D12. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïî ëåììå 5.0.3 ïîëó÷àåì G = D12, ÷òî íåâîçìîæ-

íî, ïîñêîëüêó â D12 íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4. Ñòàëî áûòü, H = D12 è H = 〈w, b〉.

Ïîñêîëüêó |ab| = 3 è |aw| = 6, òî a = bwb. Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì,

÷òî G � ãîìîìîðôíûé îáðàç GL(2, 3) èëè (22 ×A4) : 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå G äîëæ-

íà áûòü èçîìîðôíà GL(2, 3), ïîñêîëüêó ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 4. Âî âòîðîì

ñëó÷àå, åñëè G ' (22 ×A4) : 2 , òî òðè ýëåìåíòà èç aG ïîðîæäàþò ïîäãðóïïó, èçî-

ìîðôíóþ 23, ïîýòîìó G íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé 3-ïîðîæä¼ííîé. Äàëåå, ñðåäè

ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ íàéä¼òñÿ òîëüêî îäèí ñ ïîäõîäÿùèìè ïîðÿäêàìè ýëåìåíòîâ

ab, bc è ac � ýòî (6 × 2) : 2. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 11, ïîëîæèì x = bw, y = c,

z = a. Òîãäà ìåæäó x, y è z âûïîëíåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

Ïóñòü l = 3 èm = 6. Ïîëîæèì w = cac èH = 〈a, b, w〉. Êàê âûøå, ìîæíî ñ÷èàòü,

÷òî ëèáî |bw| = 2, ëèáî |bw| = 6. Â ïåðâîì ñëó÷àå, G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì S3; ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó |bw| = 6. Òîãäà H ∈ S(2, 3, 6) è H = D12

ïî ëåììå 5.0.3. Ñòàëî áûòü, a = bwb. Èñïîëüçóåì ýòî ðàâåíñòâî è ñîîòíîøåíèå

(abc)j = 1, ãäå j = 4 è j = 6. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè j = 6, òî G êîíå÷íà

è (ac)3 = 1; ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî, åñëè j = 4, òî G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì (((4 × 2) : 4) : 3) : 2. Äëÿ ïîñëåäíåé ãðóïïû íàéäåòñÿ òðè ýëåìåíòà â aG,

ïîðîæäàþùèå ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ 23. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî òîëüêî

îäèí ãîìîìîðôíûé îáðàç èìååò ïîäõîäÿùèå ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ ab, bc è ac � îí

èçîìîðôåí GL(2, 3).

Ïóñòü, íàêîíåö, (l,m) ∈ {(4, 6), (6, 6)}. Ïîëîæèì w = ac è H = 〈a, b, w〉. Òîãäà

|aw| = |acac| = 3. Åñëè H = G, òî G ∈ S(2, 3, 3) èëè G ∈ S(3, 3, i). Òàêèì îáðàçîì,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî H ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ D-ýëåìåíòàìè. Èç ëåììû 5.0.2 ñëåäóåò,

÷òî |bw| = 3 è H = 〈a, b〉. Òîãäà w = ab. Â ýòîì ñëó÷àå G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì D12.
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Ëåììà 5.0.7. Åñëè G ∈ S(k, l,m), ãäå k, l,m ∈ {4, 6}, òî ëèáî G ∈ S(u, v, w), ãäå

u ∈ {2, 3}, ëèáî G ' (4× 2) : 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ñíà÷àëà, ÷òî m = 6 è ðàññìîòðèì x = cac. Òîãäà

|ax| = 2 è |cx| = 3. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïû 〈a, x, b〉 è 〈b, x, c〉 ïîðîæäàþòñÿ

äâóìÿ D-ýëåìåíòàìè. Åñëè l = 4, òî ýòî íåâîçìîæíî ïî ëåììå 5.0.2. Ðàññìàòðèâàÿ

aca âìåñòî x, àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî åñëèG ∈ S(4, 6, 6) , òîG ∈ S(u, v, w), ãäå u ∈

{2, 3}. Ïðåäïîëîæèì k = 6. Ïî ëåììå 5.0.2 ãðóïïû 〈a, x, b〉 è 〈b, x, c〉 èçîìîðôíû

D12. Òîãäà |bx| = 2 è x = (ab)3 = cbc. Ñòàëî áûòü, G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì

îáðàçîì

〈a, b, c | R(6, 6, 6) ∪ {(bx)2, x(ab)3, xcbc}〉 ' D12

è |bc| äåëèò 2; ïðîòèâîðå÷èå.

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì k = l = m = 4. Ïóñòü x = ab. Òîãäà |ax| = 2, è íå

íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 〈a, x, c〉 = 〈a, c〉 äèýäðàëüíàÿ. Ïî ëåì-

ìå 5.0.2 ëèáî |xc| = 4 è x = ac, ëèáî |xc| = 2 è x = (ac)2. Ïîýòîìó G ÿâ-

ëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì G(i) = 〈a, b, c | R(4, 4, 4), {xaiac}〉, ãäå x = ab è

i ∈ {0, 1}. Çàìåòèì, ÷òî G(1) ' D8 è a = 1 â ýòîì ñëó÷àå; ïðîòèâîðå÷èå. Áî-

ëåå òîãî, G(0) ' (4 × 22) : 2 è ýòà ãðóïïà ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ 23,

è ïîðîæä¼ííóþ òðåìÿ D-ýëåìåíòàìè. Èññëåäóÿ îñòàëüíûå ãîìîìîðôíûå îáðàçû,

ïîëó÷èì, ÷òî òîëêî â îäíîì èç íèõ |ab| = |bc| = |ac| = 4. Ýòîò îáðàç èçîìîðôåí

(4× 2) : 2.

Èç äîêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëñòâà òåîðåìû 11 îñòàëîñü

ïîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íûå ãðóïïû èç K5 ïåðå÷èñëåíû â òåîðåìå. Íèæå ïðèâîäèòñÿ

îïèñàíèå âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï èç Kp äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî p.

Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû H, îáîçíà÷èì ÷åðåç O(H) íàèáîëüøóþ íîðìàëüíóþ ïîä-

ãðóïïó íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà â H, à ÷åðåç Z∗(H) ïðîîáðàç â H öåíòðà H/O(H). Ñëå-

äóþùàÿ ëåììà ñëåäóåò èç èçâåñòíîé Z∗-òåîðåìû Ãëàóáåðìàíà.

Ëåììà 5.0.8. [106, Ñëåäñòâèå 1] Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà êîíå÷íîé

ãðóïïû G. Ïóñòü x ∈ S. Òîãäà x 6∈ Z∗(G) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

íàéä¼òñÿ y ∈ CS(x), ñîïðÿæ¼ííûé ñ x â G è îòëè÷íûé îò x.
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Äàëåå G ∈ Kp è êîíå÷íà.

Ëåììà 5.0.9. Âñå ýëåìåíòû èç Γ2(G) ñîïðÿæåíû è G = O(G)o 〈a〉. Áîëåå òîãî,

O(G) = 〈ab, ac〉. Åñëè N � ñîáñòâåííàÿ 〈a〉-èíâàðèàíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

â O(G), òî G/N ∈ Kp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà G, ñîäåðæàùàÿ a. Åñëè g ∈ G

è ag 6= a,òî |aag| = p, ñëåäîâàòåëüíî ag 6∈ T . Ïî ëåììå 5.0.8 a ∈ Z∗(G). Àíàëîãè÷íî,

b, c ∈ Z∗(G), ïîýòîìó Z∗(G) = G. Ñëåäîâàòåëüíî, |G/O(G)| äåëèò 8 è ab, bc, ac ∈

O(G). Îòêóäà |G/O(G)| = 2 è G = O(G) o 〈a〉. Äîêàæåì, ÷òî O(G) ïîðîæäàåòñÿ

ab è ac. Çàìåòèì, ÷òî bc = baac, ñëåäîâàòåëüíî bc ∈ 〈ab, ac〉. Ïóñòü x ∈ O(G) è

x = i1i2...ik, ãäå ij ∈ {a, b, c} äëÿ âñåõ j è ij 6= ij+1 äëÿ j < k. Î÷åâèäíî, k > 1 è

i1i2 ∈ 〈ab, ac〉. Ïîýòîìó i3i4...ik ∈ O(G). Ïî èíäóêöèè x ∈ 〈ab, ac〉 è O(G) = 〈ab, ac〉.

Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû. Åñëè a ∈ G è A ≤ G, òî îáîçíà÷èì

îáðàçû a è A ïîä äåéñòâèåì åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà èç G â G/N ÷åðåç a è

A, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü t � èíâîëþöèÿ èç G/N . Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t �

èíâîëþöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, t2 ∈ O(G), îòêóäà |t| = 2(2m+ 1) äëÿ m ∈ Z, ñëåäîâà-

òåëüíî, |t2m+1| = 2 è t2m+1 = t. Î÷åâèäíî, G ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ èíâîëþöèÿìè a, b

è c. Â êà÷åñòâå íîðìàëüíîãî ìíîæåñòâà èíâîëþöèé äëÿ G ìîæíî âçÿòü aG. Ïóñòü

t1 6= t2 ∈ aG. Åñëè |t1| = |t2| = 2 è t1 6= t2, òî t1 · t2 = t1 · t2, ïîýòîìó |t1 · t2| = p.

Ïóñòü íàêîíåö t1, t2, t3 ∈ aG è 〈t1, t2, t3〉 6= G. Òîãäà, î÷åâèäíî, 〈t1, t2, t3〉 6= G.

Îòêóäà 〈t1, t2, t3〉 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì D2p è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈t1, t2, t3〉

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì D2p. Ïîëó÷àåì G ∈ Kp.

Ëåììà 5.0.10. O(G) ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî |G|. Ïóñòü |G| > 2. Òîãäà

p äåëèò |O(G)|. Ïóñòü N = Op′(O(G)) 6= 1. Ïî ëåììå 5.0.9 G/N ∈ Kp, ïî èíäóê-

öèè O(G)/N ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé. Ñëåäîâàòåëüíî, |G : N | è |N | âçàèìíî ïðîñòû,

è ïî òåîðåìå Øóðà-Öàññåíõàóçà íàéä¼òñÿ ïîäãðóïïà T ≤ G, èçîìîðôíàÿ G/N .

Ïîñêîëüêó T ∈ Kp è p äåëèò |T |, ïîëó÷àåì T ' D2p. Ïîñêîëüêó |N | íå äåëèòñÿ íà

p è G ∈ Kp, òî a ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 2 â N〈a〉. Ñòàëî áûòü,
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N ≤ CG(a). Ñëåäîâàòåëüíî, |G/CG(a)| äåëèò p è T ñîäåðæèò âñå èíâîëþöèè èç G;

ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî G ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, N = Op(O(G)) 6= 1. Ïðåäïîëîæèì N < O(G). Òîãäà G/N ∈ Kp
è ïîýòîìó O(G)/N ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè; ïðîòèâîðå-

÷èå.

Ëåììà 5.0.11. Ïóñòü x = ab è y = ac.

(1) eñëè |O(G)| = 1, òî ëèáî G = 1 ëèáî G = 2;

(2) eñëè |O(G)| = p, òî G = D2p;

(3) eñëè |O(G)| = p2, òî G = (〈x〉 × 〈y〉) o 〈a〉, ãäå xa = x−1, ya = y−1;

(4) eñëè |O(G)| = p3, òî O(G) ' p1+2 è G = 〈x, y〉 o 〈a〉, ãäå [x, y]p = 1 è [x, y] ∈

Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |O(G)| ≤ p, òî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû. Ïóñòü |O(G)| = p2.

Òîãäà O(G) = 〈x, y〉 ïî ëåììå 5.0.9. Òàê êàê |x| = |y| = p, òî O(G) ýëåìåíòàðíàÿ

àáåëåâà. Çàìåòèì, ÷òî (ax)2 = b2 = 1, îòêóäà xa = x−1. Àíàëîãè÷íî, ya = y−1.

Íàêîíåö, ïóñòü |O(G)| = p3. Ïîñêîëüêó O(G) = 〈x, y〉, òî O(G) íåàáåëåâà. Ïî-

ñêîëüêó ãðóïïà O(G) ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè ïîðÿäêà p, îíà èçîìîðôíà

p1+2. Òîãäà [x, y] 6= 1 è, ñòàëî áûòü, 〈[x, y]〉 = Z(O(G)) = O(G)′. Çàìåòèì, ÷òî

xa = x−1 è ya = y−1. Ïîýòîìó (x−1y−1xy)a = xyx−1y−1. Òàê êàê [x, y] ∈ Z(O(G)),

òî xy = (yx)(x−1y−1xy) = (x−1y−1xy)(yx). Îòêóäà xyx−1y−1 = x−1y−1xy, ïîýòîìó

[x, y]a = [x, y], êàê è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îïèñûâàåò êîíå÷íûå ãðóïïû èç Kp.

Ïðåäëîæåíèå 5.0.1. Âñÿêàÿ ãðóïïà èç Kp èçîìîðôíà ãðóïïå èç ëåììû 5.0.11.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ãðóïïû èç ëåììû 5.0.11 äåéñòâè-

òåëüíî ëåæàò â Kp. Ïðåäïîëîæèì íàéä¼òñÿ G ∈ Kp, òàêàÿ ÷òî |G| ≥ 2p3. Äîêàæåì,

÷òî |G| = 2p3. Ïóñòü P = O(G) = 〈x, y〉 � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïà G. Ïîñêîëüêó P

ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè ïîðÿäêà p è èìååò ïîðÿäîê áîëüøèé, ÷åì p2, òî

P íåàáåëåâà è, â ÷àñòíîñòè, íåöèêëè÷åñêàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå ÷èñëî

ïîðîæäàþùèõ P ðàâíî 2 è, ñòàëî áûòü, ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè Φ(P ) èìååò èíäåêñ

p2 â P .
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Äîêàæåì, ÷òî a öåíòðàëèçóåò [x, y] è |[x, y]| = p. Ïî ëåììå 5.0.9 G/Φ(P ) èçî-

ìîðôíà ãðóïïå èç ëåììû 5.0.11(3). Ñòàëî áûòü, íàéä¼òñÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

N â G/Φ(P ) ïîðÿäêà p. Ïóñòü N � ïîëíûé ïðîîáðàç N â G è T = N〈a〉. Ïðåä-

ïîëîæèì T èìååò áîëåå ÷åì p ðàçëè÷íûõ ñîïðÿæåííûõ ñ a. Òîãäà ìîæíî âçÿòü

òðè ðàçëè÷íûõ èíâîëþöèè a, i è j, òàê ÷òî j 6∈ 〈a, i〉. Òîãäà |〈a, i, j〉| > 2p è

|〈a, i, j〉| ≤ |T | < |G|; ïðîòèâîðå÷èå ñ G ∈ Kp. Òàêèì îáðàçîì T èìååò íå áîëåå ÷åì

p èíâîëþöèé, îòêóäà |T : CT (a)| ≤ p. Ñëåäîâàòåëüíî, |CT (a)| ≥ |Φ(P )|. Ïîñêîëüêó

â G/Φ(P ) íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2p, òî CT (a) = Φ(P ). Ïîñêîëüêó P/Φ(P ) àáåëåâà,

òî P ′ 6 Φ(P ), â ÷àñòíîñòè, P ′ 6 CG(a). Îòêóäà [x, y]a = [x, y] è [x, y−1]a = [x, y−1].

Èç ðàâåíñòâ (x−1y−1xy)a = (x−1)a(y−1)axaya = xyx−1y−1 ñëåäóåò (xy)(x−1y−1) =

(x−1y−1)(xy). Òàê êàê xy = xaay è (ax)2 = (ay)2 = 1, òî |xy| = p. Àíàëîãè÷-

íî, |x−1y−1| = p è, ñòàëî áûòü, [x, y]p = (xy)p(x−1y−1)p = 1 êàê è óòâåðæäàëîñü.

Ðàññìàòðèâàÿ ðàâåíñòâî [y−1, x]a = [y−1, x], ïîëó÷èì (yx−1)(y−1x) = (y−1x)(yx−1).

Äîêàæåì, ÷òî x[x, y] = x2ny−1xyx−2n äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ≥ 0. Ïðè n = 0

ïîëó÷àåì x[x, y] = xx−1y−1xy = x0y−1xyx0. Ïðåäïîëîæèì x[x, y] = x2ny−1xyx−2n.

Òîãäà

x[x, y] = x2ny−1xyx−2n = x2n+1(x−1y−1)(xy)x−2n = x2n+1(xy)(x−1y−1)x−2n =

= x2n+2yx−1y−1x−2n = x2n+2(yx−1)(y−1x)x−2n−1 = x2n+2(y−1x)(yx−1)x−2n−1 =

= x2n+2y−1xyx−2n−2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïîëîæèì n = p − 1, ïîëó÷èì x[x, y] = xp−1y−1xyx−(p−1) = x−1y−1xyx = [x, y]x.

Ñòàëî áûòü, [x, y] è x êîììóòèðóþò. Àíàëîãè÷íî, [x, y] è y êîììóòèðóþò. Îòêóäà,

xp = yp = [x, y]p = 1 è [x, y] ∈ Z(P ). Ñòàëî áûòü, P ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

p1+2, â ÷àñòíîñòè, |P | ≤ p3. Òàêèì îáðàçîì, |P | = p3 è ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 11 ñëåäóåò èç äîêàçàííûõ ëåìì è ïðåäëîæåíèÿ 5.0.1 ïðè p = 5.



Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû ñ çàäàííûì ñïåêòðîì. Îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïåðå÷èñëåíû íèæå.

1. Äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü OC6 è OC7 ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà A7

ðàñïîçíàâàåìà ïî ñïåêòðó â êëàññå âñåõ ãðóïï.

2. Äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü ãðóïï ïåðèîäà 12 áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 12.

3. Äîêàçàíà ðàñïîçíàâàåìîñòü ãðóïï M10 è L3(4) ïî ñïåêòðó â êëàññå âñåõ

ãðóïï.

4. Äîêàçàíî, ÷òî òåîðåìà Áýðà-Ñóçóêè äëÿ p = 2 ñïðàâåäëèâà â ãðóïïàõ ïåðè-

îäà 4k, ãäå k íå÷¼òíî.

5. Êëàññèôèöèðîâàíû ìèíèìàëüíûå 3-ïîðîæä¼ííûå ãðóïïû 6-òðàíñïîçèöèé.

6. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè µ(G) = {4, p, 9}, ãäå p ∈ {5, 7}, òî G ëîêàëüíî êîíå÷íà;

à åñëè µ(G) = {6, 7}, òî G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû ñ

ïîìîùüþ ãðóïïû áåç èíâîëþöèé.

7. Äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà ïåðèîäà 12 ëîêàëüíî êîíå÷íà, åñëè âûïîëíåíî îäíî

èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a) ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé èç ãðóïïû íå ðàâåí 4;

á) ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé èç ãðóïïû íå ðàâåí 6.
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