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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè,

íîâîìó íàïðàâëåíèþ ìàòåìàòèêè, ðàñïîëîæåííîìó íà ñòûêå àëãåáðû, ãåîìåòðèè è

òåîðèè ìîäåëåé. Âíóòðè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè

ìîæíî âûäåëèòü óíèâåðñàëüíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, ðåçóëüòàòàìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, ñïðàâåäëèâûå äëÿ âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Îçíàêîìèòü-

ñÿ ñ îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæíî ïî

ìîíîãðàôèè Ý. Äàíèÿðîâîé, À. Ìÿñíèêîâà, Â. Ðåìåñëåííèêîâà [29] (èëè ïî ñåðèè

ñòàòåé ýòèõ æå àâòîðîâ [19]� [28]), à òàêæå ïî ðàáîòàì Á. Ïëîòêèíà [74]�[83]. Ñëåäó-

åò îòìåòèòü, ÷òî ÿçûêè èçëîæåíèÿ îñíîâ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè â

ðàáîòàõ Á. Ïëîòêèíà è ïåðâîé ãðóïïû àâòîðîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðó-

ãà, è â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ìû áóäåì ñëåäîâàòü ìîíîãðàôèè [29], à òàêæå íàøèì

ëåêöèÿì ïî óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè [129].

Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ èñòîðè÷åñêè âîçíèêëà êàê ïîïûòêà

îáîáùèòü ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè (íàä ïîëÿìè) íà êëàññ

âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Îäíàêî, äîñëîâíîå îáîáùåíèå íå âñåãäà âîçìîæíî. Ïî

ýòîé ïðè÷èíå äëÿ áîëüøèíñòâà ðåçóëüòàòîâ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåò-

ðèè âûäåëÿþò îáëàñòü èñòèííîñòè òî åñòü ñïåöèàëüíûå êëàññû àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-

ñòåì, äëÿ êîòîðûõ òîò èëè èíîé ðåçóëüòàò îñòàíåòñÿ èñòèííûì. Ê òàêèì âàæíåéøèì

êëàññàì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì îòíîñèòñÿ êëàññ íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè-

÷åñêèõ ñèñòåì (è åãî ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ), à òàêæå êëàññ ýêâàöèîíàëüíûõ îáëàñòåé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìíîãèå èññëåäîâàíèÿ äàííîé äèññåðòàöèè íàïðàâëåíû íà èçó÷åíèå

ýòèõ êëàññîâ â ðàçëè÷íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ïîìèìî ðåçóëüòàòîâ îáùåãî õàðàêòåðà (îòíîñÿùèõñÿ ê óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè-

÷åñêîé ãåîìåòðèè) àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ïðåä-

ñòàâëåíà èçó÷åíèåì àëãåáðàè÷åñêèõ ãåîìåòðèé íàä êîíêðåòíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè

ñèñòåìàìè. Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò (ñì., íàïðèìåð, èñòîðèþ ðå-

øåíèÿ èçâåñòíîé ïðîáëåìû Òàðñêîãî äëÿ ñâîáîäíîé ãðóïïû), ÷òî èçó÷åíèå àëãåáðà-

è÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A ÿâëÿåòñÿ îòïðàâíîé

òî÷êîé ïðè èññëåäîâàíèè ýëåìåíòàðíîé òåîðèè A. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêàÿ

ãåîìåòðèè íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè èìååò âàæíåéøèå ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìà-

òè÷åñêîé ëîãèêå è òåîðèè ìîäåëåé.
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Èíòåðåñ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàòåëåé ê àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä ðàçëè÷-

íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ìîæåò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñëåäóþùèé (äàëåêî

íå ïîëíûé) ïåðå÷åíü ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä

ñëåäóþùèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè:

1. ñâîáîäíîé ãðóïïîé [5, 33, 48, 49, 50, 51, 57, 68, 70, 86, 107, 108, 109];

2. ãèïåðáîëè÷åñêèìè ãðóïïàìè [3, 34, 35, 37, 36];

3. ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûìè ãðóïïàìè (â ðàçëè÷íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ) [6, 7, 8, 40,

41, 42, 64, 65, 66, 112, 113, 114];

4. ñâîáîäíîé ìåòàáåëåâîé ãðóïïîé [9, 89, 90, 91, 93, 94, 95, 98];

5. ðàçðåøèìûìè ãðóïïàìè [39, 71, 99, 100, 101, 102, 103, 104];

6. àëãåáðàìè Ëè è àíòèêîììóòàòèâíûìè àëãåáðàìè [10, 15, 16, 18, 17, 31, 84, 92,

97, 92, 30];

7. ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïîé [46, 58, 59, 60, 110].

Èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðîäîëæàþò óêàçàííûé âûøå ñïèñîê ðàáîò

è ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ïîëóãðóïï è

áóëåâûõ àëãåáð.

Âàæíîñòü ñâîéñòâà íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì ïðè èçó÷åíèè àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-

ìåòðèè íàä àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A áûëà óêàçàíà âûøå. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè

íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì (èëè åå îòñóòñòâèå) äîêàçàíà äëÿ ìíîãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì. Íàïðèìåð, íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà íàä

íåòåðîâûì êîëüöîì (â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, ëþáàÿ ïîëèöèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà, ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ìåòàáåëåâà ãðóïïà) [1, 5, 38], ëþáàÿ ãèïåðáîëè-

÷åñêàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ [109], ëþáàÿ ñâîáîäíàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà [39], ëþáàÿ

÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, ãðàô êîòîðîé íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêîâ [6], ëþ-

áàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ìåòàáåëåâà (èëè íèëüïîòåíòíàÿ) àëãåáðà Ëè [14]. Êðîìå

òîãî, îòìåòèì ðàáîòó [97], ïîñâÿùåííóþ íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì óíèâåðñàëüíîé

îáåðòûâàþùåé àëãåáðû ñïëåòåíèÿ àáåëåâûõ àëãåáð Ëè, è ðàáîòó [43] î íåòåðîâîñòè

âïîëíå ïðîñòûõ ïîëóãðóïï.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå ÿâëÿþòñÿ íåòåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì âñå áåñêîíå÷íî ïî-

ðîæäåííûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû [69], ñïëåòåíèå A oB íåàáåëåâîé ãðóïïû A è áåñ-

êîíå÷íîé ãðóïïû B [4], ìèíèìàêñíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìûMR = 〈R; max,min, ·,

+,−, 0, 1〉 èMN = 〈N; max,min,+, 0, 1〉 [32], êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîëóãðóïïû ñ áåñ-

êîíå÷íî óáûâàþùèìè öåïî÷êàìè èäåìïîòåíòîâ (â ÷àñòíîñòè, ñâîáîäíûå èíâåðñíûå

ïîëóãðóïïû) [44], êîíå÷íî ïîðîæäåííûå íåõîïôîâûå ãðóïïû (â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà

Áàóìñëàãà-Ñîëèòýðà) [44].

Îñîáî îòìåòèì ìîíîãðàôèþ [54], ãäå ñòðîèòñÿ ìíîãî ïðèìåðîâ íåòåðîâûõ è íå

íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì ïîëóãðóïï è èçó÷àþòñÿ èõ ñâîéñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî îòêðûòûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîé

àíòèêîììóòàòèâíîé, ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé è ñâîáîäíîé àëãåáðû Ëè. Êðîìå òîãî,

íåèçâåñòíî, áóäåò ëè ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì ãðóïï

íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì ãðóïïîé.

Ïîíÿòèÿ qω(uω)-êîìïàêòíîñòè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ñâîéñòâà íåòåðîâîñòè ïî

óðàâíåíèÿì è èãðàþò âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèÿõ ïî óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè-

÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â ðàáîòå Á.È. Ïëîòêèíà [77] ñòðîèòñÿ ïðèìåð ãðóïïû, ÿâëÿþ-

ùåéñÿ qω-êîìïàêòíîé, íî íå íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì. Â ðàáîòå Ì.Êîòîâà [52] ïî-

ñòðîåí àíàëîãè÷íûé ïðèìåð â ÿçûêå, ñîñòîÿùåì èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà óíàðíûõ

ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ. Òàêæå ðàáîòà [52] ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ qω- è

uω-êîìïàêòíîñòè àëãåáð ïðîèçâîëüíîãî ÿçûêà L.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ êëàññû qω- è uω-êîìïàêòíûõ áóëåâûõ àë-

ãåáð è ïîëóðåøåòîê.

Óêàæåì íåêîòîðûå âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû îá ýêâàöèîíàëüíûõ îáëàñòÿõ. Â [22]

áûëè ïîëíîñòüþ îïèñàíû ýêâàöèîíàëüíûå îáëàñòè â êëàññå àëãåáð Ëè, àíòèêîììó-

òàòèâíûõ è àññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Îòìåòèì, ÷òî èñòîðè÷åñêè ïåðâûìè ïðèìåðà-

ìè ýêâàöèîíàëüíûõ îáëàñòåé â êëàññå ãðóïï ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûå íåàáåëåâû ãðóïïû

(âïåðâûå áûëî äîêàçàíî Ã. Ãóðåâè÷åì, äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [57]), ãèïåðáîëè÷åñêèå

ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ [1, 73], êîíå÷íûå íåàáåëåâû ïðîñòûå ãðóïïû (ñì. äîêàçàòåëü-

ñòâî â [62]) è ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå G1 ∗ G2 ïðîèçâîëüíûõ ãðóïï G1, G2 (êðîìå

ñëó÷àÿ Z2 ∗ Z2) [2].

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ýêâàöèîíàëüíûå îáëàñòè â ðàçëè÷íûõ

êëàññàõ ïîëóãðóïï.
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Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì íà íþàíñ, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè ïåðåíîñå îáùèõ ðåçóëü-

òàòîâ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà êîíêðåòíóþ ãðóïïó (ïîëóãðóïïó,

áóëåâó àëãåáðó, . . .). Äåëî â òîì, ÷òî ìíîãèå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðóï-

ïû (ïîëóãðóïïû, áóëåâîé àëãåáðû, . . .) ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ÿçûêà, â êîòîðîì îíà

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Çàâèñèìîñòü àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ

ñâîéñòâ îò ÿçûêà íàñòîëüêî ñèëüíàÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ãðóïïû (ïî-

ëóãðóïïû, áóëåâîé àëãåáðû, . . .) â ÿçûêå L, ìîãóò áûòü óæå íå âåðíû ïðè îáåäíåíèè

èëè îáîãàùåíèè ÿçûêà L. Íàïðèìåð, åñëè ãðóïïà G â ÿçûêå L ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî

óðàâíåíèÿì (ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ), òî G ìîæåò óæå íå áûòü òàêîâîé ïðè îáîãà-

ùåíèè (îáåäíåíèè) ÿçûêà L. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äàííûé ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ

ïðè èçó÷åíèè ýêâàöèîíàëüíûõ îáëàñòåé â êëàññå ïîëóãðóïï, ïîñêîëüêó ïîëóãðóïïó

S ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ÿçûêîâ {·}, {·} ∪ {s | s ∈ S}, {·, −1},

{·, −1} ∪ {s | s ∈ S}.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (íèæå â

âèäå ññûëîê óêàçàíû ðàáîòû, ãäå áûë îïóáëèêîâàí ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò).

1. Äëÿ áóëåâîé àëãåáðû, ðàññìàòðèâàåìîé â ÿçûêå ñ êîíñòàíòàìè, íàéäåíû

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîé íåòåðîâîñòè, a òàêæå qω- è uω-

êîìïàêòíîñòè. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè áóëå-

âûõ àëãåáð [117].

2. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîëóãðóïïà, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ÿçûêå áåç êîíñòàíò, ÿâëÿ-

åòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ, òî îíà òðèâèàëüíà [118].

3. Îïèñàíû ýêâàöèîíàëüíûå îáëàñòè â ñëåäóþùèõ êëàññàõ ïîëóãðóïï (âî âñåõ

ïóíêòàõ íèæå ïîëóãðóïïû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ÿçûêå ñ êîíñòàíòàìè, è êðîìå

òîãî â ïóíêòàõ (a)�(c) ïîëóãðóïïû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ îïåðàöèåé îáðàùåíèÿ):

(a) èíâåðñíûå ïîëóãðóïïû [119];

(b) êëèôôîðäîâû ïîëóãðóïïû [121];

(c) âïîëíå ïðîñòûå ïîëóãðóïïû [122];

(d) êîíå÷íûå ïðîñòûå ïîëóãðóïïû [120];

(e) ïîëóãðóïïû ñ êîíå÷íûì ìèíèìàëüíûì èäåàëîì (â ÷àñòíîñòè, âñå êîíå÷íûå

ïîëóãðóïïû) [125].
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4. Äîêàçàíî, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîëóðåøåòêà áåñêîíå÷íîãî ðàíãà F , ðàññìàòðèâàåìàÿ

â ÿçûêå ñ êîíñòàíòàìè, íåòåðîâà ïî ñîâìåñòíûì ñèñòåìàì. Îïèñàíû êîîðäè-

íàòíûå ïîëóðåøåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðèâîäèìûì àëãåáàðè÷åñêèì ìíîæå-

ñòâàì íàä F . Óêàçàí êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä F . Ïðèâåäåí

àëãîðèòì ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä F [123].

5. Ðàçâèòà óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íàä ÿçûêàìè, ñîäåðæàùèìè

ïðåäèêàòíûé ñèìâîë 6=. Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ êî-îáëàñòåé, íåòåðîâûõ ïî

óðàâíåíèÿì, qω- è uω-êîìïàêòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì òàêèõ ÿçûêîâ. Êðî-

ìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A ÿçûêà L, ñîäåðæàùåãî

ïðåäèêàòíûé ñèìâîë 6=, îïèñàíû íåïðèâîäèìûå ìíîæåñòâà è íåïðèâîäèìûå êî-

îðäèíàòíûå àëãåáðû [127].

6. Äëÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ïîëóðåøåòêè Ll èç l ýëåìåíòîâ èçó÷åíû ñâîéñòâà

íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíî ñðåäíåå ÷èñëî

íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ â Lnl [126].

7. Íàéäåíà ïîëóðåøåòêà ïîðÿäêà n, íàä êîòîðîé ÷èñëî íåñîâìåñòíûõ óðàâíåíèé

îò m ïåðåìåííûõ ìàêñèìàëüíî (ìèíèìàëüíî). Ïîêàçàíî, ÷òî íàèáîëåå âåðîÿò-

íûì ðåøåíèåì ñëó÷àéíî âûáðàííîãî óðàâíåíèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïðî-

èçâîëüíîé ïîëóðåøåòêîé ðàíãà n ≥ 6 áóäåò ïóñòîå ìíîæåñòâî [124].

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Îìñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå

(2011-2016), ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ �Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ�

(Íîâîñèáèðñê, 2011-2016), øêîëå-êîíôåðåíöèè �Àëãîðèòìè÷åñêèå âîïðîñû òåîðèè

ãðóïï è ñìåæíûõ îáëàñòåé� (Ýðëàãîë, 2012), êîíôåðåíöèè �Àëãåáðà è ëèíåéíàÿ

îïòèìèçàöèÿ�, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ Í.Ñ. ×åðíèêîâà (Åêàòåðèíáóðã, 2012), íüþ-

éîðêñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè ãðóïï (Íüþ-Éîðê, ÑØÀ, 2014), àëãåáðàè÷åñêîì ñå-

ìèíàðå â Stevens Institute of Technology (Õîáîêåí, ÑØÀ, 2014), ìåæäóíàðîäíîì âå-

áèíàðå ïî òåîðèè ãðóïï (2014), êîíôåðåíöèè �Àïïðîêñèìàöèÿ ëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé,

àëãîðèòìîâ è çàäà÷� (Îìñê, 2015), âîñüìîé èðàíñêîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

ïî òåîðèè ãðóïï (Òåáðèç, Èðàí, 2016), êîíôåðåíöèè �Groups, Algebras and Identities�,

ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ Á.È. Ïëîòêèíà (Èåðóñàëèì, Èçðàèëü, 2016), Àëãåáðà è Ëîãè-

êà: Òåîðèÿ è Ïðèëîæåíèÿ (Êðàñíîÿðñê, 2016), Îáùåèíñòèòóòñêîì ñåìèíàðå ÈÌ ÑÎ

ÐÀÍ (Íîâîñèáèðñê, 2017).
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Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 173 ñòðàíèöàõ, ñîäåðæèò ââåäåíèå, ãëàâó ñ ïðåäâàðè-

òåëüíûìè ñâåäåíèÿìè, øåñòü ãëàâ ñ ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè è ñïèñîê ëèòåðàòó-

ðû. Ãëàâû ðàçáèòû íà ïàðàãðàôû, ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 130 íàèìåíîâàíèé.

Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé (òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé), îïðåäåëåíèé è ïðèìåðîâ ñêâîç-

íàÿ âíóòðè êàæäîé ãëàâû è ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë: ïåðâîå ÷èñëî � ýòî íîìåð ãëàâû,

âòîðîå � ïîðÿäêîâûé íîìåð âíóòðè ãëàâû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [115]� [127], âõîäÿùèõ â ïåðå-

÷åíü ÂÀÊ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâà-

íû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíûõ ñòåïåíåé äîêòîðà

è êàíäèäàòà íàóê.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû Â ãëàâå 0 äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè ïîëó-

ãðóïï, áóëåâûõ àëãåáð, òåîðèè ìîäåëåé è óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ óðàâíåíèé íàä áóëåâûìè àëãåáðàìè è ðåøåíèþ ñëå-

äóþùèõ ïðîáëåì óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè (â ñâîåé ðàáîòå ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì áóëåâû àëãåáðû â ÿçûêå ñ ïðîèçâîëüíûì êîëè÷åñòâîì êîíñòàíòíûõ ñèì-

âîëîâ; áóëåâó àëãåáðó, â êîòîðîé êîíñòàíòû ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó èçîìîðôíóþ C,

ìû íàçûâàåì áóëåâîé C-àëãåáðîé).

Ïðîáëåìà 1. Îïèñàòü âñå íåòåðîâûå ïî óðàâíåíèÿì, ñëàáî íåòåðîâûå, qω- è uω-

êîìïàêòíûå áóëåâû C-àëãåáðû.

Ïðîáëåìà 2. Êîãäà äâå áóëåâûõ C-àëãåáðû ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû äðóã äðó-

ãó.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 çàêëþ÷àþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùèõ òåî-

ðåì, ðåøàþùèõ óêàçàííûå âûøå ïðîáëåìû.

Òåîðåìà 1.5. Áóëåâà C-àëãåáðà B íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïîäàëãåáðà C, ïîðîæäåííàÿ êîíñòàíòàìè, êîíå÷íà.

Òåîðåìà 1.6. Åñëè áóëåâà C-àëãåáðà B íåòåðîâà ïî ñîâìåñòíûì ñèñòåìàì óðàâíå-

íèé, òî B íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì.

Òåîðåìà 1.10. Áóëåâà C-àëãåáðà B qω-êîìïàêòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàä

B íå ñóùåñòâóåò E0- è E1-ñèñòåì.
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Òåîðåìà 1.11. Áóëåâà C-àëãåáðà B uω-êîìïàêòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàä

B íå ñóùåñòâóåò Ek-ñèñòåì äëÿ ëþáîãî k ∈ N.

Òåîðåìà 1.13. Äâå áóëåâû C-àëãåáðû B1,B2 ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ëþáàÿ íåñîâìåñòíàÿ íàä B1 ñèñòåìà óðàâíåíèé íåñîâìåñòíà íàä àëãåáðîé B2

è íàîáîðîò;

2. òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ {cj|j ∈ J} ⊆ C ñóùåñòâóåò è

ðàâíà 0 â B1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0 â B2.

Ïàðàãðàô 2 ïîñâÿùåí ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ïðîáëåìû.

Ïðîáëåìà 3. Äëÿ ïîëóãðóïïû S, ðàññìàòðèâàåìîé â îäíîì èç ïîëóãðóïïîâûõ ÿçû-

êîâ, îïðåäåëèòü, áóäåò ëè S ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Äàííàÿ ïðîáëåìà ðåøåíà ëèøü ÷àñòè÷íî: íàì óäàëîñü îïèñàòü ýêâàöèîíàëüíûå

îáëàñòè â âàæíåéøèõ êëàññàõ ïîëóãðóïï (èíâåðñíûå, êëèôôîðäîâû, âïîëíå ïðî-

ñòûå, êîíå÷íûå ïðîñòûå ïîëóãðóïïû, à òàêæå ïîëóãðóïïû ñ íååäèíè÷íûì öåíòðîì,

è êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï). Äîêàçàííûå íàìè ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòüñÿ â ñëå-

äóþùèõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 2.8. Ëþáàÿ èíâåðñíàÿ ïîëóãðóïïà S, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, íå

áóäåò ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls−inv(S) = {·, −1} ∪ {s | s ∈ S}.

Òåîðåìà 2.14. Ëþáàÿ êëèôôîðäîâà ïîëóãðóïïà S = {Sα|α ∈ Ω} ïðè |Ω| > 1 íå

ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S) = {·} ∪ {s | s ∈ S}.

Òåîðåìà 2.23. Âïîëíå ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëü-

íîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls−inv(S) = {·, −1} ∪ {s|s ∈ S} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1. ñýíäâè÷-ìàòðèöà P íå âûðîæäåíà, òî åñòü íîðìàëèçîâàííûé âèä P íå ñîäåð-

æèò äâóõ îäèíàêîâûõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ;

2. ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ãðóïïîâîì ÿçûêå

Lg(G) = {·, −1, 1} ∪ {g | g ∈ G}.
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Òåîðåìà 2.28. Êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèî-

íàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1. ìàòðèöà P íå âûðîæäåíà;

2. ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ãðóïïîâîì ÿçûêå Lg(G).

Òåîðåìà 2.32. Ïóñòü I � ëåâûé (ïðàâûé) èäåàë ïîëóãðóïïû S, ýëåìåíò e ∈ S

êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èäåàëà I, è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ I äëÿ

êîòîðîãî ea 6= a. Òîãäà ïîëóãðóïïà S íå ìîæåò áûòü ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â

ÿçûêå Ls(S).

Òåîðåìà 2.46. Ïîëóãðóïïà S ñ êîíå÷íûì ÿäðîì K = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèî-

íàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1. ÿäðî K ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(K);

2. îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼K òðèâèàëüíî

(èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýêâàöèîíàëüíàÿ îáëàñòü S ñ êîíå÷íûì ÿäðîì

äîëæíà áûòü êîíå÷íîé ïîëóãðóïïîé).

Çàìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà ïî÷òè ïîëíîå ñîâïàäåíèå ôîðìóëèðîâîê òåî-

ðåì 2.23, 2.28 íè îäèí èç ðåçóëüòàòîâ íå ñëåäóåò èç äðóãîãî, ïîñêîëüêó â òåîðåìå 2.23

ïîëóãðóïïû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ÿçûêå ñ îáðàùåíèåì Ls−inv(S), à â òåîðåìå 2.28 èñ-

ïîëüçóåòñÿ ÿçûê áåç îáðàùåíèÿ Ls(S) (ñì. òàêæå ïîÿñíåíèÿ â ïàðàãðàôå 0.4 è â

íà÷àëå ïàðàãðàôà 2.5). Êðîìå òîãî, â ñëåäóþùåé òåîðåìå ýêâàöèîíàëüíûå îáëàñòè

áûëè îïèñàíû â ñëó÷àå ÿçûêà áåç êîíñòàíò.

Òåîðåìà 2.1. Ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïîëóãðóïïà â ÿçûêå Ls = {·} íå ÿâëÿåòñÿ ýê-

âàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Â ãëàâå 3 ìû èçó÷àåì óðàâíåíèÿ íàä ñâîáîäíîé ïîëóðåøåòêîé F , ðàññìàòðèâà-

åìîé â ÿçûêå ñ êîíñòàíòàìè Ls(F) è ïðèìåíèòåëüíî ê F ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå

ñòàíäàðòíûå ïðîáëåìû óíèâåðñàëüíîé ãåîìåòðèè.
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Ïðîáëåìà 4. Îïðåäåëèòü êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì (íåòåðîâûå ïî óðàâíå-

íèÿì, íåòåðîâûå ïî ñîâìåñòíûì ñèñòåìàì, ñëàáî íåòåðîâûå ïî óðàâíåíèÿì, qω-

êîìïàêòíûå èëè uω-êîìïàêòíûå ïîëóðåøåòêè), ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ñâîáîä-

íàÿ ïîëóðåøåòêà F .

Ïðîáëåìà 5. Îïèñàòü íåïðèâîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà íàä ñâîáîäíîé

ïîëóðåøåòêîé F .

Ïðîáëåìà 6. Ïðåäëîæèòü àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïðîáëåìó ñîâìåñòíîñòè ïðîèç-

âîëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé S íàä ñâîáîäíîé ïîëóðåøåòêîé F .

Óêàçàííûå âûøå ïðîáëåìû ðåøàþòñÿ â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ äèññåðòàöèè (ïðî-

áëåìà 6 ðåøàåòñÿ â ïàðàãðàôå 3.4, â êîòîðîì îïèñàí òðåáóåìûé àëãîðèòì).

Òåîðåìà 3.4. Ëþáàÿ ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàä F ýêâèâàëåíòíà ñâîåé

êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå. Èíûìè ñëîâàìè, ïîëóðåøåòêà F íåòåðîâà ïî ñîâìåñòíûì

ñèñòåìàì.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ ïîëóðåøåòêà áåñêîíå÷íîãî ðàíãà, ñ ìíîæå-

ñòâîì ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ {ai | i ∈ I}; S � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ F-

ïîëóðåøåòêà è HomF(S,F) 6= ∅. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. S ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé F-ïîëóðåøåòêîé íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî àëãåá-

ðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íàä F ;

2. S âëîæèìà (êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿçûêà Ls(F)) â F [t1, t2, . . . , tn] äëÿ

íåêîòîðîãî n < ω, ãäå F [t1, t2, . . . , tn] � ñâîáîäíàÿ ïîëóðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ

ìíîæåñòâîì {ai | i ∈ I} ∪ {t1, t2, . . . , tn};

3. íà S èñòèííû óíèâåðñàëüíûå ôîðìóëû Σ = {ϕi, ψi | i ∈ I},

ϕi : ∀x, y (xai = yai → (xai = y ∨ x = yai ∨ x = y)) ,

ψi : ∀x, y (xy ≤ ai → (x ≤ ai ∨ y ≤ ai)) .

Â ãëàâå 4 ìû, ñëåäóÿ ðàáîòå [23], èçó÷àåì àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ íàä ÿçûêà-

ìè ñ ïðåäèêàòàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L 6= ðàñøèðåíèå ïðîèçâîëüíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî
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ÿçûêà L ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî ïðåäèêàòà 6=, êîòîðûé â ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-

ìå A áóäåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Îêàçûâàåòñÿ, àëãåáðàè÷åñêàÿ

ãåîìåòðèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ÿçûêà L 6= äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äîñòàòî÷íî

ñèëüíûì óñëîâèÿì, êîòîðûå ñóæàþò âîçìîæíîñòè äëÿ ðåàëèçàöèè åå òåõ èëè èíûõ

ñâîéñòâ. Ïðèâåäåì ëèøü íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 4.3. Àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y ⊆ An íàä L6=-àëãåáðîé A íåïðèâîäèìî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Y ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ïîëóðåøåòêè ASn.

Òåîðåìà 4.4. L 6=-àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ êî-îáëàñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

L 6=-àëãåáðà A òðèâèàëüíà, òî åñòü |A| = 1.

Òåîðåìà 4.6. L 6=-àëãåáðà A íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

êëàññ ASn êîíå÷åí äëÿ êàæäîãî n ≥ 1.

Òåîðåìà 4.8. Äëÿ L6=-àëãåáðû A ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. àëãåáðà A uω-êîìïàêòíà;

2. àëãåáðà A qω-êîìïàêòíà;

3. íàä A íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ó êîòî-

ðîé âñå êîíå÷íûå ïîäñèñòåìû ñîâìåñòíû.

Ñîãëàñíî îñíîâíûì òåîðåìàì óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êàæäîå

àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y íàä êîíå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A äîïóñêàåò

åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíî-

æåñòâ (íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Y ). Òàêèì îáðàçîì, íåïðèâîäèìûå ìíî-

æåñòâà èãðàþò ðîëü �àòîìîâ�, èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíî ëþáîå àëãåáðà-

è÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä A. Ðàçìåð è êîëè÷åñòâî òàêèõ �àòîìîâ� ÿâëÿåòñÿ âàæíîé

àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé êîíå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A. Òà-

êèì, îáðàçîì ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Ïðîáëåìà 7. Äëÿ êîíå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A ÿçûêà L îïèñàòü êëàññ

íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ è îïðåäåëèòü ñðåäíèé ðàçìåð àëãåáðàè÷å-

ñêîãî ìíîæåñòâà.
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Â ãëàâå 5 ìû ðåøàåò óêàçàííóþ âûøå ïðîáëåìó äëÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ïî-

ëóðåøåòêè Ll, ñîñòîÿùåé èç l ýëåìåíòîâ. Ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì äàííîãî ïàðàãðàôà

ìîãóò áûòü îòíåñåíà ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Òåîðåìà 5.6. ×èñëî Y -íåïðèâîäèìûõ ðàçáèåíèé (ñì. îïðåäåëåíèå â ãëàâå 5) àëãåá-

ðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Y = V(t(X) = s(X)) ðàâíî ÷èñëó íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò

ìíîæåñòâà Y .

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü

Y =
⋃

ðàçáèåíèå σ Y -íåïðèâîäèìî

Yσ (1)

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Y =

V(t(X) = s(X)) íàä ïîëóðåøåòêîé Ll. Òîãäà

1. òî÷êà P ïðèíàäëåæèò âñåì ìíîæåñòâàì Yσ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P = (a, a, . . . , a) äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Ll;

2.

Yσ \
⋃
σ′ 6=σ

Yσ′ = {Pσ}

(ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçëîæåíèå (1) èçáûòî÷íî, òî åñòü êàæäàÿ òî÷êà ìíî-

æåñòâà Y \
⋃
σ{Pσ} ïðèíàäëåæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâóì íåïðèâîäèìûì êîì-

ïîíåíòàì);

3. âñå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Y èçîìîðôíû äðóã äðóãó;

4. |Yσ| =
(

2l−1
l

)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî σ.

Êðîìå òîãî, â ãëàâå 5.4 ìû íàõîäèì ñðåäíåå ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò àë-

ãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä Ll, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè ðîâíî îò n ïåðåìåííûõ.

Â ãëàâå 6 ìû èçó÷àåì óðàâíåíèÿ íàä ïîëóðåøåòêàìè è íàõîäèì ïîëóðåøåòêó ïî-

ðÿäêà n, íàä êîòîðîé ÷èñëî íåñîâìåñòíûõ óðàâíåíèé îò m ïåðåìåííûõ ìàêñèìàëüíî

(ìèíèìàëüíî). Êðîìå òîãî, â ýòîé æå ãëàâå ïîêàçàíî (òåîðåìà 6.7), ÷òî íàèáîëåå

âåðîÿòíûì ðåøåíèåì ñëó÷àéíî âûáðàííîãî óðàâíåíèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïðî-

èçâîëüíîé ïîëóðåøåòêîé ðàíãà n ≥ 6 áóäåò ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Áëàãîäàðíîñòè.
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Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó Âëàäèìèðó Íèêà-

íîðîâè÷ó Ðåìåñëåííèêîâó.
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0 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

0.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïîëóãðóïï

Ñëåäóÿ êíèãàì [45, 55, 111], ïðèâåä¼ì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ïîëóãðóïï.

Ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñ îïðåäåë¼ííîé íà í¼ì àññîöèàòèâ-

íîé îïåðàöèåé (x, y) 7→ xy. Îïðåäåë¼ííàÿ íà ïîëóãðóïïå îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ óìíî-

æåíèåì. Ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ìîíîèäîì, åñëè â íåé ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e (åäè-

íèöà) òàêîé, ÷òî xe = ex = x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x. Ýëåìåíò 0 ∈ S ÿâëÿåòñÿ íóëåì

ïîëóãðóïïû S, åñëè x0 = 0x = 0 äëÿ âñåõ x ∈ S.

Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëóãðóïïû S. Ïåðèîä n ýëåìåíòà a � ýòî ÷èñëî

ýëåìåíòîâ â ïîäïîëóãðóïïå, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì a. Äëÿ ýëåìåíòà a, èìåþùåãî

ïåðèîä n, èíäåêñîì íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî am = an.

Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû a, b ∈ S êîììóòèðóþò åñëè ab = ba. Ïîëóãðóïïà òðèâèàëüíà,

åñëè îíà ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí ýëåìåíò.

Ýëåìåíò a ∈ S íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòîì, åñëè aa = a. Ïîëóãðóïïà S íàçûâàåòñÿ

ñâÿçêîé (èëè èäåìïîòåíòîé), åñëè âñå åå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòàìè. Ñâÿçêà

S íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé, åñëè â ïîëóãðóïïå S âûïîëíåíî òîæäåñòâî xyz = xz.

Ïîëóãðóïïà íèãäå íå êîììóòàòèâíà, åñëè ëþáàÿ ïàðà åå ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ

íå êîììóòèðóåò. Äëÿ íèãäå íå êîììóòèðóþùèõ ïîëóãðóïï ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.1. Ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå êîììóòàòèâíîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà S � ïðÿìîóãîëüíàÿ ñâÿçêà.

Ïîäìíîæåñòâà â ïîëóãðóïïå Öåíòð ïîëóãðóïïû S � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ýëå-

ìåíòîâ z ∈ S, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ïîëóãðóïïû.

Ìíîæåñòâî I ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû S íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) èäåàëîì, åñëè

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ s ∈ S, a ∈ I âûïîëíåíî sa ∈ I (as ∈ I). Èäåàë, ÿâëÿþùèéñÿ

îäíîâðåìåííî ëåâûì è ïðàâûì, íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííèì (èëè ïðîñòî èäåàëîì).

Ïîëóðåøåòêè Ñâÿçêà íàçûâàåòñÿ ïîëóðåøåòêîé, åñëè îíà êîììóòàòèâíà, òî åñòü

äëÿ ëþáîé ïàðû x, y ∈ S âûïîëíåíî xy = yx.

Ïîñêîëüêó ïîëóðåøåòêè îáðàçóþò ìíîãîîáðàçèå, òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà I ñó-

ùåñòâóåò ñâîáîäíàÿ ïîëóðåøåòêà F , ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè {ai | i ∈ I}. Ìîùíîñòü
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ìíîæåñòâà I íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ñâîáîäíîé ïîëóðåøåòêè F , è, êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ìíîæåñòâî I ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíî.

ßñíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a ∈ F äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â

âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

a = ai1ai2 . . . ain ,

ãäå i1 < i2 < . . . < in.

Íà ýëåìåíòàõ ëþáîé ïîëóðåøåòêè ìîæíî îïðåäåëèòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

b ≤ c⇔ bc = b.

Îòíîøåíèå b ≤ c äëÿ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé ïîëóðåøåòêè b, c ∈ F îçíà÷àåò, ÷òî

ëþáîé ïîðîæäàþùèé ai, âõîäÿùèé â çàïèñü ýëåìåíòà c, äîëæåí âõîäèòü è â çàïèñü

ýëåìåíòà b. Íàïðèìåð, a1a2a3 ≤ a1a3.

Ñ ïîìîùüþ F1 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñâîáîäíóþ ïîëóðåøåòêó F ñ ïðèñîåäèíåííûì

ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì 1 (òî åñòü x · 1 = 1 · x = x äëÿ âñåõ x ∈ F1).

Äâà ýëåìåíòà b, c ∈ F áóäåì íàçûâàòü âçàèìíî ïðîñòûìè åñëè

b =
∏
i∈Ib

ai, c =
∏
i∈Ic

ai,

è Ib∩Ic = ∅. Èíûìè ñëîâàìè, ýëåìåíòû b, c ∈ F âçàèìíî ïðîñòû, åñëè íå ñóùåñòâóåò

òàêîãî d ∈ F , ÷òî b ≤ d, c ≤ d. Íàïðèìåð, ýëåìåíòû a1a3 è a2a4 âçàèìíî ïðîñòû.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ýëåìåíòîâ ïîëóðåøåòêè F1 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åå ìàêñèìàëüíûé

ýëåìåíò 1 âçàèìíî ïðîñò ñ ëþáûì ýëåìåíòîì ïîëóðåøåòêè F1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî â òåîðèè ïîëóðåøåòîê.

Òåîðåìà 0.2. Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîëóðåøåòêà êîíå÷íà è âëîæèìà â

íåêîòîðóþ ñâîáîäíóþ ïîëóðåøåòêó êîíå÷íîãî ðàíãà.

Ïðîñòûå è âïîëíå ïðîñòûå ïîëóãðóïïû Ïîëóãðóïïà S, èìåþùàÿ åäèíñòâåí-

íûé èäåàë I = S íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé. Ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S íàçûâàåòñÿ âïîëíå

ïðîñòîé, åñëè â íåé ñóùåñòâóþò ìèíèìàëüíûå ëåâûå è ïðàâûå èäåàëû. Íåñëîæíî

äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïðîñòàÿ êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà âïîëíå ïðîñòà. Ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò (òåîðåìà Ðèñà) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ â òåîðèè ïîëóãðóïï.

Òåîðåìà 0.3. Äëÿ ëþáîé âïîëíå ïðîñòîé ïîëóãðóïïû S ñóùåñòâóåò ãðóïïà G è

ìíîæåñòâà I,Λ òàêèå ÷òî, ïîëóãðóïïà S èçîìîðôíà ìíîæåñòâó òðîåê (λ, g, i), ãäå
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g ∈ G, λ ∈ Λ, i ∈ I. Óìíîæåíèå íà òðîéêàõ (λ, g, i) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(λ, g, i)(µ, h, j) = (λ, gpiµh, j),

ãäå piµ ∈ G � ýëåìåíò ìàòðèöû P, îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè:

1. ìàòðèöà P ñîñòîèò èç |I| ñòðîê è |Λ| ñòîëáöîâ;

2. ýëåìåíòû ìàòðèöû P ñóòü ýëåìåíòû ãðóïïû G;

3. ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà ðàâíû 1 ∈ G (òî åñòü ìàòðèöà

P íîðìàëèçîâàíà).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà P íå âûðîæäåíà, åñëè â íåé íåò äâóõ îäèíàêîâûõ

ñòîëáöîâ èëè äâóõ îäèíàêîâûõ ñòðîê.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 0.3 âïîëíå ïðîñòóþ ïîëóãðóïïó S áóäåì îáîçíà÷àòü ñ

ïîìîùüþ ÷åòâåðêè S = (G,P,Λ, I). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëî |Λ| (|I|) ðàâíî êîëè-

÷åñòâó ìèíèìàëüíûõ ïðàâûõ (ëåâûõ) èäåàëîâ ïîëóãðóïïû S.

Èç òåîðåìû 0.3 ñëåäóåò, ÷òî âïîëíå ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ êîïèé ãðóïïû G. Î÷åâèäíî, åäèíèöàìè ìàêñèìàëüíûõ

ïîäãðóïï ïîëóãðóïïû S áóäóò ýëåìåíòû (λ, piλ
−1, i), λ ∈ Λ, i ∈ I. Òîãäà îïåðàöèÿ

îáðàùåíèÿ −1 â ïîäãðóïïå, îïðåäåëåííîé èíäåêñàìè λ, i, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(λ, g, i)−1 = (λ, piλ
−1g−1piλ

−1, i).

Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ âïîëíå ïðîñòûõ ïîëóãðóïï (â ÿçûêå ñ îïåðàöèåé îáðàùåíèÿ)

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Ñâîáîäíûå îáúåêòû äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ õàðàêòåðèçóþò-

ñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 0.4. [12, 85] Ïóñòü X = {x1, x2, . . . , xn}, Y = {yiλ|i ∈ I, λ ∈ Λ} � êîíå÷-

íûå ìíîæåñòâà áóêâ, ãäå I = Λ = {1, 2, . . . , n}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (X ∪ Y ) ñâî-

áîäíóþ ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì X ∪ Y . Òîãäà ñâîáîäíàÿ âïîëíå ïðîñòàÿ

ïîëóãðóïïà Fcss(X), ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì X, çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ÷åòâåðêîé

Fcss = (F (X ∪ Y ),P, I,Λ), ãäå P = (yiλ) è îòîáðàæåíèåì xi → (i, xi, i).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ âïîëíå ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà ðàíãà 1 èçîìîðô-

íà ñâîáîäíîé ãðóïïå ðàíãà 1.

Â ìíîãîîáðàçèè âïîëíå ïðîñòûõ ïîëóãðóïï ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ ñâîáîäíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ. Ñòðóêòóðà ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âïîëíå ïðîñòûõ ïîëóãðóïï

ïðèâåäåíà â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà 0.5. [47] Ïóñòü ïîëóãðóïïà S = S1∗S2 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì

âïîëíå ïðîñòûõ ïîëóãðóïï S1 = (G1,P1,Λ1, I1), S2 = (G2,P2,Λ2, I2). Òîãäà S èìååò

ïðåäñòàâëåíèå S = (G,P,Λ, I), ãäå

1. ìíîæåñòâà èíäåêñîâ Λ, I ðàâíû äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèÿì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ìíîæåñòâ ïîëóãðóïï S1, S2;

2. ïóñòü

Y = {yiλ|i ∈ I1, λ ∈ Λ2 èëè i ∈ I2, λ ∈ Λ1},

òîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû P = (piλ) îïðåäåëÿþòñÿ êàê

piλ =


yiλ, åñëè i ∈ I1, λ ∈ Λ2 èëè i ∈ I2, λ ∈ Λ1

p
(1)
iλ , åñëè i ∈ I1, λ ∈ Λ1

p
(2)
iλ , åñëè i ∈ I2, λ ∈ Λ2

ãäå ÷åðåç p
(j)
iλ îáîçíà÷åí ýëåìåíò ìàòðèöû Pj ñ èíäåêñàìè i, λ.

3.

G = G1 ∗G2 ∗ F (Y ),

ãäå F (Y ) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì Y .

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà G îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ëåâûì è ïðàâûì èäåàëîì,

êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ G. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 0.6. Âïîëíå ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |Λ| = |I| = 1.

×èñëà λ ∈ Λ, i ∈ I ýëåìåíòà (λ, g, i) âïîëíå ïðîñòîé ïîëóãðóïïû S = (G,P,Λ, I)

áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì è âòîðûì èíäåêñîì ñîîòâåòñòâåííî.

Ìèíèìàëüíûé èäåàë (â êîíå÷íûõ ïîëóãðóïïàõ îí âñåãäà ñóùåñòâóåò) ïîëóãðóï-

ïû S íàçûâàåòñÿ ÿäðîì è îáîçíà÷àåòñÿ Ker(S). ßäðî âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïîëó-

ãðóïïîé. Åñëè ÿäðî ïîëóãðóïïû S ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, òî S íàçûâàåòñÿ ãîìîãðóïïîé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò âñå íåîáõîäèìûå íàì ñâåäåíèÿ î ñòðîåíèè ãîìîãðóïï.

Òåîðåìà 0.7. (ñì. äîêàçàòåëüñòâî â [55]) Â ãîìîãðóïïå S åäèíèöà ÿäðà Ker(S) ÿâ-

ëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîì (òî åñòü e2 = e) è êîììóòèðóåò ñî âñåì ýëåìåíòàìè ïî-

ëóãðóïïû S.
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Èíâåðñíûå ïîëóãðóïïû

Ïîëóãðóïïà S íàçûâàåòñÿ èíâåðñíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà s ∈ S ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò s−1 òàêîé, ÷òî ss−1s = s, s−1ss−1 = s−1. Âñå íóæíûå íàì

ñâîéñòâà èíâåðñíûõ ïîëóãðóïï ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 0.8. Ïóñòü E = {e ∈ S|ee = e} � ìíîæåñòâî èäåìïîòåíòîâ èíâåðñíîé

ïîëóãðóïïû S. Òîãäà

1. âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, òî åñòü èäåìïî-

òåíòû èíâåðñíîé ïîëóãðóïïû îáðàçóþò ïîëóðåøåòêó;

2. ss−1 ∈ E;

3. äëÿ ëþáûõ e ∈ E, s ∈ S âûïîëíåíî ses−1 ∈ E;

4. åñëè |E| = 1, òî S � ãðóïïà.

Èç ñâîéñòâ èäåìïîòåíòîâ ëåãêî ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ îáðàùåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ:

(st)−1 = t−1s−1.

Îïðåäåëèì íà ïàðàõ èäåìïîòåíòîâ e, f ∈ E èíâåðñíîé ïîëóãðóïïû S ÷àñòè÷íûé

ïîðÿäîê êàê

e ≤ f ⇔ ef = e.

Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, è T (M) � ñåìåéñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ èíúåê-

òèâíûõ îòîáðàæåíèé f : M → M. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è

îáðàçà ÷àñòè÷íîãî èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ

dom(f) = {µ ∈M|f îïðåäåëåíà äëÿ ýëåìåíòà µ},

im(f) = {µ ∈M|∃η ∈M|òàêîé, ÷òî ηf = µ}.

Ëåììà 0.9. ×àñòè÷íûå èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

1. åñëè îòîáðàæåíèå f ∈ T (M) èäåìïîòåíòíî (òî åñòü ff = f), òî dom(f) =

im(f) è µf = µ äëÿ âñåõ µ ∈ dom(f);
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2. äëÿ ëþáîãî f ∈ T (M) îòîáðàæåíèå ff−1 èäåìïîòåíòíî è dom(ff−1) =

dom(f);

3. äëÿ èäåìïîòåíòíûõ îòîáðàæåíèé e, f ∈ T (M) âåðíî dom(ef) = dom(e) ∩

dom(f);

4. ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤ íà èäåìïîòåíòàõ èíâåðñíîé ïîëóãðóïïû T (M) èíòåð-

ïðåòèðóåòñÿ êàê

e ≤ f ⇔ dom(e) ⊆ dom(f).

Ñ ïîìîùüþ f |g, ãäå f, g ∈ T (M), áóäåì îáîçíà÷àòü ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ f íà

ìíîæåñòâî dom(g).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðåøàåò ïðîáëåìó ïðåäñòàâëåíèÿ èíâåðñíûõ ïîëóãðóïï.

Òåîðåìà 0.10. (Âàãíåð, Ïðåñòîí) Ëþáàÿ èíâåðñíàÿ ïîëóãðóïïà S âêëàäûâàåòñÿ â

T (M) ïðè ïîäõîäÿùåì ìíîæåñòâåM.

Êëèôôîðäîâû ïîëóãðóïïû

Ïîëóãðóïïà S íàçûâàåòñÿ êëèôôîðäîâîé (âïîëíå ðåãóëÿðíîé), åñëè îíà ðàâíà îáú-

åäèíåíèþ ñâîèõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï. Î÷åâèäíî, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà s êëèô-

ôîðäîâîé ïîëóãðóïïû S îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí îáðàòíûé ýëåìåíò s−1 (êàê îáðàòíûé

ýëåìåíò â ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïå, ñîäåðæàùåé s). Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ âïîëíå ïðî-

ñòàÿ ïîëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ êëèôôîðäîâîé ïîëóãðóïïîé.

Ïóñòü Ω � ïîëóðåøåòêà. Òîãäà äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ïîëóãðóïï S = {Sα|α ∈

Ω} íàçûâàåòñÿ ïîëóðåøåòêîé ïîëóãðóïï, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû α, β ∈ Ω, α ≤ β

ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ψα,β : Sβ → Sα òàêîé, ÷òî

1. äëÿ âñåõ α ∈ Ω ãîìîìîðôèçì ψα,α ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì;

2. ψα,β ◦ ψβ,γ = ψα,γ äëÿ âñåõ α ≤ β ≤ γ;

3. ψγβ,γ ◦ ψγ,α = ψγβ,β ◦ ψβ,α äëÿ âñåõ β, γ ≤ α;

4. óìíîæåíèå íà ýëåìåíòàõ s1 ∈ Sα, s2 ∈ Sβ ïîëóãðóïïû S îïðåäåëÿåòñÿ êàê

s1s2 = ψαβ,α(s1)ψαβ,β(s2). (2)
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñòðîåíèå êëèôôîðäîâûõ ïîëóãðóïï.

Òåîðåìà 0.11. [13] Ëþáàÿ êëèôôîðäîâà ïîëóãðóïïà èçîìîðôíà ïîëóðåøåòêå âïîëíå

ïðîñòûõ ïîëóãðóïï.

0.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè áóëåâûõ àëãåáð

Ñëåäóÿ êíèãå [67], ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î áóëåâûõ àëãåáðàõ.

Áóëåâîé àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ñ îïðåäåëåííûìè íà íåì îïå-

ðàöèÿìè îáúåäèíåíèÿ ∨, ïåðåñå÷åíèÿ ·, äîïîëíåíèÿ ¯ è âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè

0, 1, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1. a ∨ b = b ∨ a, ab = ba (êîììóòàòèâíîñòü);

2. (a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c), (ab)c = a(bc) (àññîöèàòèâíîñòü);

3. a ∨ (bc) = (a ∨ b)(a ∨ c), a(b ∨ c) = ab ∨ ac (äèñòðèáóòèâíîñòü);

4. a ∨ (ab) = a, a(a ∨ b) = a (ïðàâèëî ïîãëîùåíèÿ);

5. a ∨ ā = 1, a · ā = 0 (ñâîéñòâà äîïîëíåíèÿ).

Èç àêñèîì âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ëþáîé áóëåâîé

àëãåáðû

1. a ∨ a = a, aa = a (èäåìïîòåíòíîñòü);

2. a ∨ 0 = a, a · 1 = a;

3. a ∨ 1 = 1, a · 0 = 0;

4. 1̄ = 0, 0̄ = 1;

5. a ∨ b = āb̄, ab = a ∨ b (çàêîíû äå Ìîðãàíà);

6. a = a;

Ââåäåì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ êàê

x+ y = xy ∨ xy, (3)

äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 0.12. Áóëåâà àëãåáðà B îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé +, · ÿâëÿåòñÿ êîì-

ìóòàòèâíûì êîëüöîì, â êîòîðîì âûïîëíåíû òîæäåñòâà x+x = 0, xx = x. Îïåðà-

öèè áóëåâîé àëãåáðû ∨,̄ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îïåðàöèè áóëåâà êîëüöà +, · ñëåäóþùèì

îáðàçîì

x̄ = x+ 1, x ∨ y = xy + x+ y.

Íà ýëåìåíòàõ áóëåâîé àëãåáðû ìîæíî îïðåäåëèòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê êàê

x ≤ y ⇐⇒ xy = x.

Áóëåâà àëãåáðà B íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî åå ýëåìåíòîâ

èìååò òî÷íóþ íèæíþþ è òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííîãî âûøå

÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤. Çàìåòèì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè äëÿ

âñåõ ïîäìíîæåñòâ {bi|i ∈ I} ⊆ B ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè äëÿ

ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà {bi|i ∈ I} è íàîáîðîò. Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ïîäàëãåáðà C ⊆ B ïîëíà â B åñëè ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ àëãåáðû C

èìååò òî÷íóþ íèæíþþ è òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü (ðàññìàòðèâàåìûå â àëãåáðå B), è

ýòè ãðàíè ïðèíàäëåæàò C.

Íàðÿäó ñ ñèìâîëîì · äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ íèæå

áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîë
∧
. Íàïðèìåð, çàïèñü

∧
i∈I bi áóäåò îáîçíà÷àòü ïðîèçâå-

äåíèå ýëåìåíòîâ bi, ÷üè íèæíèå èíäåêñû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó I.

Ïîñêîëüêó êëàññ áóëåâûõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, òî äëÿ íåãî îïðåäåëåíî

ïîíÿòèå ñâîáîäíîé áóëåâîé àëãåáðû. Ñëåäóÿ [67], ìû ïðèâåäåì îäíî èç ýêâèâàëåíò-

íûõ îïðåäåëåíèé ñâîáîäíîé áóëåâîé àëãåáðû êîíå÷íîãî ðàíãà.

Áóëåâà àëãåáðà B íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé áóëåâîé àëãåáðîé ðàíãà r, åñëè ñóùåñòâó-

þò ïîðîæäàþùèå àëãåáðó B ýëåìåíòû b1, b2, . . . , br òàêèå, ÷òî âñå ïðîèçâåäåíèÿ∧
i∈I

bi ·
∧
j∈J

bj (I, J ⊆ {1, 2, . . . , r}, I ∩ J = ∅)

íå ðàâíû 0 â àëãåáðå B.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò îñíîâíûå ñòðóêòóðíûå ðåçóëüòàòû î áóëåâûõ

àëãåáðàõ.

Ïðåäëîæåíèå 0.13.

1. Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ áóëåâà àëãåáðà êîíå÷íà.
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2. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà B èçîìîðôíà àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåêî-

òîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M . Ñëåäîâàòåëüíî,

(a) |B| = 2|M |;

(b) B èçîìîðôíà äåêàðòîâîé |M |-îé ñòåïåíè äâóõýëåìåíòíîé àëãåáðû {0, 1};

(c) âñå êîíå÷íûå áóëåâû àëãåáðû îäèíàêîâîé ìîùíîñòè èçîìîðôíû äðóã äðóãó;

3. Êîíå÷íàÿ ñâîáîäíàÿ áóëåâà àëãåáðà ðàíãà r èìååò ìîùíîñòü 22r .

4. (Òåîðåìà Ñòîóíà) Ëþáàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå âñåõ îòêðûòî-

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî âïîëíå íåñâÿçíîãî õàóñäîðôî-

âà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

0.3 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìîäåëåé

Ïðèâåäåì, ñëåäóÿ êíèãå [61], íåîáõîäèìûå íàì ïîíÿòèÿ òåîðèè ìîäåëåé (íåêîòîðûå

áàçîâûå ïîíÿòèÿ, òàêèå êàê òîæäåñòâî è ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ñ

ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèé è ñîîòíîøåíèé, â òåêñòå íå îïðåäåëÿþòñÿ, íî ìîãóò áûòü

íàéäåíû ëþáîé êíèãå ïî óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå).

Íàáîð ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ L = {f (n1)
1 , f

(n2)
2 , . . .} ñ óêàçàíèåì èõ ìåñòíîñòè

n1, n2, . . . (ni ∈ N) ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèîíàëüíûì ÿçûêîì (äàëåå ïðîñòî ÿçû-

êîì). Ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë f
(0)
i íóëåâîé ìåñòíîñòè íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòíûì

ñèìâîëîì, è äàëåå äëÿ êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ ìû íå áóäåì óêàçûâàòü èõ ìåñòíîñòü

ñ ïîìîùüþ âåðõíåãî èíäåêñà. Àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A = 〈A | L〉 ÿçûêà L (L-

àëãåáðîé) íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî A, íà êîòîðîì êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíî-

ìó ñèìâîëó f (ni)
i ∈ L ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ fAi : Ani → A (êîíñòàíòíîìó ñèìâîëó

f
(0)
i ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A). Ôóíêöèþ fAi ìû áóäåì íàçû-

âàòü èíòåðïðåòàöèåé ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f (ni)
i ∈ L. Ìíîæåñòâî A àëãåáðàè-

÷åñêîé ñèñòåìû A íàçûâàåòñÿ óíèâåðñóìîì èëè îñíîâíûì ìíîæåñòâîì. Â ñëó÷àå

|A| = 1 àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé.

Ââåäåì ñîãëàøåíèå: äëÿ L-àëãåáðû A = 〈A | L〉 âûðàæåíèÿ âèäà a ∈ A,

(a1, a2, . . . , an) ∈ An áóäóò ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷àòü a ∈ A, (a1, a2, . . . , an) ∈ An.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ êëàññîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå áóäóò

èñïîëüçîâàòüñÿ â äèññåðòàöèè. Êðîìå òîãî, â óêàçàííûõ íèæå ïðèìåðàõ ìû çàôèê-

ñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÿçûêîâ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.
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1. Àëãåáðà A ÿçûêà Ls = {·(2)} íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé, åñëè íà A âûïîëíåíî

òîæäåñòâî

(xy)z = x(yz). (4)

2. Àëãåáðà A ÿçûêà Lg = {·(2), −1(1)
, 1} íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè íà A âûïîëíåíû

èçâåñòíûå òîæäåñòâà òåîðèè ãðóïï

3. Ïîëóãðóïïó A, ðàññìàòðèâàåìóþ â ÿçûêå Ls−inv = {·(2), −1(1)}, ìû áóäåì íàçû-

âàòü ïîëóãðóïïîé ñ îáðàùåíèåì. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé, ëþáóþ èíâåðñíóþ

è êëèôôîðäîâó ïîëóãðóïïó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ÿçûêå Ls−inv (ñì. ïîäðîá-

íîñòè íèæå).

4. Àëãåáðà A ÿçûêà Ls−inv íàçûâàåòñÿ èíâåðñíîé ïîëóãðóïïîé, åñëè íà íåé âûïîë-

íåíî òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè (4) à òàêæå òîæäåñòâà

x = xx−1x, x = (x−1)−1, (xy)−1 = y−1x−1, xx−1yy−1 = yy−1xx−1. (5)

5. Àëãåáðà A ÿçûêà Ls−inv íàçûâàåòñÿ êëèôôîðäîâîé ïîëóãðóïïîé, åñëè íà íåé

âûïîëíåíî òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè (4) à òàêæå òîæäåñòâà

x = xx−1x, x = (x−1)−1, xx−1 = x−1x. (6)

6. Àëãåáðà A ÿçûêà Ls−inv íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðîñòîé ïîëóãðóïïîé, åñëè íà íåé

âûïîëíåíî òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè (4) à òàêæå òîæäåñòâà

x = xx−1x, x = (x−1)−1, xx−1 = x−1x, xx−1 = (xyx)(xyx)−1. (7)

7. Àëãåáðà A ÿçûêà Lb = {∨(2), ·(2) ,̄ (1), 0, 1} íàçûâàåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé, åñëè íà

A âûïîëíåíû àêñèîìû, óêàçàííûå â ïàðàãðàôå 0.2.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ òåîðåòèêî-ìîäåëüíóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðóþ áóäåì

íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòü íèæå. Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ÿçûêà L è ðàññìîò-

ðèì ðàñøèðåííûé ÿçûê

L(A) = L ∪ {a | a ∈ A}, (8)

êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç L äîáàâëåíèåì íîâûõ êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ {a | a ∈ A}

ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì àëãåáðû A. Íîâûå êîíñòàíòíûå ñèìâîëû äîïóñêàþò
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åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ â àëãåáðå A, ñëåäîâàòåëüíî, A ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê L(A)-àëãåáðó.

Ïóñòü A = 〈A | L〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿçûêà L. L-àëãåáðà B = 〈B |

L〉 íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé, åñëè B ⊆ A, âñå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû ÿçûêà L

èíòåðïðåòèðóþòñÿ íà B êàê ñóæåíèå íà ïîäìíîæåñòâî B ôóíêöèé àëãåáðû A:

fB(b1, b2, . . . , bn) = fA(b1, b2, . . . , bn),

è ìíîæåñòâî B çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé fB.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû A äîëæíà ñîäåðæàòü âñå

ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A, îòìå÷åííûå â A êàê êîíñòàíòû (òàê êàê êîíñòàíòû ÿâëÿþòñÿ

íóëü-ìåñòíûìè ôóíêöèÿìè). Î÷åâèäíî, ÷òî â ìíîãîîáðàçèè ïîëóãðóïï (áóëåâûõ àë-

ãåáð) ïîíÿòèþ ïîäàëãåáðû ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîå ïîíÿòèå ïîäïîëóãðóïïû (áóëåâîé

ïîäàëãåáðû).

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = 〈A | L〉 ÿçûêà L êîíå÷íî ïîðîæäåíà, åñëè ñóùåñòâó-

åò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an òàêèõ, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò àëãåáðû A

ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê ðåçóëüòàò ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé àëãåáðû A, ãäå â êà÷åñòâå

àðãóìåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû ai è êîíñòàíòû àëãåáðû A. Çàìåòèì, ÷òî â ñî-

îòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, ëþáàÿ àëãåáðà A, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû îòìå÷åíû

êàê êîíñòàíòû, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé.

Ïóñòü A = 〈A | L〉, B = 〈B | L〉 � äâå àëãåáðû ÿçûêà L. Îòîáðàæåíèå φ : A → B

íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f (n) ∈ L

âûïîëíåíî

φ(fA(a1, a2, . . . , an)) = fB(φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an)).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ c ∈ L âûïîëíÿåòñÿ φ(cA) = cB, òî åñòü

êîíñòàíòû äîëæíû îòîáðàæàòüñÿ â êîíñòàíòû. Ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ

ìåæäó àëãåáðàìè A,B îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Hom(A,B).

Ãîìîìîðôèçì φ : A → B L-àëãåáð íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì, åñëè φ(a1) 6= φ(a2) äëÿ

âñåõ a1 6= a2, ai ∈ A. Âëîæåíèå ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé B íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ãîâîðÿò, ÷òî L-àëãåáðà A àïïðîêñèìèðóåò (äèñêðèìèíèðóåò) L-àëãåáðó B, åñëè

äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ b1, b2 ∈ B (ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ðàçëè÷íûõ

ýëåìåíòîâ b1, b2, . . . , bm ∈ B) ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì L-àëãåáð φ : B → A òàêîé, ÷òî

φ(b1) 6= φ(b2) (φ(bi) 6= φ(bj) äëÿ âñåõ i 6= j).
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Ââåäåì îïðåäåëåíèå òåðìà ÿçûêà L (L-òåðìà) îò ïåðåìåííûõ X =

{x1, x2, . . . , xn} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ xi ∈ X ÿâëÿåòñÿ òåðìîì;

2. åñëè f (m) � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë ÿçûêà L è t1(X), t2(X), . . . , tm(X) � òåðìû

ÿçûêà L, òî âûðàæåíèå f (m)(t1(X), t2(X), . . . , tm(X)) ÿâëÿåòñÿ òåðìîì.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé êîíñòàíòíûé ñèìâîë (êàê ôóíêöèîíàëüíûé

ñèìâîë ìåñòíîñòè 0) ÿâëÿåòñÿ òåðìîì ÿçûêà L.

Çàìå÷àíèå 0.14. Èíûìè ñëîâàìè, L-òåðì � ýòî ñóïåðïîçèöèÿ ïåðåìåííûõ ìíî-

æåñòâà X, êîíñòàíòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ ÿçûêà L.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, L-òåðìû ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî ñëîæíûìè âûðà-

æåíèÿìè. Íàïðèìåð, äëÿ ÿçûêà Ls−inv ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè:

(((x1)−1)−1)−1, (((x1)x2)−1x3)−1

Îäíàêî äëÿ ìíîãèõ ìíîãîîáðàçèé àëãåáð âèä òåðìîâ ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî

óïðîùåí.

Ïóñòü V � íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå L-àëãåáð. L-òåðìû t(X), s(X) íàçûâàþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè íàä V , åñëè òîæäåñòâî t(X) = s(X) âûïîëíåíî â ëþáîé àëãåáðå

ìíîãîîáðàçèÿ V .

Ïðèâåäåì ïðèìåðû óïðîùåíèÿ òåðìîâ â ðàçëè÷íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ àëãåáð. Â

ñëåäóþùåé ãðóïïå ïðèìåðîâ âñå òåðìû çàâèñÿò îò ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ X =

{x1, x2, . . . , xn}.

1. V =ìíîãîîáðàçèå ãðóïï. Èñïîëüçóÿ àêñèîìû òåîðèè ãðóïï, ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî êàæäûé Lg-òåðì ýêâèâàëåíòåí íàä V ïðîèçâåäåíèþ ïåðåìåííûõ â öåëûõ

ñòåïåíÿõ

xk1i1 x
k2
i2
. . . xkmim (kj ∈ Z). (9)

2. V =ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï. Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå â ëþáîé ïîëóãðóïïå

àññîöèàòèâíî, òî ëþáîé Ls-òåðì ýêâèâàëåíòåí íàä V òåðìó, íå ñîäåðæàùåìó

ñêîáîê:

xk1i1 x
k2
i2
. . . xkmim (kj ∈ N). (10)
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3. V =ìíîãîîáðàçèå èäåìïîòåíòíûõ ïîëóãðóïï. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæ-

äûé Ls-òåðì ýêâèâàëåíòåí íàä V âûðàæåíèþ âèäà

xi1xi2 . . . xim . (11)

4. V =ìíîãîîáðàçèå ïîëóðåøåòîê. Ïîñêîëüêó ïîëóðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ êîììóòà-

òèâíîé èäåìïîòåíòíîé ïîëóãðóïïîé, òî âûðàæåíèå (11) ìîæåò áûòü óïðîùåíî

ñ ïîìîùüþ óïîðÿäî÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â òåðìå:

xi1xi2 . . . xik (i1 < i2 < . . . < ik). (12)

5. V =ìíîãîîáðàçèå ïðÿìîóãîëüíûõ ñâÿçîê. Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíàÿ

ñâÿçêà � ýòî èäåìïîòåòíàÿ ïîëóãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó xyz = xz.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (11) ýêâèâàëåíòíî íàä V âûðàæåíèþ xi1xik . Èíûìè

ñëîâàìè, ëþáîé òåðì ÿçûêà Ls ýêâèâàëåíòåí íàä V òåðìó, ñîäåðæàùåìó â ñâîåé

çàïèñè íå áîëåå äâóõ áóêâ.

6. V =ìíîãîîáðàçèå èíâåðñíûõ ïîëóãðóïï. Ïîñêîëüêó äëÿ èíâåðñíûõ ïîëó-

ãðóïï âûïîëíåíû òîæäåñòâà

(xy)−1 = y−1x−1, (x−1)−1 = x,

òî ëþáîé Ls−inv-òåðì ýêâèâàëåíòåí íàä V âûðàæåíèþ âèäà

xk1i1 x
k2
i2
. . . xkmim (kj ∈ Z). (13)

7. V =ìíîãîîáðàçèå êëèôôîðäîâûõ ïîëóãðóïï. Ïîñêîëüêó äëÿ êëèôôîð-

äîâûõ ïîëóãðóïï (â òî ÷èñëå è äëÿ âïîëíå ïðîñòûõ ïîëóãðóïï) íå âûïîëíåíî

òîæäåñòâî

(xy)−1 = y−1x−1,

òî íàä êëèôôîðäîâûìè ïîëóãðóïïàìè ìû íå ìîæåì ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì

ðàñêðûâàòü ñêîáêè â òåðìàõ, è ïîýòîìó äëÿ Ls−inv-òåðìîâ íàä êëèôôîðäîâûìè

ïîëóãðóïïàìè íå ñóùåñòâóåò íîðìàëüíîé ôîðìû âèäà (13).

Ââåäåì îïðåäåëåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ êëàññîâ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè

èçëîæåíèè îñíîâ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
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Óíèâåðñàëüíîé ôîðìóëîé ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-

íûõ ýêâèâàëåíòíàÿ âûðàæåíèþ

∀x1∀x2 . . . ∀xnϕ(x1, x2, . . . , xn), (14)

ãäå ϕ � áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà.

Êâàçèòîæäåñòâîì ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìóëà, â êîòîðîé ïîä-

ôîðìóëà ϕ èìååò âèä

(t1(X) = s1(X)) ∧ (t2(X) = s2(X)) ∧ . . . ∧ (tm(X) = sm(X))→ (t(X) = s(X)),

ãäå ti(X), si(X), t(X), s(X) � òåðìû ÿçûêà L, çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ X =

{x1, x2, . . . , xn}.

Ïóñòü A � àëãåáðà ÿçûêà L. Êâàçèìíîãîîáðàçèå qvar(A) (óíèâåðñàëüíîå çàìûêà-

íèå ucl(A)) � ýòî êëàññ âñåõ L-àëãåáð B òàêèõ, ÷òî íà B èñòèííî ëþáîå êâàçèòîæ-

äåñòâî (óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìóëà), èñòèííîå íà àëãåáðå A.

Ïîñêîëüêó ëþáîå êâàçèòîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ôîðìóëîé, òî èìååì

âêëþ÷åíèå êëàññîâ ucl(A) ⊆ qvar(A).

Ïðåäìíîãîîáðàçèå pvar(A), ïîðîæä¼ííîå L-àëãåáðîé A, � ýòî íàèìåíüøèé êëàññ

àëãåáð, ñîäåðæàùèé àëãåáðó A è çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî äåêàðòîâûõ ñòåïåíåé è

ïîäàëãåáð.

0.4 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷å-

ñêîé ãåîìåòðèè

Äàííûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò áàçîâûå ïîíÿòèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåò-

ðèè è ôîðìóëèðîâêè îáúåäèíÿþùèõ òåîðåì. C äîêàçàòåëüñòâàìè âñåõ ïðèâåä¼ííûõ

íèæå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòàõ [19, 20, 21] è ìîíîãðàôèè [29].

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè Óðàâíå-

íèåì íàä ÿçûêîì L (L-óðàâíåíèåì) íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî äâóõ L-òåðìîâ

t(X) = s(X). (15)

Çàìåòèì, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ìîäåëåé, óðàâíåíèå � ýòî ôàêòè÷åñêè àòî-

ìàðíàÿ ôîðìóëà ôóíêöèîíàëüíîãî ÿçûêà L.
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Ñèñòåìîé L-óðàâíåíèé (L-ñèñòåìîé) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî L-

óðàâíåíèé, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè çàâèñÿò îò êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ

X. Ñèñòåìà L-óðàâíåíèé. çàâèñÿùàÿ îò ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ X îáîçíà÷àåòñÿ êàê

S(X).

Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ L-àëãåáðîé è S(X) � ýòî ñèñòåìà L-óðàâíåíèé îò ïåðåìåííûõ

X = {x1, x2, . . . , xn}. Òî÷êà P = (p1, p2, . . . , pn) ∈ An íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

S(X) åñëè çàìåíà xi = pi ïðåâðàùàþò êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû S(X) â èñòèííîå

ðàâåíñòâî â L-àëãåáðå A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç VA(S(X)) ⊆ An ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé

L-ñèñòåìû S(X).

Åñëè VA(S) = ∅, òî ñèñòåìà L-óðàâíåíèé S íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé íàä L-

àëãåáðîé A.

L-ñèñòåìà S1 ýêâèâàëåíòíà íàä L-àëãåáðîé A L-ñèñòåìå S2 åñëè

VA(S1) = VA(S2).

Ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S1 ∼A S2.

Ìíîæåñòâî Y ⊆ An íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä L-àëãåáðîé A, åñëè ñóùåñòâó-

åò L-ñèñòåìà óðàâíåíèé S îò ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn} òàêàÿ, ÷òî VA(S) = Y .

Ïóñòü Y ⊆ An � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä L-àëãåáðîé A. Ðàäèêàë ìíîæå-

ñòâà Y îïðåäåëÿåòñÿ êàê

RadA(Y ) = {t(X) = s(X)|Y ⊆ VA(t(X) = s(X))}.

Ñîîòâåòñòâåííî ðàäèêàë ñèñòåìû L-óðàâíåíèé S ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ðàäèêàëó ìíî-

æåñòâà VA(S).

RadA(S) = RadA(VA(S)).

Óðàâíåíèÿ èç ðàäèêàëà RadA(S) íàçûâàþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ñèñòåìû S.

Ìíîæåñòâî L-óðàâíåíèé [S] íàçûâàåòñÿ êîíãðóýíòíûì çàìûêàíèåì ñèñòåìû L-

óðàâíåíèé S, åñëè [S] � ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå S è

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì (íèæå ti(X), si(X) ÿâëÿþòñÿ L-òåðìàìè):

1. t1(X) = t1(X) ∈ [S] äëÿ ëþáîãî L-òåðìà t1(X);

2. åñëè t1(X) = t2(X) ∈ [S], òî t2(X) = t1(X) ∈ [S];

3. åñëè t1(X) = t2(X) ∈ [S], t2(X) = t3(X) ∈ [S], òî t1(X) = t3(X) ∈ [S];
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4. åñëè ti(X) = si(X) ∈ [S] (1 ≤ i ≤ n) è ÿçûê L ñîäåðæèò

n-ìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë f (n), òî f(t1(X), t2(X), . . . , tn(X)) =

f(s1(X), s2(X), . . . , sn(X)) ∈ [S].

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû óðàâíåíèé S âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

[S] ⊆ RadA(S). (16)

Ðàäèêàë àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Y îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Ïðåäëîæåíèå 0.15. Ïóñòü Y1, Y2, . . . , Ym ⊆ An � àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà íàä

L-àëãåáðîé A, òîãäà

1. åñëè Yi ⊆ Yj, òî RadA(Yi) ⊇ RadA(Yj);

2. Yi = Yj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà RadA(Yi) = RadA(Yj);

3. ïóñòü ìíîæåñòâî Y1 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Ym ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä A, òîãäà

RadA(Y1 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Ym) =
m⋂
i=1

RadA(Yi).

Íåïóñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y ⊆ An íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè Y

íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ Yi:

Y = Y1 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Yk, Yi 6= Y.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A ÿçûêà L ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì åñëè ëþ-

áàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà L-óðàâíåíèé S ýêâèâàëåíòíà íàä A íåêîòîðîé ñâîåé êîíå÷-

íîé ïîäñèñòåìå S′.

Çàìå÷àíèå 0.16. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà

S íàä íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A ÿçûêà L äîëæíà ñîäåð-

æàòü êîíå÷íóþ íåñîâìåñòíóþ ïîäñèñòåìó S′. Âëèÿíèå áåñêîíå÷íûõ íåñîâìåñòíûõ

ñèñòåì íà ñâîéñòâî íåòåðîâîñòè îòðàæåíî â îïðåäåëåíèè êëàññà Nc (ñì. íèæå).

Òåîðåìà 0.17. L-àëãåáðà A íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íàä A íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé óáûâàþùåé öåïî÷êè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

Y1 ⊃ Y2 ⊃ . . .
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Àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y íàä L-àëãåáðîé A ìîæíî ðàñêëàäûâàòü â îáúåäè-

íåíèå äðóãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ Y = Y1 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Yn, à çàòåì ïîâòîðÿòü

ïðîöåññ ðàçëîæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ Yi è ò.ä. Äàííûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü êîíå÷íûì

(åñëè â èòîãå áóäåò ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå Y â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïðèâîäèìûõ

ìíîæåñòâ) èëè áåñêîíå÷íûì. Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðû A ãàðàíòèðóåò

êîíå÷íîñòü äàííîãî ïðîöåññà.

Òåîðåìà 0.18. Ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y íàä íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì

àëãåáðîé A ÿçûêà L äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îáúåäèíåíèÿ

Y = Y1 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Ym, (17)

ãäå Yi íåïðèâîäèìû, Yi * Yj (i 6= j) è äàííîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâ Yi.

Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà Yi èç òåîðåìû 0.18 íàçûâàþòñÿ íåïðèâîäèìûìè êîì-

ïîíåíòàìè ìíîæåñòâà Y .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî L-òåðìîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðà-

öèé ÿçûêà L. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ L-òåðìîâ îò ïåðåìåííûõ X â ñâîþ î÷å-

ðåäü ÿâëÿåòñÿ L-àëãåáðîé. Àëãåáðó âñåõ òåðìîâ îò ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà X áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç TL(X) è íàçûâàòü òåðìàëüíîé L-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ìíîæå-

ñòâîì X.

Ïóñòü Y � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä àëãåáðîé A, îïðåäåëåííîé ñèñòåìîé

óðàâíåíèé îò ïåðåìåííûõ X. Îïðåäåëèì íà àëãåáðå TL(X) îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ∼Y :

t(X) ∼Y s(X)⇔ t(P ) = s(P ) äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ Y ⇔ t(X) = s(X) ∈ RadA(Y ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [t(X)]Y êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òåðìà t(X) îòíîñèòåëüíî îòíî-

øåíèÿ ∼Y . Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

ΓA(Y ) = T (X)/ ∼Y

íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé L-àëãåáðîé àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Y (ñòðîãî ãîâîðÿ,

ΓA(Y ) � ýòî ôàêòîð-àëãåáðà òåðìàëüíîé àëãåáðû ïî îòíîøåíèþ ∼Y ). Íà L-àëãåáðå

ΓA(Y ) âñå ôóíêöèè ÿçûêà L âû÷èñëÿþòñÿ �ïî ïðåäñòàâèòåëÿì�. Íàïðèìåð, åñëè ÿçûê
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L ñîäåðæèò áèíàðíóþ ôóíêöèþ ·, òî ðåçóëüòàò äàííîé ôóíêöèè â ΓA(Y ) âû÷èñëÿåòñÿ

êàê [t(X)]Y · [s(X)]Y = [t(X) · s(X)]Y .

Çàìå÷àíèå 0.19. Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ

àëãåáðà àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Y íàä L-àëãåáðîé A óäîâëåòâîðÿåò âñåì òîæ-

äåñòâàì, èñòèííûì íà A. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíàÿ àëãåáðà àëãåáðàè÷åñêîãî

ìíîæåñòâà íàä ïîëóãðóïïîé (ïîëóðåøåòêîé) îáÿçàòåëüíî ñàìà áóäåò ïîëóãðóïïîé

(ïîëóðåøåòêîé).

Èç îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòíîé àëãåáðû ñëåäóåò åå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ïî-

ðîæäàþùèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

ΓA(Y ) = 〈X | RadA(Y )〉. (18)

Èç (18) ñëåäóåò, ÷òî âñå êîîðäèíàòíûå àëãåáðû êîíå÷íî ïîðîæäåíû. Êðîìå òî-

ãî, ïðåäñòàâëåíèå (18) ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ: êîãäà íåêîòîðàÿ êîíå÷íî ïî-

ðîæäåííàÿ L-àëãåáðà èçîìîðôíà êîîðäèíàòíîé àëãåáðå íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî

ìíîæåñòâà íàä L-àëãåáðîé A.

Ïðåäëîæåíèå 0.20. Êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ L-àëãåáðà B, çàäàííàÿ ïðåäñòàâëåíèåì

B = 〈x1, x2, . . . , xn | R〉,

ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé àëãåáðîé íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Y ⊆ An

íàä L-àëãåáðîé A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíãðóýíòíîå çàìûêàíèå ìíîæå-

ñòâà R ñîâïàäàåò ñ ðàäèêàëîì RadA(R) (çäåñü R ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñèñòåìà

L-óðàâíåíèé îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn).

Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà ñ èçîìîðôíûìè êîîðäèíàòíûìè àëãåáðàìè áûëè îïè-

ñàíû â [19]. Äëÿ ýòîãî áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

(ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ñì. â [19]) è áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 0.21. Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà Y ⊆ An, Z ⊆ Am èìåþò èçî-

ìîðôíûå êîîðäèíàòíûå àëãåáðû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà Y, Z èçî-

ìîðôíû. Êðîìå òîãî, íåïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü èçî-

ìîðôíî òîëüêî íåïðèâîäèìûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâàì.

Êîîðäèíàòíóþ L-àëãåáðó B, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå

ìíîæåñòâî íàä L-àëãåáðîé A áóäåì íàçûâàòü íåïðèâîäèìîé. Äàííîå îïðåäåëåíèå
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êîððåêòíî, ïîñêîëüêó âñåì èçîìîðôíûì êîïèÿì àëãåáðû B ñîîòâåòñòâóþò íåïðèâî-

äèìûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà íàä A.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä L-ïîëóãðóïïîé A çàêëþ÷àåòñÿ â

îïèñàíèè è êëàññèôèêàöèè âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä A. Ñîãëàñíî òðåòüåìó

ïóíêòó óòâåðæäåíèÿ 0.15, êëàññèôèêàöèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ýêâèâàëåíòíà

îïèñàíèþ ðàäèêàëîâ ñèñòåì óðàâíåíèé. Îäíàêî äëÿ ìíîãèõ L-àëãåáð ïîëíîå îïèñà-

íèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. Â ýòîì ñëó÷àå

îñíîâíàÿ çàäà÷à àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè çàìåíÿåòñÿ íà êëàññèôèêàöèþ êîîðäè-

íàòíûõ L-àëãåáð íàä A. Òàê êàê êîîðäèíàòíàÿ L-àëãåáðà îïðåäåëÿåò àëãåáðàè÷åñêîå

ìíîæåñòâî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, òî êëàññèôèêàöèÿ êîîðäèíàòíûõ L-àëãåáð

äà¼ò îïèñàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä A ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Äâå L-àëãåáðû A1,A2 íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ ëþ-

áîé ñèñòåìû L-óðàâíåíèé S êîîðäèíàòíûå L-àëãåáðû ìíîæåñòâ VA1(S), VA2(S) èçî-

ìîðôíû äðóã äðóãó (èíûìè ñëîâàìè, ðàäèêàëû RadA1(S), RadA2(S) ñîñòîÿò èç îäíèõ

è òåõ æå óðàâíåíèé). Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè áóäåò ïîëó÷åíî îïè-

ñàíèå âñåõ êîîðäèíàòíûõ L-àëãåáð àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä L-àëãåáðîé A1, òî

àâòîìàòè÷åñêè áóäóò îïèñàíû âñå êîîðäèíàòíûå àëãåáðû àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

íàä ëþáîé L-àëãåáðîé A2 ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé A1.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â [68] äëÿ ãðóïï, íî áåç òðóäà ïåðåíîñèòñÿ íà

ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 0.22. [68] Àëãåáðû ÿçûêà L A1,A2 ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

pvar(A1) = pvar(A2).

Îáúåäèíÿþùèå òåîðåìû Â [19] áûëè ñôîðìóëèðîâàíû òàê íàçûâàåìûå Îáú-

åäèíÿþùèå òåîðåìû, êîòîðûå ñîäåðæàò ñåìü ýêâèâàëåíòíûõ ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ

êîîðäèíàòíûõ àëãåáð íàä íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðîé A.

Ïðèâåäåì ïîëíûå ôîðìóëèðîâêè äàííûõ òåîðåì (âñå íåèçâåñòíûå ÷èòàòåëþ îïðå-

äåëåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû â [19, 20]).

Òåîðåìà 0.23. Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì L-àëãåáðîé. Òîãäà äëÿ

êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àëãåáðû B ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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1. B ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé àëãåáðîé íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà

íàä A;

2. B àïïðîêñèìèðóåòñÿ A;

3. B âêëàäûâàåòñÿ â äåêàðòîâó ñòåïåíü A;

4. B ∈ qvar(A);

5. B ïðèíàäëåæèò ïðåäìíîãîîáðàçèþ, ïîðîæäåííîìó àëãåáðîé A;

6. B ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðåäåëüíûõ íàä A àë-

ãåáð;

7. B îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíûì àòîìàðíûì òèïîì òåîðèè Thqi(A) â ÿçûêå L;

Òåîðåìà 0.24. Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì L-àëãåáðîé. Òîãäà äëÿ

êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àëãåáðû B ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. B ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé àëãåáðîé íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî

ìíîæåñòâà íàä A;

2. B äèñêðèìèíèðóåòñÿ A;

3. B âêëàäûâàåòñÿ â óëüòðàñòåïåíü àëãåáðû A;

4. B ∈ ucl(A);

5. Th∃(A) ⊇ Th∃(B);

6. B ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé íàä A àëãåáðîé;

7. B îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíûì àòîìàðíûì òèïîì òåîðèè Th∀(A) â ÿçûêå L;

Â ñâîåé ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïóíêòû 1,2,4 òåîðåì 0.23, 0.24.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé (íå îáÿçàòåëüíî íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì) L-àëãåáðû A ñïðà-

âåäëèâû ëèøü íåêîòîðûå èç ïóíêòîâ òåîðåì 0.23, 0.24:

Òåîðåìà 0.25. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû A ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ L-àëãåáðà B ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé L-àëãåáðîé íåêî-

òîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íàä L-àëãåáðîé A òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà B àïïðîêñèìèðóåòñÿ àëãåáðîé A.
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2. Êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ L-àëãåáðà B ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé L-àëãåáðîé íåêî-

òîðîãî íåïðèâîäèìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íàä L-àëãåáðîé A òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà B äèñêðèìèíèðóåòñÿ àëãåáðîé A.

3. Åñëè êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ L-àëãåáðà B ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé L-àëãåáðîé

íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íàä L-àëãåáðîé A, òî B ∈ qvar(A).

4. Åñëè êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ L-àëãåáðà B ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé L-àëãåáðîé

íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íàä L-àëãåáðîé A, òî

B ∈ ucl(A).

Êëàññû êîìïàêòíîñòè Ôàêòè÷åñêè Îáúåäèíÿþùèå òåîðåìû 0.23, 0.24 îñòàþòñÿ

âåðíûìè íå òîëüêî äëÿ íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáð. Â ñâÿçè ñ ýòèì â [21] áûëè

ââåäåíû ñëåäóþùèå äâà îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì.

L-àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ qω-êîìïàêòíîé, åñëè äëÿ ëþáîé ñèñòåìû S è óðàâíåíèÿ

t(X) = s(X) òàêîãî, ÷òî

VA(S) ⊆ VA(t(X) = s(X))

ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà S′ ⊆ S ñî ñâîéñòâîì

VA(S′) ⊆ VA(t(X) = s(X)).

L-àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ uω-êîìïàêòíîé, åñëè äëÿ ëþáîé ñèñòåìû S è óðàâíåíèé

{ti(X) = si(X) | 1 ≤ i ≤ m} òàêèõ, ÷òî

VA(S) ⊆
m⋃
i=1

VA(ti(X) = si(X))

ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà S′ ⊆ S ñî ñâîéñòâîì

VA(S′) ⊆
m⋃
i=1

VA(ti(X) = si(X)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N,Q,U êëàññû âñåõ íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì, qω-êîìïàêòíûõ è

uω-êîìïàêòíûõ àëãåáð ÿçûêà L ñîîòâåòñòâåííî. Èç îïðåäåëåíèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

N ⊆ U ⊆ Q.

Òåîðåìà 0.26. [21]. Äëÿ L-àëãåáðû B ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 0.23 (òåîðåìà 0.24) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëãåáðà B ÿâëÿåòñÿ qω-êîìïàêòíîé (uω-êîìïàêòíîé).
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C ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå ïðèíàäëåæíîñòè êëàññàì U,Q.

Ñèñòåìó L-óðàâíåíèé S íàä L-àëãåáðîé A ìû áóäåì íàçûâàòü Ek-ñèñòåìîé, åñëè

|VA(S)| = k, íî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìû S′ ⊆ S âûïîëíåíî |VA(S)| = ∞. Â

÷àñòíîñòè, E0-ñèñòåìà � ýòî áåñêîíå÷íàÿ íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ó êîòîðîé

êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ñîâìåñòíà.

Òåîðåìà 0.27. [52] Åñëè A ∈ Q (A ∈ U), òî íàä L-àëãåáðîé A íå ñóùåñòâóåò

Ek-ñèñòåì äëÿ âñåõ k ∈ {0, 1} (k ∈ N).

Êðîìå òîãî, äëÿ qω-êîìïàêòíûõ àëãåáð ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 0.28. [21] Äëÿ ëþáîé qω-êîìïàêòíîé áóëåâîé C-àëãåáðû B ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî êëàññîâ

qvar(B) = pvar(B).

Â ñâîåé ðàáîòå, ïîìèìî qω- è uω-êîìïàêòíûõ L-àëãåáð, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

åù¼ äâà îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ í¼òåðîâîñòè íà óðàâíåíèÿì.

L-àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ íåòåðîâîé ïî ñîâìåñòíûì ñèñòåìàì, åñëè äëÿ ëþáîé

ñîâìåñòíîé ñèñòåìû L-óðàâíåíèé S ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé êîíå÷íàÿ ïîäñè-

ñòåìà. Êëàññ âñåõ íåòåðîâûõ ïî ñîâìåñòíûì ñèñòåìàì L-àëãåáð îáîçíà÷èì ÷åðåç Nc.

L-àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ñëàáî íåòåðîâîé, åñëè äëÿ ëþáîé ñèñòåìû L-óðàâíåíèé S

ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé êîíå÷íàÿ ñèñòåìà S0 (çäåñü ìû óæå íå òðåáóåì, ÷òîáû

ñèñòåìà S0 ÿâëÿëàñü áû ïîäñèñòåìîé ñèñòåìû S). Êëàññ âñåõ ñëàáî íåòåðîâûõ L-

àëãåáð îáîçíà÷èì ÷åðåç N′.

Âêëþ÷åíèÿ êëàññîâ N,N′,U,Q ìîæíî íàãëÿäíî èçîáðàçèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþ-

ùåãî ðèñóíêà (ñì. ïîäðîáíîñòè â [21]).

Q U N N′

Ðèñóíîê 1.

Ýêâàöèîíàëüíûå îáëàñòè Ñëåäóÿ [22], äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. L-àëãåáðà

A íàçûâàåòñÿ êî-îáëàñòüþ, åñëè âñå íåïóñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà íàä A
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íåïðèâîäèìû. Äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûì ïîíÿòèåì ê ïîíÿòèþ êî-îáëàñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòè: àëãåáðà A ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ýêâà-

öèîíàëüíîé îáëàñòüþ, åñëè ëþáîå êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

Y1 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Yn ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.

Êëàññ ýêâàöèîíàëüíûõ îáëàñòåé â ÿçûêå L îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé

òåîðåìû.

Òåîðåìà 0.29. [22] Àëãåáðà A ÿçûêà L ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê

M = {(x1, x2, x3, x4) ∈ A4 | x1 = x2 èëè x3 = x4} = VA(x1 = x2) ∪ VA(x3 = x4) (19)

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä A.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 0.29 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ñîîáðàæåíèþ: ïîñêîëüêó ïðè

ïåðåõîäå îò ÿçûêà L ê L(A) ðàñøèðÿåòñÿ êëàññ óðàâíåíèé è àëãåáðàè÷åñêèõ ìíî-

æåñòâ, òî âïîëíå âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ìíîæåñòâî M (19) íå ÿâëÿåòñÿ àë-

ãåáðàè÷åñêèì íàä L-àëãåáðîé A, íî íàä A, ðàññìàòðèâàåìîé â ÿçûêå L(A) ìíîæå-

ñòâî M óæå àëãåáðàè÷åñêîå.

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå íàì ðåçóëüòàòû îá ýêâàöèîíàëüíûõ îáëàñòÿõ âãëàññå

ãðóïï.

Òåîðåìà 0.30. [22] Ãðóïïà G ÿçûêà Lg èëè Lg(G) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëà-

ñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî

Mgr = {(x1, x2)|x1 = 1 èëè x2 = 1} ⊆ G2

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, òî åñòü ñóùåñòâóåò ñèñòåìà S îò ïåðåìåííûõ x1, x2 ñ

ðåøåíèåìMgr.

Êðèòåðèé 0.30 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è â áîëåå ïðîñòîì âèäå, èñïîëüçóÿ ñëå-

äóþùåå ïîíÿòèå. Ýëåìåíò x 6= 1 ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè ñóùå-

ñòâóåò 1 6= y ∈ G òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ g ∈ G âûïîëíåíî [x, yg] = 1 (çäåñü

yg = gyg−1, [a, b] = a−1b−1ab).

Òåîðåìà 0.31. [22] Ãðóïïà G ÿçûêà Lg(G) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, â íåé íåò äåëèòåëåé íóëÿ.

Èç òåîðåìû 0.31 ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ â êàòåãî-

ðèè ãðóïï.
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Ñëåäñòâèå 0.32. [22] Ïóñòü G � ñâîáîäíàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, òîãäà G ÿâëÿåòñÿ

ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Lg(G) (Äàííûé ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå ïîëó÷åí

Ã. Ãóðåâè÷åì, äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â [57]).

Ñëåäñòâèå 0.33. [22] Ëþáîå ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå G = G1 ∗G2 (êðîìå ñëó÷àÿ ñâî-

áîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà 2) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé

îáëàñòüþ â ÿçûêå Lg(G).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â [22] áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ãðóïïû (êàê àë-

ãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû â ÿçûêå áåç êîíñòàíò Lg = {·, −1, 1}) íå ÿâëÿþòñÿ ýêâàöèîíàëü-

íûìè îáëàñòÿìè.
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1 Îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä áóëåâûìè

àëãåáðàìè

1.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü C � íåêîòîðàÿ áóëåâà àëãåáðà, êîòîðóþ, î÷åâèäíî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ÿçûêîâ Lb è Lb(C). Îäíàêî C ÿâëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííîé àë-

ãåáðîé ÿçûêà Lb(C): àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ÿçûêà Lb(C) áóäåò ÿâëÿòüñÿ, íàïðèìåð,

ëþáàÿ áóëåâà àëãåáðà B, â êîòîðîé ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ êîíñòàíòàìè ÿçûêà

Lb(C) èçîìîðôíà àëãåáðå C. Óñëîâèìñÿ äàëåå òàêèå áóëåâû àëãåáðû B íàçûâàòü C-

àëãåáðàìè è ðàññìàòðèâàòü èç â ÿçûêå Lb(C).

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ qω- è uω-êîìïàêòíûõ áóëåâûõ C-àëãåáð íàì ïîíàäîáÿòñÿ

ñëåäóþùèå ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü óðàâíåíèå τ(X) = σ(X) è êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé {τi(Z) =

σi(Z)|1 ≤ i ≤ l} îò ïåðåìåííûõ Z = {z1, z2, . . . , zm} îáëàäàþò èçîìîðôíûìè äðóãó

äðóãó ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé, è äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ τi(Z) = σi(Z) âûïîëíåíî

τi(Z) = σi(Z) ∈ RadB(S(Z)).

Òîãäà τ(X) = σ(X) ∈ RadB(S(X)), ãäå ñèñòåìà óðàâíåíèé S(Z) ïîëó÷åíà èç S(X)

çàìåíîé ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà Z íà X.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé S íàä àëãåáðîé B è ïðîèçâîëüíûõ ìíî-

æåñòâ M1,M2, . . . ,Mm ⊆ Bn âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

VB(S) ⊆
m⋂
i=1

Mi

è êðîìå òîãî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Mi ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà S′i ⊆ S

ñî ñâîéñòâîì VB(S′i) ⊆Mi. Òîãäà äëÿ êîíå÷íîé ïîäñèñòåìû S′ =
⋃m
i=1 S

′
i âûïîëíåíî

VB(S′) ⊆
m⋂
i=1

Mi

1.2 Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé íàä áóëåâûìè àëãåáðàìè

Ïóñòü X = {x1, x2, . . . , xn} � êîíå÷íûé íàáîð ïåðåìåííûõ. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

Z = {zα|α ∈ {0, 1}n}, êîòîðûå áóäóò èíäåêñèðîâàòüñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà {0, 1}n.
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(|Z| = 2n). Ñ ïîìîùüþ πi(α) (1 ≤ i ≤ n) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîåêöèþ íàáîðà α íà i-óþ

êîîðäèíàòó. Çàìåíèì ïåðåìåííûå X = {x1, x2, . . . , xn} íà ïåðåìåííûå ìíîæåñòâà Z

ïî ïðàâèëó

xi =
∨

πi(α)=1

zα. (20)

Ëåììà 1.3. Ñâîáîäíàÿ áóëåâà àëãåáðà Fn, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì X =

{x1, x2, . . . , xn} èçîìîðôíà áóëåâîé àëãåáðå FZ, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì Z =

{zα|α ∈ {0, 1}n} ñ ñîîòíîøåíèÿìè

zαzβ = 0, (∀α, β α 6= β) (21)

∨
α∈{0,1}n

zα = 1 (22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � 2n-àÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü äâóõýëåìåíòíîé áóëåâîé àëãåá-

ðû {0, 1}. Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû àëãåáðû B ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå íàáîðîâ èç

íóëåé è åäèíèö, èíäåêñèðîâàííûõ ìíîæåñòâîì {α|α ∈ {0, 1}n}. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó zα ýëåìåíò àëãåáðû B, ñîñòîÿùèé èç

2n−1 íóëåé è îäíîé åäèíèöû, ðàñïîëîæåííîé â ïîçèöèè α, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïîñêîëüêó |B| = 22n , òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåòüèì ïóíêòîì óòâåðæäåíèÿ 0.13 B

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àëãåáðîé ðàíãà r. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïóíêòó 2.c óòâåðæäåíèÿ 0.13

àëãåáðà B èçîìîðôíà Fn. J

Çàìåíà ïåðåìåííûõ îáðàòíàÿ ê çàìåíå (20) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

zα = xa11 x
a2
2 . . . xa2n , (23)

ãäå α = (a1, a2, . . . , an), ai ∈ {0, 1} è

xaii =

xi åñëè ai = 1,

xi åñëè ai = 0.

(24)

Çàìå÷àíèå 1.4. Â êà÷åñòâå èíäåêñîâ ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà Z ìû áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü òîëüêî ãðå÷åñêèå áóêâû α, β, γ, . . . Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðîèçâåäåíèÿ è îáú-

åäèíåíèÿ âèäà ∨
α∈{0,1}n

zα,
∧

α∈{0,1}n
zα
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äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ∨
α

zα,
∧
α

zα

Ïóñòü τ(X) = σ(X) � ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå íàä áóëåâîé C-àëãåáðîé B. Ïî

óòâåðæäåíèþ 0.12 óðàâíåíèå τ(X) = σ(X) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ τ(X)+σ(X) = 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè + ïîëó÷àåì τ(X)σ(X) ∨ σ(X)τ(X) = 0, îòêóäà óðàâíåíèå

τ(X) = σ(X) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìåτ(X)σ(X) = 0,

σ(X)τ(X) = 0

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ τ(X) = σ(X) ñâîäèòñÿ ê ïðåîáðàçîâà-

íèþ óðàâíåíèÿ âèäà τ(X) = 0.

Èòàê, èìååì óðàâíåíèå τ(X) = 0. Ïî ôîðìóëå (20) çàìåíèì âñå ïåðåìåííûå â

òåðìå τ(X) íà ïåðåìåííûå ìíîæåñòâà Z. Ïîëüçóÿñü çàêîíàìè äå Ìîðãàíà è äèñòðè-

áóòèâíîñòüþ îïåðàöèé ∨, ·, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå òåðìà τ(X) â âèäå îáúåäèíåíèÿ

τ(X) =
m∨
i=1

ci(
∧
α∈Ii

zα
∧
β∈Ji

z̄β), (25)

Ïóñòü τi(X) = ci(
∧
α∈Ii zα

∧
β∈Ji z̄β). Ïîñêîëüêó äëÿ ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà Z

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (21), òî òåðìû τi(X) ìîãóò áûòü òîëüêî äâóõ òèïîâ

τi(X) = cizαi(
∧
β∈Ji

z̄β), (26)

τi(X) = ci(
∧
β∈Ji

z̄β). (27)

Òàêæå èç ñîîòíîøåíèÿ (21) ñëåäóåò

zαizβ = 0⇔ zαi(z̄β + 1) = 0⇔ zαi z̄β + zαi = 0⇔ zαi z̄β = zαi .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò âûðàæåíèÿ âèäà

zαi
∧
β∈I,

z̄β

çàìåíèòü íà zαi . Ñëåäîâàòåëüíî, òåðìû τi(X) âèäà (26) ýêâèâàëåíòíû cizαi .

Ïðåîáðàçóåì òåðìû âèäà (27). Ïîëüçóÿñü çàêîíàìè äå Ìîðãàíà è ôîðìóëîé (22),

èìååì ∧
β∈Ji

z̄β =
∨
β∈Ji

zβ =
∨
β/∈Ji

zβ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, òåðì τi(X) âèäà (27) ýêâèâàëåíòåí âûðàæåíèþ

τi(X) = ci(
∨
β/∈Ji

zβ)

Ïðåîáðàçîâàâ òåðìû τi(X), ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

τ(X) =
m∨
i=1

cizαi .

Òàêîì îáðàçîì, óðàâíåíèå τ(X) = 0 ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé

{cαzα = 0|α ∈ {0, 1}n},

êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

{zα ≤ c̄α|α ∈ {0, 1}n}.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå óðàâíåíèå τ(X) = σ(X) íàä áóëåâîé C-àëãåáðîé B ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

Sτ=σ = {zα ≤ cα|α ∈ {0, 1}n} ∪ {zαzβ = 0|α 6= β} ∪ {
∨
α

zα = 1} (28)

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ â âèäå (28) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîé

ñèñòåìû â âèäå

S =
⋃
α

Sα ∪ (30) ∪ (31), (29)

ãäå Sα = {zα ≤ ci|i ∈ Iα} è ⋃
α 6=β

{zαzβ = 0}, (30)

{
∨
α

zα = 1}. (31)
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1.3 Íåòåðîâûå ïî óðàâíåíèÿì áóëåâû àëãåáðû

Òåîðåìà 1.5. Áóëåâà C-àëãåáðà B íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïîäàëãåáðà C, ïîðîæäåííàÿ êîíñòàíòàìè, êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðà C êîíå÷íà. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå

÷èñëî ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé âèäà zα ≤ c, c ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñèñòåìû óðàâíå-

íèé íàä áóëåâîé C-àëãåáðîé B êîíå÷íû.

Ïóñòü òåïåðü àëãåáðà C áåñêîíå÷íà. Èç òåîðèè áóëåâûõ àëãåáð ñëåäóåò, ÷òî â

àëãåáðå C ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ öåïü ýëåìåíòîâ

c1 < c2 < . . . < cn < . . .

Òîãäà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé S = {x ≥ c1, x ≥

c2, . . . , x ≥ cn, . . .} íå ýêâèâàëåíòíà íèêàêîé ñâîåé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå. J

Òåîðåìà 1.6. Åñëè áóëåâà C-àëãåáðà B íåòåðîâà ïî ñîâìåñòíûì ñèñòåìàì óðàâ-

íåíèé, òî B íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì ñèñòåìû S â âèäå (29) äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà Sα = {zα ≤ ci|i ∈ Iα} ýêâèâàëåíòíà ñâîåé êîíå÷íîé

ïîäñèñòåìå. Íî ïîñêîëüêó êàæäàÿ ñèñòåìà Sα ñîâìåñòíà (0 ∈ VB(Sα)), òî ïî óñëîâèþ

îíà ýêâèâàëåíòíà ñâîåé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå S′α.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà S ýêâèâàëåíòíà ñâîåé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå

S′ =
⋃
α

S′α ∪
⋃
α 6=β

{zαzβ = 0} ∪ {
∨
α

zα = 1},

è ïîýòîìó áóëåâà C-àëãåáðà B íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì. J

Òàêèì îáðàçîì, â êëàññå áóëåâûõ C-àëãåáð ìû èìååì ðàâåíñòâî êëàññîâ N = Nc
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1.4 Ñëàáàÿ íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì

Òåîðåìà 1.7. Áóëåâà C-àëãåáðà B ñëàáî íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà àëãåáðà C ïîëíà â B, òî åñòü ëþáîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {cj|j ∈

J} ⊆ C èìååò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü â àëãåáðå B, è ýòà òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü

ïðèíàäëåæèò ïîäàëãåáðå C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ìíîæåñòâî êîíñòàíò {cj|j ∈ J} ⊆ C

íå èìååò òî÷íîé íèæíåé ãðàíè â B èëè æå åãî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó B \ C, òî ñèñòåìà S = {x ≤ cj|j ∈ J} èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå â B.

Ïîñêîëüêó áóëåâà C-àëãåáðà B ñëàáî íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì, òî ñóùåñòâóåò ñè-

ñòåìà óðàâíåíèé

S0 = {x ≤ c′j|j ∈ J ′} ∪ {x̄ ≤ c′′j |j ∈ J ′′}

îò îäíîé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà S. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà S0 ýêâèâàëåíò-

íà ñèñòåìå èç äâóõ óðàâíåíèé {x ≤ c′} ∪ {x̄ ≤ c′′}, ãäå

c′ =
∧
j∈J ′

c′j, c
′′ =

∧
j∈J ′′

c′′j .

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû S, òî è 0 ∈ VB(S0). Ñëåäîâàòåëüíî,

c′′ = 1, è óðàâíåíèå x̄ ≤ c′′ ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà S0

ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ x ≤ c′.

Ïîñêîëüêó c′ ∈ VB(S0), òî c′ ∈ VB(S). Ñëåäîâàòåëüíî, c′ ≤ cj äëÿ ëþáîãî j ∈ J .

Òàê êàê ýëåìåíò c′ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà {cj|j ∈ J}, òî

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ B òàêîé, ÷òî c′ < b < cj äëÿ âñåõ j ∈ J .

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò b íå áîëüøå âñåõ êîíñòàíò cj, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñèñòåìû S

èìååì b ∈ VB(S). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, b /∈ VB(S0) (òàê êàê c′ < b). Ñëåäîâàòåëüíî,

ñèñòåìà S0 íå ýêâèâàëåíòíà S.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü àëãåáðà C ïîëíà â B è ñèñòåìà S èìååò âèä (29).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç cα ∈ C òî÷íûå íèæíèå ãðàíè ìíîæåñòâ {ci|i ∈ Iα}. Ïîëó÷àåì,

÷òî S ýêâèâàëåíòíà êîíå÷íîé ñèñòåìå⋃
α

{zα ≤ cα} ∪
⋃
α 6=β

{zαzβ = 0} ∪ {
∨
α

zα = 1},

è ïîýòîìó áóëåâà C-àëãåáðà B ñëàáî íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì. J
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1.5 qω- è uω-êîìïàêòíîñòü áóëåâûõ àëãåáð

Ñ ïîìîùüþ P = (pα|α ∈ {0, 1}n) áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êó, êîîðäèíàòû êîòîðîé pα

ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ zα.

Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè P = (pα|α ∈ {0, 1}n) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè áóëåâîé C-

àëãåáðû B. Ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ëèíåéíî óïîðÿäî÷èì èíäåêñû α ∈ {0, 1}n, ìèíè-

ìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ω, ω′. Îïðåäåëèì

òî÷êó Q = (qα|α ∈ {0, 1}n) êàê

qα =

pω, α = ω

pα
∧
β<α p̄β, α 6= ω

. (32)

Òî÷êó Q áóäåì íàçûâàòü ðàñùåïëåíèåì òî÷êè P ñ ïåðâîé êîîðäèíàòîé ω. Ðàñ-

ùåïëåíèå òî÷êè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Ëåììà 1.8. Äëÿ ðàñùåïëåíèÿ Q = (qα|α ∈ {0, 1}n) òî÷êè P = (pα|α ∈ {0, 1}n) ñ

ïåðâîé êîîðäèíàòîé ω âûïîëíåíî:

1. qω = pω;

2. qα ≤ pα äëÿ âñåõ α ∈ {0, 1}n;

3. qαqγ = 0, ïðè α 6= γ;

4.
∨
α pα =

∨
α qα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-

äåëåíèÿ ðàñùåïëåíèÿ.

Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü α, β 6= ω, òîãäà

qαqβ = (pα
∧
γ<α

p̄γ)(pβ
∧
δ<β

p̄δ)

Ïóñòü α < β ïðè çàäàííîì ëèíåéíîì óïîðÿäî÷åíèè èíäåêñîâ. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå∧
δ<β p̄δ ñîäåðæèò p̄α, è ïîýòîìó

qαqβ = (pα
∧
γ<α

p̄γ)(pβ p̄α
∧
δ<β
δ 6=α

p̄δ) = pαp̄α(
∧
γ<α

p̄γ
∧
δ<β
δ 6=α

p̄δ) = 0.
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Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ðîâíî îäíà èç êîîðäèíàò α, β ðàâíà ω. Ïóñòü

äëÿ îïðåäåëåííîñòè α = ω, β 6= ω. Òîãäà

qαqβ = pω(pβ p̄α
∧
δ<β
δ 6=α

p̄δ) = pωp̄ω
∧

ω<δ<β
δ 6=α

p̄δ) = 0.

Äîêàæåì ÷åòâåðòîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü èíäåêñû ω, ω′ ÿâëÿþòñÿ ìèíè-

ìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòàìè ïðè çàäàííîì ëèíåéíîì óïîðÿäî÷åíèè èí-

äåêñîâ {α|α ∈ {0, 1}n}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ äîêàæåì ïî èíäóêöèè ðàâåíñòâî∨
α≤γ

qα =
∨
α≤γ

pα. (33)

Åñëè γ = ω, òî èìååì èñòèííîå ðàâåíñòâî qω = pω. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ âñåõ γ < δ

ðàâåíñòâî (33) âûïîëíåíî, äîêàæåì åãî äëÿ γ = δ. Â ñàìîì äåëå,

∨
α≤δ

qα =
∨
α<δ

qα ∨ qδ =
∨
α<δ

pα ∨ pδ
∧
β<δ

p̄β = (
∨
α<δ

pα ∨ pδ)
∧
β<δ

(
∨
α<δ

pα ∨ p̄β) =

(
∨
α≤δ

pα)
∧
β<δ

(
∨
α<δ
α 6=β

pα ∨ pβ ∨ p̄β) = (
∨
α≤δ

pα)
∧
β<δ

(
∨
α<δ
α 6=β

pα ∨ 1) =
∨
α≤δ

pα.

Ïðè γ = ω′ ðàâåíñòâî (33) äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. J

Èç ëåììû 1.8 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì óðàâíå-

íèé íàä áóëåâûìè àëãåáðàìè.

Ëåììà 1.9. Åñëè íàä áóëåâîé C-àëãåáðîé ñîâìåñòíà ñèñòåìà

S(Z) =
⋃
α

Sα ∪ {
∨
α

zα = 1}, (34)

òî ñîâìåñòíà è ñèñòåìà óðàâíåíèé (29).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = (pα|α ∈ {0, 1}n) � ðåøåíèå ñèñòåìû (34), è Q = (qα|α ∈

{0, 1}n) ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëåíèåì òî÷êè P ñ ïåðâîé êîîðäèíàòîé ω.

Èç òðåòüåãî ïóíêòà ëåììû 1.8 ñëåäóåò, ÷òî qαqβ = 0, ïîýòîìó òî÷êà Q óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèÿì (30).

Ïîñêîëüêó äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè P âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
∨
α pα = 1, òî ïî ÷åò-

âåðòîìó ïóíêòó ëåììû 1.8 èìååì
∨
α qα = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Q óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (31).

Òàê êàê ïî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 1.8 qα ≤ pα, òî âñå íåðàâåíñòâà ñèñòåì

Sα äëÿ òî÷êè Q âûïîëíåíû.
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Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà Q ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (29). J

Òåîðåìà 1.10. Áóëåâà C-àëãåáðà B qω-êîìïàêòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàä

B íå ñóùåñòâóåò E0- è E1-ñèñòåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 0.27. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü S � ñèñòåìà óðàâíåíèé (29) íàä B è

VB(S) ⊆ VB(zα ≤ c) (35)

äëÿ íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ zα ≤ c. Ïîñòðîèì êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó S′ ⊆ S ñî ñâîé-

ñòâîì

VB(S′) ⊆ VB(zα ≤ c). (36)

Åñëè ñèñòåìà S íåñîâìåñòíà, òî ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò íåñîâìåñòíàÿ ïîäñèñòåìà

S′ ⊆ S, äëÿ êîòîðîé, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå (36).

Ïóñòü òåïåðü ñèñòåìà S ñîâìåñòíà, è òî÷êà P = (pβ|β ∈ {0, 1}n) � åå ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îò ïåðåìåííîé x

S0 = {x ≤ ci|i ∈ Iα} ∪ {x ≤ c̄}.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ.

1. Ñèñòåìà S0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå x0 6= 0. Åñëè äîïóñòèòü ÷òî x0 ≤ pα, òî

x0 ≤ c, òàê êàê òî÷êà P óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ zα ≤ c. Ïîñêîëüêó ýëåìåíò x0

óäîâëåòâîðÿò ñèñòåìå S0, òî âûïîëíåíî òàêæå x0 ≤ c̄. Îäíàêî, îäíîâðåìåííîå

âûïîëíåíèå äâóõ íåðàâåíñòâ x0 ≤ c è x0 ≤ c̄ âëå÷åò x0 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

âûáîðó ýëåìåíòà x0.

Òàêèì îáðàçîì, x0 � pα.

Îïðåäåëèì òî÷êó Q = (qβ|β ∈ {0, 1}n) êàê

qβ =

pβ, β 6= α

pβ ∨ x0, β = α.

ßñíî, ÷òî òî÷êà Q óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñèñòåìàì Sβ ⊆ S, β ∈ {0, 1}n, a òàêæå

óðàâíåíèþ (31). ×åðåç R = (rβ|β ∈ {0, 1}n) îáîçíà÷èì ðàñùåïëåíèå òî÷êè Q ñ

ïåðâîé êîîðäèíàòîé α. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1.9, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà R ÿâëÿåòñÿ
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ðåøåíèåì ñèñòåìû S. Ïîñêîëüêó α ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé êîîðäèíàòîé ðàñùåïëåíèÿ,

òî rα = qα. Èìååì,

rαc = (pα ∨ x0)c = pαc ∨ x0c = pα ∨ 0 = pα.

Ïîñêîëüêó x0 � pα, òî pα 6= rα. Ñëåäîâàòåëüíî, rα � c, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

âêëþ÷åíèþ (35).

2. Ñèñòåìà S0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ íàä B

íå ñóùåñòâóåò E1-ñèñòåì, òî S0 ýêâèâàëåíòíà ñâîåé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå

S′0 = {x ≤ ci|i ∈ I ′α} ∪ {x ≤ c̄}, |I ′α| <∞.

Ðàâåíñòâî VB(S′0) = {0} âëå÷åò

c̄ ·
∧
i∈I′α

ci = 0⇔
∧
i∈I′α

ci ≤ c.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé ïîäñèñòåìû S′ = {zα ≤

ci|i ∈ I ′α} ⊆ Sα ⊆ S âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå (36).

Ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé âèäà zα ≤ c ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà

S′, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (36). Ïóñòü òåïåðü óðàâíåíèå τ(X) = σ(X),

çàâèñÿùåå îò ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn}, óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ

VB(S) ⊆ VB(τ(X) = σ(X)).

Óðàâíåíèå τ(X) = σ(X) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû Sτ=σ âèäà (28). Ïîñêîëü-

êó äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ zα ≤ cα ñèñòåìû Sτ=σ ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà

S′α ⊆ Sα ñî ñâîéñòâîì

VB(S′α) ⊆ VB(zα ≤ cα),

òî ïî ëåììå 1.2 äëÿ êîíå÷íîé ïîäñèñòåìû S′ =
⋃
α S
′
α ⊆ S âûïîëíåíî

VB(S′) ⊆ VB(τ(X) = σ(X)).

Òåîðåìà äîêàçàíà. J

Òåîðåìà 1.11. Áóëåâà C-àëãåáðà B uω-êîìïàêòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàä

B íå ñóùåñòâóåò Ek-ñèñòåì äëÿ ëþáîãî k ∈ N.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 0.27. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü S � ñèñòåìà óðàâíåíèé (29) íàä B è

VB(S) ⊆
⋃
α

VB(zα ≤ cα). (37)

Ïîñòðîèì êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó S′ ⊆ S ñî ñâîéñòâîì

VB(S′) ⊆
⋃
α

VB(zα ≤ cα). (38)

Åñëè ñèñòåìà S íåñîâìåñòíà, òî ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò íåñîâìåñòíàÿ ïîäñèñòåìà

S′ ⊆ S, äëÿ êîòîðîé, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå (38).

Ïóñòü òåïåðü ñèñòåìà S ñîâìåñòíà, è òî÷êà P = (pβ|β ∈ {0, 1}n) � åå ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (α ∈ {0, 1}n) îò ïåðåìåííîé x

S̃α = {x ≤ ci|i ∈ Iα} ∪ {x ≤ c̄α}.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ.

1. Êàæäàÿ ñèñòåìà S̃α èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå x̃α 6= 0. Ïîñêîëüêó x̃α ≤ c̄α, òî

x̃αcα = 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñèñòåìû S̃α íå ýêâèâàëåíòíû âñåì ñâîèì êî-

íå÷íûì ïîäñèñòåìàì (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû çàìåíÿåì âñå òàêèå ñèñòåìû íà

ýêâèâàëåíòíûå èì êîíå÷íûå ïîäñèñòåìû è ïðîäîëæàåì ðàáîòàòü ñ íåèçìåíåí-

íûìè ñèñòåìàìè S̃α).

Ïîñêîëüêó íàä B íå ñóùåñòâóåò Ek-ñèñòåì äëÿ ëþáîãî k ∈ N, êàæäàÿ ñèñòåìà

S̃α èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Ïîñòðîèì òî÷êó Q = (qα|α ∈ {0, 1}n) äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

(a) qα ∈ VB(S̃α) \ {0};

(b) qαqβ = 0 (α 6= β);

(c) qαx̃α 6= 0.

Ïîñòðîåíèå òî÷êè Q áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñèñòåì S̃α. Äëÿ ýòîãî

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ëèíåéíî óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {0, 1}n, è ω �

ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî ïîðÿäêà.

Áàçà èíäóêöèè. Â ñëó÷àå îäíîé ñèñòåìû S̃ω ïîëàãàåì qω = x̃ω.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, äëÿ ñèñòåì S̃α, ω ≤ α < ω′ ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà Q′ = (q′α|ω ≤ α < ω′) ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.
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Øàã èíäóêöèè. Òàê êàê ñèñòåìà S̃ω′ èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, òî â

êà÷åñòâå ýëåìåíòà x̃ω′ ìîæíî âûáðàòü ðåøåíèå ñèñòåìû S̃ω′ òàêîå, ÷òî

x̃ω′ 6=
∨
α∈K

q′α

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ K ⊆ {β|β < ω′}.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

(a)
∨
α<ω′ q

′
α � x̃ω′ . Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò x̃ω′

∨
α<ω′ q

′
α íå ðàâåí 0. Òî÷êà Q,

îïðåäåëÿåìàÿ êàê

qα =

q
′
α, α < ω′

x̃ω′
∨
β<ω′ q

′
β, α = ω′

,

î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì.

(b)
∨
α<ω′ q

′
α > x̃ω′ . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ

α < ω′ âûïîëíåíî q′αx̃ω′ 6= 0 (åñëè áû äëÿ íåêîòîðûõ q′α âûïîëíÿëîñü áû

ðàâåíñòâî q′αx̃ω′ = 0, òî ìû èõ èñêëþ÷èëè áû èç îáúåäèíåíèÿ
∨
α<ω′ q

′
α è

äàëåå ðàññìàòðèâàëè áû îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû q′α).

Äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà α0 < ω′ âûïîëíåíî q′α0
x̃ω′ < q′α0

(åñëè áû äëÿ âñåõ α

âûïîëíÿëîñü q′αx̃ω′ = q′α, òî
∨
α<ω′ q

′
α ≤ x̃ω′ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ). Èç

íåðàâåíñòâà q′α0
x̃ω′ < q′α ñëåäóåò q′α ¯̃xω′ 6= 0. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ,

÷òî òî÷êà Q ñ êîîðäèíàòàìè

qα =


q′α, α < ω′, α 6= α0

q′α0
¯̃xω′ , α = α0

q′αx̃ω′ , α = ω′

óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì.

Èòàê, òî÷êà Q ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè ïîñòðîåíà. Çàìåòèì, ÷òî èç íåðàâåí-

ñòâà qα ≤ c̄α ñëåäóåò qαcα = 0 äëÿ âñåõ α ∈ {0, 1}n.

Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè R = (rα|α ∈ {0, 1}n) îïðåäåëåíû êàê

rα = (pα
∧
β

q̄β) ∨ qα.

Ïîñêîëüêó pα ∈ VB(S) è qα ∈ VB(Sα), òî rα ∈ VB(Sα) (ãäå ñèñòåìà Sα çàäàíà

ôîðìóëîé (29)) äëÿ êàæäîãî α ∈ {0, 1}n.
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Äëÿ α 6= γ èìååì

rαrγ = (pα
∧
β

q̄β ∨ qα)(pγ
∧
β

q̄β ∨ qγ) =

pαpγ
∧
β

q̄β ∨ pα[
∧
β

q̄βqγ] ∨ pγ[qα
∧
β

q̄β] ∨ qαqγ = 0 ∨ 0 ∨ 0 ∨ 0 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà R óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (30).

Âû÷èñëèì

∨
α

rα =
∨
α

(pα
∧
β

q̄β ∨ qα) =
∧
β

q̄β
∨
α

pα ∨
∨
α

qα =
∧
β

q̄β · 1 ∨
∨
α

qα =

∧
β

q̄β ∨
∨
α

qα =
∧
β

(q̄β ∨
∨
α

qα) =
∧
β

(q̄β ∨ qβ ∨
∨
α 6=β

qα) =
∧
β

1 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà R óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (31) è ïîýòîìó R ∈ VB(S).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âêëþ÷åíèåì (37) ñóùåñòâóåò α, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî rα ≤ cα. Èìååì,

rαcα = (pα
∧
β

q̄β ∨ qα)cα = pα
∧
β

q̄βcα ∨ 0 = pα
∧
β

q̄βcα.

Ïîñêîëüêó rαcα = rα, òî èìååì ðàâåíñòâî

pα
∧
β

q̄βcα = pα
∧
β

q̄β ∨ qα. (39)

Òàê êàê pα
∧
β q̄βcα ≤ pα

∧
β q̄β, ðàâåíñòâî (39) âëå÷åò ñîîòíîøåíèÿ

pα
∧
β

q̄βcα = pα
∧
β

q̄β,

qα ≤ pα
∧
β

q̄βcα. (40)

Îäíàêî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, òàê êàê âûðàæåíèå
∧
β q̄β ñîäåðæèò

q̄α, è, ñëåäîâàòåëüíî, qα(pα
∧
β q̄βcα) = 0 6= qα.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà R ∈ VB(S) íå óäîâëåòâîðÿåò íè îäíîìó

èç íåðàâåíñòâ zα ≤ cα, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ (37).

2. Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà S̃β òàêàÿ, ÷òî VB(S̃β) = {0}. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ íàä B

íå ñóùåñòâóåò E1-ñèñòåì, òî S̃β ýêâèâàëåíòíà ñâîåé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå

S̃′β = {x ≤ ci|i ∈ I ′β} ∪ {x ≤ c̄β}, |I ′β| <∞.
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Ðàâåíñòâî VB(S̃′β) = {0} âëå÷åò

c̄β
∧
i∈I′β

ci = 0⇔
∧
i∈I′β

ci ≤ cβ.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé ïîäñèñòåìû S′ = {zα ≤

ci|i ∈ I ′β} ⊆ Sβ ⊆ S âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå (38).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà â ïðàâóþ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (37) âõîäèò íåñêîëü-

êî óðàâíåíèé {zα ≤ ciα|1 ≤ i ≤ nα}, çàâèñÿùèõ îò îáùåé ïåðåìåííîé zα, è ïóñòü

âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

VB(S) ⊆
⋃
α

nα⋃
i=1

VB(zα ≤ ciα). (41)

Ïîñòðîèì êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó S′ ⊆ S ñî ñâîéñòâîì

VB(S′) ⊆
⋃
α

nα⋃
i=1

VB(zα ≤ ciα). (42)

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó S̃ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ñèñòåìû Siα

(1 ≤ i ≤ nα) ïîëó÷àþòñÿ èç Sα çàìåíîé ïåðåìåííîé zα íà íîâóþ ïåðåìåííóþ ziα.

Òîãäà

S̃ =
⋃
α

nα⋃
i=1

Siα ∪
⋃
α 6=β
i 6=j

{ziαzjβ = 0} ∪ {
∨
α

nα∨
i=1

ziα = 1}.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû S̃ âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

VB(S̃) ⊆
⋃
α

nα⋃
i=1

VB(ziα ≤ ciα). (43)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî: ñóùåñòâóåò òî÷êà P̃ = (p̃iα|α ∈ {0, 1}n, 1 ≤

i ≤ nα) ∈ VB(S̃) òàêàÿ, ÷òî

p̃iα � ciα (44)

äëÿ âñåõ α ∈ {0, 1}n, 1 ≤ i ≤ nα. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òî÷êà P = (pα|α ∈

{0, 1}n), ãäå

pα =
nα∨
i=1

p̃iα,

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû S. Òîãäà ââèäó (41) ñóùåñòâóåò β ∈ {0, 1}n è 1 ≤ j ≤ nβ

òàêèå, ÷òî pβ ≤ cjβ. Èç îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû pβ ïîëó÷àåì, ÷òî

p̃iβ ≤ cjβ
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äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ nβ. Îäíàêî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò (44).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèñòåìû S̃ âûïîëíÿåòñÿ (43), êîòîðîå èìååò âèä âêëþ÷å-

íèÿ (37). Ïîýòîìó äëÿ S̃ ñïðàâåäëèâû âñå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû

âûøå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîé ïîäñèñòåìû S′ ⊆ S, óäîâëåòâî-

ðÿþùåé âêëþ÷åíèþ (38). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà S̃′ ⊆ S̃

òàêàÿ, ÷òî

VB(S̃′) ⊆
⋃
α

nα⋃
i=1

VB(ziα ≤ ciα). (45)

Ïóñòü S′ � ñèñòåìà óðàâíåíèé îò ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ {zα|α ∈ {0, 1}n}, ïîëó-

÷àåìàÿ èç S̃′ çàìåíîé âñåõ ïåðåìåííûõ ziα (1 ≤ i ≤ nα) íà zα.

Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà S′ óäîâëå-

òâîðÿåò âêëþ÷åíèþ (42).

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå îáùèé âèä óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü âêëþ÷å-

íèÿ (37).

Ïóñòü äàíû óðàâíåíèÿ τi(X) = σi(X), 1 ≤ i ≤ m îò ïåðåìåííûõ X =

{x1, x2, . . . , xn} óäîâëåòâîðÿþùèå âêëþ÷åíèþ

VB(S) ⊆
m⋃
i=1

VB(τi(X) = σi(X)). (46)

Ïåðåéäÿ ê ïåðåìåííûì Z = {zα|α ∈ {0, 1}n}, èìååì

VB(S) ⊆
m⋃
i=1

VB(S̄i), (47)

ãäå êîíå÷íàÿ ñèñòåìà S̄i = {zα ≤ cαi|α ∈ {0, 1}n} âèäà (28) ïîëó÷åíà èç óðàâíåíèÿ

τi(X) = σi(X) ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ (20) (çäåñü ìû íå âêëþ÷àåì â ñèñòåìû

S̄i óðàâíåíèÿ (30,31), ïîñêîëüêó äàííûå óðàâíåíèÿ âõîäÿò â ñèñòåìó S).

Èñïîëüçóÿ äèñòðèáóòèâíîñòü îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ, ìíîæåñòâî⋃m
i=1 VB(S̄i) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ âèäà

M(α1, α2, . . . , αm) = VB(zα1 ≤ cα1) ∪ VB(zα2 ≤ cα2) ∪ . . . ∪ VB(zαm ≤ cαm).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì âêëþ÷åíèå

VB(S) ⊆
⋂

α1,α2,...,αm

M(α1, α2, . . . , αm).
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Âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà M(α1, α2, . . . , αm) ñóùåñòâóåò êî-

íå÷íàÿ ïîäñèñòåìà S′(α1, α2, . . . , αm). Òîãäà ïî ëåììå 1.2 äëÿ ñèñòåìû

S′ =
⋃

α1,α2,...,αm

S′(α1, α2, . . . , αm),

âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

VB(S′) ⊆
m⋃
i=1

VB(τi(X) = σi(X)).

Òåîðåìà äîêàçàíà. J
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1.6 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü áóëåâûõ àëãåáð

Çàìå÷àíèå 1.12. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, C-àëãåáðû B1,B2 èìåþò

èçîìîðôíûå äðóã äðóãó ïîäàëãåáðû êîíñòàíò C.

Òåîðåìà 1.13. Äâå áóëåâû C-àëãåáðû B1,B2 ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ëþáàÿ íåñîâìåñòíàÿ íàä B1 ñèñòåìà óðàâíåíèé íåñîâìåñòíà íàä àëãåáðîé B2

è íàîáîðîò;

2. òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ {cj|j ∈ J} ⊆ C ñóùåñòâóåò è

ðàâíà 0 â B1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0 â B2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Åñëè áóëåâû C-àëãåáðû B1,B2 ãåîìåòðè-

÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû C-óðàâíåíèé S âûïîëíåíî RadB1(S) =

RadB2(S). Åñëè ñèñòåìà S íåñîâìåñòíà íàä B1, òî åå ðàäèêàë ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-

ñòâîì âñåõ C-óðàâíåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèêàë RadB2(S) òàêæå ñîäåðæèò âñå C-

óðàâíåíèÿ, è ñèñòåìà S íåñîâìåñòíà íàä B2.

Åñëè òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà {cj|j ∈ J} ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0 â B1, òî

ñèñòåìà S = {x ≤ cj|j ∈ J} èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0 íàä àëãåáðîé B1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, óðàâíåíèå x = 0 ïðèíàäëåæèò ðàäèêàëó RadB1(S). Èç ãåîìåòðè÷åñêîé

ýêâèâàëåíòíîñòè áóëåâûõ C-àëãåáð B1,B2 ñëåäóåò x = 0 ∈ RadB2(S). Ïîýòîìó ñèñòå-

ìà S èìååò íàä B2 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0, è òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà

{cj|j ∈ J} ðàâíà 0 â àëãåáðå B2.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü S � ñèñòåìà C-óðàâíåíèé. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî óðàâíåíèÿ τ(X) = σ(X) ∈ RadB1(S) âûïîëíåíî òàêæå τ(X) = σ(X) ∈ RadB2(S).

Ïðèâåäåì ñèñòåìó S ê âèäó (29). Óðàâíåíèå τ(X) = σ(X) ïðè ýòîì ïðåîáðàçó-

åòñÿ ê ñèñòåìå Sτ=σ âèäà (28). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå zα ≤ cα

ñèñòåìû Sτ=σ ïðèíàäëåæèò ðàäèêàëó RadB2(S).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ zα ≤ cα ñèñòåìû Sτ=σ ñîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé

S0 = {x ≤ ci|i ∈ Iα} ∪ {x ≤ c̄α}. (48)

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ.
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1. VB1(S0) = {0}.

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ {ci|i ∈ Iα} ∪ {c̄}

ðàâíà 0 â B1. Ïî âòîðîìó óñëîâèþ òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî è VB2(S0) = {0}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà P = (pβ|β ∈ {0, 1}n) ∈ VB2(S) òàêàÿ, ÷òî

pα � cα. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò z0 = pαc̄α. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

z0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (48) íàä áóëåâîé C-àëãåáðîé B2. Íî ïîñêîëüêó

pα � cα, òî z0 6= 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó VB2(S0) = {0}. Ñëåäîâàòåëüíî,

äëÿ âñåõ ðåøåíèé P = (pα|α ∈ {0, 1}n) ñèñòåìû S âûïîëíåíî pα ≤ cα, îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî zα ≤ cα ∈ RadB2(S)

2. Ó ñèñòåìû S0 ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå x0 ∈ B1. Ïóñòü P = (pα|α ∈ {0, 1}n)

� ðåøåíèå ñèñòåìû S íàä áóëåâîé C-àëãåáðîé B1 (åñëè ñèñòåìà S íåñîâìåñò-

íà íàä B1, òî ïî ïåðâîìó óñëîâèþ ëåììû ñèñòåìà S íåñîâìåñòíà è íàä B2 è,

ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî RadB1(S) = RadB2(S)). Åñëè äîïóñòèòü

x0 ≤ pα, òî x0 ≤ cα, òàê êàê òî÷êà P óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ zα ≤ cα. Ïî-

ñêîëüêó ýëåìåíò x0 óäîâëåòâîðÿò ñèñòåìå S0, òî âûïîëíåíî òàêæå x0 ≤ c̄α.

Îäíàêî, îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå äâóõ íåðàâåíñòâ x0 ≤ cα è x0 ≤ c̄α âëå÷åò

x0 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà x0.

Òàêèì îáðàçîì, x0 � pα.

Ïîñòðîèì òî÷êó Q = (qβ|β ∈ {0, 1}n) ñëåäóþùèì îáðàçîì

qβ =

pβ, β 6= α

pβ ∨ x0, β = α.

ßñíî, ÷òî òî÷êà Q óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñèñòåìàì Sβ ⊆ S, β ∈ {0, 1}n, a òàêæå

óðàâíåíèþ (31). ×åðåç R = (rβ|β ∈ {0, 1}n) îáîçíà÷èì ðàñùåïëåíèå òî÷êè Q ñ

ïåðâîé êîîðäèíàòîé α. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1.9, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà R ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì ñèñòåìû S. Ïîñêîëüêó α ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé êîîðäèíàòîé ðàñùåïëåíèÿ,

òî rα = qα. Èìååì,

rαcα = (pα ∨ x0)cα = pαcα ∨ x0cα = pα ∨ 0 = pα 6= rα

(çäåñü x0cα = 0, òàê êàê èç âûáîðà òî÷êè x0 èìååì x0 ≤ c̄α). Òàêèì îáðàçîì,

rα � cα, è ïîýòîìó

VB1(S) * VB1(zα ≤ c),
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îòêóäà ïîëó÷àåì zα ≤ cα /∈ RadB1(S), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ

τ(X) = σ(X).

J
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2 Ýêâàöèîíàëüíûå îáëàñòè â êëàññå ïîëóãðóïï

2.1 ßçûê áåç êîíñòàíò

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëó-

ãðóïïû â �ñòàíäàðòíîì� ÿçûêå áåç êîíñòàíò Ls = {·}. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàò-

ðèâàåìûå òåðìû èìåþò âèä (10) è, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ x1x2 = x1,

x2
1x2x1 = x3

2x1 ÿâëÿþòñÿ Ls-óðàâíåíèÿìè.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-

ìû.

Òåîðåìà 2.1. Ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïîëóãðóïïà â ÿçûêå Ls = {·} íå ÿâëÿåòñÿ

ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî ñëåäóþùåìó ïëàíó. Ìû ïî-

ñëåäîâàòåëüíî äîêàçûâàåì îòñóòñòâèå íåòðèâèàëüíûõ ýêâàöèîíàëüíûõ îáëàñòåé â

ñëåäóþùèõ êëàññàõ ïîëóãðóïï:

1. èäåìïîòåíòíûå ïîëóãðóïïû (ëåììà 2.2);

2. ïîëóãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâó x2 = x3 (ëåììà 2.3);

3. ïîëóãðóïïû, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ñî ñâîéñòâîì a2 6= a3 (ëåììà 2.4).

Ëåììà 2.2. Ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ èäåìïîòåíòíàÿ ïîëóãðóïïà S íå ÿâëÿåòñÿ ýê-

âàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èç òðåõ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 ÷åðåç X è

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî

M = VS(x1 = x2) ∪ VS(x1 = x3) = {(x1, x2, x3)|x1 = x2 èëè x1 = x3}

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû S(X).

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïîëóãðóïïà S íèãäå íå êîììóòàòèâíà. Ïî òåîðåìå 0.1 S ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëü-

íîé ñâÿçêîé. Ïóñòü a, b � äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà ïîëóãðóïïû S, è c = ab. Â

ñèëó òîæäåñòâà xyz = xz è èäåìïîòåíòíîñòè, èìååì ðàâåíñòâà ac = c, ca = a.
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Ïîñêîëüêó (a, c, c) /∈M, òî â ñèñòåìå S(X) ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå π(X) = ρ(X),

íå óäîâëåòâîðÿþùåå äàííîé òî÷êå. Òàê êàê ìíîæåñòâî {a, c} îáðàçóåò ïîäïî-

ëóãðóïïó â S, òî çíà÷åíèÿ òåðìîâ π(X), ρ(X) â òî÷êå (a, c, c) ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó {a, c}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî π(a, c, c) = a,

ρ(a, c, c) = c. Ñëåäîâàòåëüíî, òåðì π(X) çàêàí÷èâàåòñÿ íà ïåðåìåííóþ x1, â òî

âðåìÿ êàê òåðì ρ(X) çàêàí÷èâàåòñÿ ëèáî íà x2 èëè x3.

Òîãäà π(a, a, c) = π(a, c, a) = a, è ëèáî ρ(a, c, a) = c (åñëè òåðì ρ(X) çàêàí÷è-

âàåòñÿ íà ïåðåìåííóþ x2), ëèáî ρ(a, a, c) = c (åñëè òåðì ρ(X) çàêàí÷èâàåòñÿ íà

ïåðåìåííóþ x3). Â ëþáîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó òî÷êè

(a, a, c), (a, c, a) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâóM.

2. Ïóñòü â ïîëóãðóïïå ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ êîììóòèðóþùèõ äðóã ñ äðóãîì

ýëåìåíòà a, b ∈ S è c = ab. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýëåìåíò c îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ac = ca = c. Ïîñêîëüêó (a, c, c) /∈ M, òî â ñèñòåìå S(X) ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå

π(X) = ρ(X), íå óäîâëåòâîðÿþùåå äàííîé òî÷êå. Òàê êàê ìíîæåñòâî {a, c}

îáðàçóåò ïîäïîëóãðóïïó â S, òî çíà÷åíèÿ òåðìîâ π(X), ρ(X) â òî÷êå (a, c, c)

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {a, c}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

π(a, c, c) = a, ρ(a, c, c) = c. Ñëåäîâàòåëüíî, â òåðì π(X) âõîäèò ëèøü ïåðåìåííàÿ

x1, â òî âðåìÿ êàê â ρ(X) âõîäèò õîòÿ áû îäíà èç ïåðåìåííûõ x2 èëè x3.

Òîãäà π(a, a, c) = π(a, c, a) = a, è ëèáî ρ(a, c, a) = c (åñëè ïåðåìåííàÿ x2 âõîäèò

â òåðì ρ(X)), ëèáî ρ(a, a, c) = c (åñëè ïåðåìåííàÿ x3 âõîäèò â òåðì ρ(X)).

Â ëþáîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó òî÷êè (a, a, c), (a, c, a)

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâóM.

J

Ëåììà 2.3. Ïóñòü â ïîëóãðóïïå S èñòèííî òîæäåñòâî x2 = x3 è ïîëóãðóïïà S

íå èäåìïîòåíòíà. Òîãäà S íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èç òðåõ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 ÷åðåç X, è

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî

M = VS(x1 = x2) ∪ VS(x1 = x3) = {(x1, x2, x3)|x1 = x2 èëè x1 = x3}

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû S(X).
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Ïîñêîëüêó ïîëóãðóïïà S íå ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíîé, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ S

òàêîé, ÷òî a 6= a2.

Ïîñêîëüêó (a, a2, a2) /∈M, òî â ñèñòåìå S(X) ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå π(X) = ρ(X),

íå óäîâëåòâîðÿþùåå äàííîé òî÷êå. Òàê êàê ìíîæåñòâî {a, a2} îáðàçóåò ïîäïîëóãðóï-

ïó â S, òî çíà÷åíèÿ òåðìîâ π(X), ρ(X) â òî÷êå (a, a2, a2) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

{a, a2}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî π(a, a2, a2) = a, ρ(a, a2, a2) = a2.

Ñëåäîâàòåëüíî, π(X) = x1, â òî âðåìÿ êàê â òåðì ρ(X) ëèáî âõîäèò îäíà èç ïåðåìåí-

íûõ x2, x3, ëèáî ïî êðàéíå ìåðå ïåðåìåííàÿ x1 âõîäèò äâà ðàçà.

Òîãäà π(a, a, a2) = π(a, a2, a) = a, è ëèáî ρ(a, a2, a) = a2, ëèáî ρ(a, a, a2) = a2. Â

ëþáîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó òî÷êè (a, a, a2), (a, a2, a) ïðè-

íàäëåæàò ìíîæåñòâóM. J

Ëåììà 2.4. Åñëè ïîëóãðóïïà S íå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x2 = x3, òî îíà íå

ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = {x1, x2, x3, x4}. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ðåøåíèå

ñèñòåìû S(X) ðàâíî ìíîæåñòâó

M = VS(x1 = x2) ∪ VS(x3 = x4) = {(x1, x2, x3, x4)|x1 = x2 èëè x3 = x4},

è τ(X) = σ(X) � ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå ñèñòåìû S. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ýëå-

ìåíò a ∈ S òàêîé, ÷òî a2 6= a3 (è ïîýòîìó a 6= a2).

Èç âûáîðà ñèñòåìû S ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè

P1 = (a2, a, a, a), P2 = (a, a, a2, a)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ τ(X) = σ(X).

Ïóñòü òåðì τ(X) ñîäåðæèò â ñåáå ni âõîæäåíèé ïåðåìåííîé xi. Àíàëîãè÷íî mi �

÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííîé xi â òåðì σ(x). Ðàâåíñòâà τ(Pi) = σ(Pi) âëåêóòa
2n1+n2+n3+n4 = a2m1+m2+m3+m4 ,

an1+n2+2n3+n4 = am1+m2+2m3+m4 ,

(49)

Ïåðåìíîæàÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (49), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

a3n1+2n2+3n3+2n4 = a3m1+2m2+3m3+2m4 . (50)
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Ðàññìîòðèì òî÷êó Q = (a3, a2, a3, a2) /∈ M. Îäíàêî ïðè ïîäñòàíîâêå êîîðäèíàò

òî÷êè Q â óðàâíåíèå τ(X) = σ(X) ïîëó÷àåì

τ(Q) = a3n1+2n2+3n3+2n4 ,

σ(Q) = a3m1+2m2+3m3+2m4 .

Ââèäó (50), èìååì τ(Q) = σ(Q). Èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà óðàâíåíèÿ τ(X) =

σ(X) ïîëó÷àåì, ÷òî Q ∈ VS(S), ÷òî âûáîðó ñèñòåìû S. J

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà (òåîðåìà 2.1) íàïðÿìóþ ñëåäóåò

èç ëåìì 2.2, 2.3, 2.4.
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2.2 Èíâåðñíûå ïîëóãðóïïû

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Íèæå ìû áóäåì ðàáîòàòü â ÿçûêå Ls−inv(S) =

{·,−1 }, ãäå S � íåêîòîðàÿ èíâåðñíàÿ ïîëóãðóïïà. Èç ñâîéñòâ èíâåðñíûõ ïîëóãðóïï

ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé Ls−inv(S)-òåðì ýêâèâàëåíòåí âûðàæåíèþ âèäà (13), ãäå íåêîòîðûå

âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ xi çàìåíåíû íà êîíñòàíòû s ∈ S. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåðà-

ìè Ls−inv(S)-óðàâíåíèé íàä èíâåðñíûìè ïîëóãðóïïàìè ìîãóò ñëóäèòü ñëåäóþùèå

âûðàæåíèÿ x2
1x

2
2 = x−3

3 s, s1x
−1

1 s1 = x−2
2 s2.

Òåðì t(x) ÿçûêà Ls−inv(S), ñëåäóÿ [96], íàçûâàåòñÿ õîðîøèì, åñëè âûïîëíåíî õîòÿ

áû îäíî èç óñëîâèé:

1. t(x) = x;

2. ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêèå, ÷òî

t(x) = s1xs
−1
1 s2xs

−1
2 . . . snxs

−1
n .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò ñâîéñòâà õîðîøèõ òåðìîâ.

Ëåììà 2.5. [96] Ïóñòü E � ìíîæåñòâî èäåìïîòåíòîâ èíâåðñíîé ïîëóãðóïïû S.

Òîãäà

1. åñëè e ∈ E, òî t(e) ∈ E äëÿ ëþáîãî õîðîøåãî òåðìà t(x);

2. åñëè e, f ∈ E è òåðì t(x) õîðîøèé, òî t(ef) = t(e)t(f);

3. åñëè e, f ∈ E, e ≤ f , òîãäà äëÿ ëþáîãî õîðîøåãî òåðìà t(x) âûïîëíåíî t(e) ≤

t(f);

4. äëÿ ëþáîãî òåðìà t(x) ÿçûêà Ls−inv(S) ñóùåñòâóåò õîðîøèé òåðì t′(x) òàêîé,

÷òî t(e) = t′(e) äëÿ ëþáîãî èäåìïîòåíòà e ∈ E;

5. äëÿ êàæäîãî òåðìà t(x, y) ÿçûêà Ls−inv(S) ñóùåñòâóåò õîðîøèå òåðìû

t′(x), r′(y) è ýëåìåíò d ∈ S òàêèå ÷òî t(e, f) = t′(e)r′(f)d äëÿ âñåõ èäåìïî-

òåíòîâ e, f ∈ E.

Ëåììà 2.6. Ïóñòü ïîëóðåøåòêà èäåìïîòåíòîâ E èíâåðñíîé ïîëóãðóïïû S ñîäåð-

æèò äâà íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòà e, f , òîãäà S íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëà-

ñòüþ â ÿçûêå Ls−inv(S).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà S(x) ñ ðåøåíèåì

VS(S) = VS(x = e) ∪ VS(x = f). (51)

Ìû äîêàæåì, ÷òî òî÷êà ef óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå S, è òàêèì îáðàçîì ïðèäåì ê

ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïóñòü w(x) = w′(x) � ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå ñèñòåìû S. Ïî ëåììå 2.5 ñóùåñòâó-

þò õîðîøèå òåðìû t(x), t′(x) è ýëåìåíòû d, d′ ∈ S òàêèå, ÷òî óðàâíåíèå w(x) = w′(x)

ýêâèâàëåíòíî t(x)d = t′(x)d′ íàä ìíîæåñòâîì E.

Èç ðàâåíñòâà (51) ïîëó÷àåì

t(e)d = t′(e)d′, (52)

t(f)d = t′(f)d′. (53)

Ïî òåîðåìå 0.10 S ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé â T (M), ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ïîëó-

ãðóïïû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòè÷íûå èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà

M. Ïîêàæåì, ÷òî w(ef) = w′(ef), òî åñòü

t(e)t(f)d = t′(e)t′(f)d′. (54)

Ðàâåíñòâî (54) ìîæåò áûòü íàðóøåíà â äâóõ ñëó÷àÿõ:

Åñëè ìíîæåñòâî dom(t(e)t(f)d) ïóñòî, òî ýëåìåíò t(e)t(f)d ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîëó-

ãðóïïû S. Îäíàêî ïî ñëåäñòâèþ 2.34 (ñì. íèæå) ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïîëóãðóïïà ñ

íóëåì íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò µ ∈ dom(t(e)t(f)d) (è ïîýòîìó µ ∈

dom(t(e)d), µ ∈ dom(t(f)d)).

Èç ðàâåíñòâ (52,53) ïîëó÷àåì µd|t(e) = µd′|t′(e), µd|t(f) = µd′|t′(f). Ñëåäîâàòåëüíî,

µd|t(e)t(f) = µd′|t′(e)t′(f). Îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (54). Òàêèì îáðàçîì, ef ∈ VS(S),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ñèñòåìû S. J

Ëåììà 2.7. Ïóñòü ìíîæåñòâî èäåìïîòåíòîâ E èíâåðñíîé ïîëóãðóïïû S ëèíåé-

íî óïîðÿäî÷åíî è |E| > 1. Òîãäà S íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå

Ls−inv(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà S(x, y) ñ ðåøåíèåì

VS(S) = VS(x = e) ∪ VS(y = e), (55)

63



ãäå e � ïðîèçâîëüíûé íå ìèíèìàëüíûé èäåìïîòåíò. Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà

S óäîâëåòâîðÿåò òî÷êå (f, f), ãäå f � ïðîèçâîëüíûé èäåìïîòåíò, ìåíüøèé ÷åì e.

Ïóñòü w(x, y) = w′(x, y) � ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå ñèñòåìû S. Ïî ëåììå 2.5 ñóùå-

ñòâóþò õîðîøèå òåðìû t(x), t′(x), r(y), r′(y) è ýëåìåíòû d, d′ ∈ S òàêèå, ÷òî óðàâíåíèå

w(x, y) = w′(x, y) ýêâèâàëåíòíî t(x)r(y)d = t′(x)r′(y)d′ íàä ïîëóðåøåòêîé E.

Ïî (55), ìû èìååì ðàâåíñòâà

t(e)r(e)d = t′(e)r′(e)d′, (56)

t(e)r(f)d = t′(e)r′(f)d′, (57)

t(f)r(e)d = t′(f)r′(e)d′. (58)

Ïðåäïîëîæèì

t(f)r(f)d 6= t′(f)r′(f)d′. (59)

Ïîñêîëüêó âñå èäåìïîòåíòû ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

t(f)r(f) < t′(f)r′(f). (60)

Ïî òåîðåìå 0.10 S ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé â T (M), ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ïîëó-

ãðóïïû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòè÷íûå èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà

M.

Èìååì ðîâíî äâà ñëó÷àÿ:

1. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò µ ∈M òàêîé, ÷òî µ ∈ dom(t(f)r(f)), íî µd 6= µd′;

2. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò µ ∈ M ñî ñâîéñòâîì µ /∈ dom(d|t(f)r(f)), µ ∈

dom(d′|t′(f)r′(f)).

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Ïî ëåììå 2.5 ìû èìååì íåðàâåíñòâà:

t(f)r(f) ≤ t(e)r(e),

t′(f)r′(f) ≤ t′(e)r′(e),

êîòîðûå âëåêóò âêëþ÷åíèÿ:

dom(t(f)r(f)) ⊆ dom(t(e)r(e)),

dom(t′(f)r′(f)) ⊆ dom(t′(e)r′(e)),

Ñëåäîâàòåëüíî, µ ∈ dom(t(e)r(e)) ∩ dom(t′(e)r′(e)). Òàê êàê µd 6= µd′, ìû ïîëó÷àåì

d|t(e)r(e) 6= d′|t′(e)r′(e), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (56).
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Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Ïîñêîëüêó âñå èäåìïîòåíòû ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû

èìååì ðîâíî ÷åòûðå âîçìîæíîñòè:

1. t(f) ≤ r(f), t′(f) ≤ r′(f). Ñëåäîâàòåëüíî, t(f)r(e) = t(f), t′(f)r′(e) = t′(f) (çäåñü

ìû èñïîëüçóåì r(f) ≤ r(e), r′(f) ≤ r′(e)). Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (58) ïðåâðàùàåòñÿ

â t(f)d = t′(f)d′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâî (59) ïðèíèìàåò âèä t(f)d 6=

t′(f)d′, è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

2. t(f) ≤ r(f), r′(f) ≤ t′(f).

Íåðàâåíñòâî (60) è ðàâåíñòâî (58) ïðåîáðàçóþòñÿ â

t(f) < r′(f),

t(f)d = t′(f)r′(e)d′.

Ñëåäîâàòåëüíî, µ ∈ dom(r′(f)) \ dom(t(f)). Ïîñêîëüêó r′(f) ≤ t′(f), r′(f) ≤

r′(e), òî µ ∈ dom(t′(f)r′(e)). Òàê êàê µ ∈ dom(d′), òî µ ∈ dom(t′(f)r′(e)d′).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ðàâåíñòâó t(f)d = t′(f)r′(e)d′ ïîëó÷àåì, ÷òî µ ∈ dom(t(f)d),

íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ µ /∈ dom(t(f)).

3. r(f) ≤ t(f), t′(f) ≤ r′(f). Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ (57,60) ïðèíèìàþò âèä

r(f) < t′(f),

r(f)d = t′(e)r′(f)d′,

è ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò µ ∈ dom(t′(f)) \ dom(r(f)), µ ∈ dom(d′).

Òàê êàê t′(f) ≤ t′(e) è t′(f) ≤ r′(f), òî µ ∈ dom(t′(e)r′(f)). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ðàâåíñòâó r(f)d = t′(e)r′(f)d′ ïîëó÷àåì µ ∈ dom(r(f)d), íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ µ /∈ dom(r(f)).

4. r(f) ≤ t(f), r′(f) ≤ t′(f). Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ (57,60) ïðèíèìàþò âèä

r(f) < r′(f),

r(f)d = r′(f)d′

è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò µ ∈ dom(r′(f)) \ dom(r(f)), µ ∈ dom(d′). Òîãäà èç ðà-

âåíñòâà (60) ïîëó÷àåì µ ∈ dom(r(f)d), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò µ /∈ dom(r(f)).
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J

Èç äîêàçàííûõ âûøå ëåìì ñëåäóåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 2.8. Ëþáàÿ èíâåðñíàÿ ïîëóãðóïïà S, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, íå

áóäåò ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls−inv(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 0.8, ïîëóãðóïïà S ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà èäåì-

ïîòåíòà e, f . Åñëè e è f íåñðàâíèìû, òî ïî ëåììå 2.6, ïîëóãðóïïà S íå ÿâëÿåòñÿ

ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ. Åñëè æå âñå èäåìïîòåíòû ïîëóãðóïïû S ëèíåéíî óïîðÿ-

äî÷åíû, òî ïî ëåììå 2.7, ïîëóãðóïïà S òàêæå íå ìîæåò áûòü ýêâàöèîíàëüíîé îáëà-

ñòüþ. J

Ïîêàæåì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå íàøèõ ðåçóëüòàòîâ îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-

íûõ â ñòàòüå Ð. Ðîçåíáëàò [96].

Çàìå÷àíèå 2.9. Â [96] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî M = {(x1, x2, x3, x4)|x1 =

x2 èëè x3 = x4} íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ðåøåíèÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ íàä èíâåðñíîé

ïîëóãðóïïîé S (S íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ

ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìíîæåñòâî M ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ

t(x1, x2, x3, x4) = s(x1, x2, x3, x4) ÿçûêà Ls−inv(S), è ïî õàðàêòåðèñòèêàì óðàâíåíèÿ

t(x1, x2, x3, x4) = s(x1, x2, x3, x4) ñòðîèëàñü òî÷êà P , äëÿ êîòîðîé áûëî âûïîëíåíî

P ∈ VS(t(x1, x2, x3, x4) = s(x1, x2, x3, x4)) \M,

è, ñëåäîâàòåëüíî, VS(t(x1, x2, x3, x4) = s(x1, x2, x3, x4)) 6=M.

Îäíàêî â ñâîåé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ìíîæåñòâî M íå ñîâïàäàåò ñ ðå-

øåíèåì íè îäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ýòî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, è ìåòîä,

ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [96], íå ìîæåò áûòü òóò ïðèìåíåí.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî M ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé S. Îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè P , ïîñòðîåííîé ïî õàðàêòåðè-

ñòèêàì íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ t(x1, x2, x3, x4) = s(x1, x2, x3, x4) ∈ S óæå íå ïðèâîäèò

íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïîñêîëüêó äàííàÿ òî÷êà ñòðîèòñÿ ïî îäíîìó óðàâíåíèþ ñè-

ñòåìû S, è P ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü äðóãèì óðàâíåíèÿì ñèñòåìû S.
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2.3 Êëèôôîðäîâû ïîëóãðóïïû

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðîèçâîëüíóþ êëèôôîðäî-

âó ïîëóãðóïïó S ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ÿçûêå Ls−inv(S). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäå-

ëåíèåì òåðìàìè ÿçûêà Ls−inv(S) áóäóò ÿâëÿòüñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

xs(y2x)−1, (xs1
−1y)−1s2x

2, ((x2yx)−1s)−1z. Óðàâíåíèåì â ÿçûêå Ls−inv(S) áóäåò êàê

îáû÷íî ÿâëÿòüñÿ ðàâåíñòâî äâóõ Ls−inv(S)-òåðìîâ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 0.11 êëèôôîðäîâó ïîëóãðóïïó S áóäåì îáîçíà÷àòü ñ

ïîìîùüþ S = {Sα|α ∈ Ω}, ãäå Ω � ïîëóðåøåòêà, Sα � âïîëíå ïðîñòûå ïîëóãðóïïû.

Ëåììà 2.10. Ïóñòü S = {Sα|α ∈ Ω} � êëèôôîðäîâà ïîëóãðóïïà, è ïðåäïîëîæèì,

÷òî òåðì t(x) â ñâîåé çàïèñè ñîäåðæèò ëèøü êîíñòàíòû α1, α2, . . . , αn. Ñëåäîâà-

òåëüíî, çíà÷åíèå òåðìà t(x) â òî÷êå x ∈ Sβ ïðèíàäëåæèò ïîäïîëóãðóïïå Sγ, ãäå

γ = α1α2 . . . αnβ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ òåðìà t(x).

Åñëè òåðì t(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé èëè êîíñòàíòîé, òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèä-

íûì îáðàçîì âûïîëíåíî.

Ïóñòü t(x) = (t′(x))−1, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè çíà÷åíèå òåðìà t′(x) ïðè-

íàäëåæèò ïîäïîëóãðóïïå Sγ, ãäå èíäåêñ γ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èíäåêñîâ ïîëóãðóïï,

êîòîðûì ïðèíàäëåæàò êîíñòàíòû òåðìà t′(x) è èíäåêñó ïîäïîëóãðóïïû, êîòîðîé ïðè-

íàäëåæèò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x. Ïîñêîëüêó ïîëóãðóïïà Sγ êëèôôîðäîâà, òî çíà-

÷åíèå òåðìà t(x) òàêæå ïðèíàäëåæèò ïîäïîëóãðóïïå Sγ è óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ

òåðìà t(x) äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü t(x) = t1(x)t2(x), è çíà÷åíèå òåðìà ti(x) â òî÷êå x ∈ Sβ ïðèíàäëåæèò

ïîäïîëóãðóïïå Sγi òàêîé, ÷òî

γi = αi1αi2 . . . αiniβ,

(ìíîæåñòâî {αij | 1 ≤ j ≤ ni} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â çàïèñü

òåðìà ti(x)).

Ïî îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ â ïîëóðåøåòêå ïîëóãðóïï çíà÷åíèå òåðìà t(x) ïðè-

íàäëåæèò ïîäïîëóãðóïïå Sγ1γ2 , ãäå

γ = α11α12 . . . α1n1α21α22 . . . α2n2β.
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Íî ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíäåêñ γ1γ2 ñîäåðæèò èíäåêñ β è èíäåêñû âñåõ ïîäïîëóãðóïï,

÷üè ýëåìåíòû âõîäÿò â çàïèñü òåðìà t(x) êàê êîíñòàíòû. J

Ëåììà 2.11. Ïóñòü S = {Sα|α ∈ Ω} êëèôôîðäîâà ïîëóãðóïïà, α, β ∈ Ω, α ≤ β,

b ∈ Sβ è a = ψα,β(b) ∈ Sα. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåðìà t(x) ÿçûêà Ls−inv(S) ñî

çíà÷åíèÿìè t(b) ∈ Sδ, t(a) ∈ Sγ âûïîëíåíî γ ≤ δ è

ψγ,δ(t(b)) = t(a). (61)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî γ ≤ δ ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 2.10.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (61) áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ òåðìà t(x).

Åñëè òåðì t(x) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé èëè ïåðåìåííîé, òî äëÿ íåãî ðàâåíñòâî (61)

î÷åâèäíî.

Ïóñòü t(x) = (t′(x))−1, è äëÿ òåðìà t′(x) âûïîëíåíî t′(b) ∈ Sδ, t′(a) ∈ Sγ, γ ≤ δ. Èç

îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè îáðàùåíèÿ èìååì t(b) ∈ Sδ, t(a) ∈ Sγ Òîãäà

ψγ,δ(t(b)) = ψγ,δ((t
′(b))−1) = (ψγ,δ(t

′(b)))−1 = (t′(a))−1 = t(a).

Ïóñòü òåïåðü t(x) = t1(x)t2(x) è äëÿ òåðìîâ t1(x), t2(x) óòâåðæäåíèå ëåììû âû-

ïîëíåíî, òî åñòü äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ γ1, γ2, δ1, δ2 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

t1(a) ∈ Sγ1 , t1(b) ∈ Sδ1 , γ1 ≤ δ1, t1(a) = ψγ1,δ1(t1(b)),

t2(a) ∈ Sγ2 , t2(b) ∈ Sδ2 , γ2 ≤ δ2, t2(a) = ψγ2,δ2(t2(b)).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.10 èìååì ðàâåíñòâà γ = γ1γ2, δ = δ1δ2 è ïîýòîìó γ ≤ δ.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

ψγ,δ(t(b)) = ψγ,δ(t1(b)t2(b)) = ψγ,δ(ψδ,δ1(t1(b))ψδ,δ2(t2(b))) =

ψγ,δ(ψδ,δ1(t1(b)))ψγ,δ(ψδ,δ2(t2(b))) = ψγ,δ1(t1(b))ψγ,δ2(t2(b)) =

ψγ1γ2,δ1(t1(b))ψγ1γ2,δ2(t2(b)) = ψγ1γ2,γ1(ψγ1,δ1(t1(b)))ψγ1γ2,γ2(ψ(t2(b))) =

ψγ1γ2,γ1(t1(a))ψγ1γ2,γ2(t2(a)) = t1(a)t2(a) = t(a),

÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. J

Ëåììà 2.12. Ïóñòü S = {Sα|α ∈ Ω} � êëèôôîðäîâà ïîëóãðóïïà, α, β ∈ Ω, α ≤ β,

è òåðì t(x) ÿçûêà Ls−inv(S) ñîäåðæèò êîíñòàíòó èç ïîäïîëóãðóïïû Sα, òî äëÿ
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ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ Sβ ýëåìåíòû t(b), t(ψα,β(b)) ïðèíàäëåæàò îäíîé ïîäïîëóãðóïïå

Sγ äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì a = ψα,β(b). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñëåäóåò èç ëåì-

ìû 2.10, ñîãëàñíî êîòîðîé èíäåêñ ïîäïîëóãðóïïû, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò çíà÷åíèå

òåðìîâ t(b), t(a) âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî ôîðìóëàì

βα1α2 . . . αn, αα1α2 . . . αn,

ãäå αi ÿâëÿþòñÿ èíäåêñàìè ïîäïîëóãðóïï, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò êîíñòàíòû òåðìà

t(x).

Ïî óñëîâèþ ëåììû òåðì t(x) ñîäåðæèò êîíñòàíòó èç ïîäïîëóãðóïïû ñ èíäåêñîì

α. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α1 = α. Òîãäà çíà÷åíèÿ òåðìà t(b)

ïðèíàäëåæèò ïîäïîëóãðóïïå ñ èíäåêñîì

βαα2 . . . αn = αα2 . . . αn.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíò t(a) ïðèíàäëåæèò ïîäïîëóãðóïïå ñ òåì æå èíäåêñîì:

ααα2 . . . αn = αα2 . . . αn.

J

Ëåììà 2.13. Ïóñòü S = {Sα|α ∈ Ω} � êëèôôîðäîâà ïîëóãðóïïà, α, β ∈ Ω, α ≤ β,

è òåðì t(x) ÿçûêà Ls−inv(S) ñîäåðæèò êîíñòàíòó èç ïîäïîëóãðóïïû Sα, òî äëÿ

ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ Sβ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

t(b) = t(ψα,β(b)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì a = ψα,β(b). Èç ëåììû 2.12 ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ

t(b), t(a) ïðèíàäëåæàò îäíîé ïîäïîëóãðóïïå Sγ. Ïî ëåììå 2.11 ñóùåñòâóåò ãîìîìîð-

ôèçì ψγ,γ(t(b)) = t(a), êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ ïîëóðåøåòêè ïîëóãðóïï ÿâëÿåòñÿ

òîæäåñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì, t(a) = t(b). J

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.14. Ëþáàÿ êëèôôîðäîâà ïîëóãðóïïà S = {Sα|α ∈ Ω} ïðè |Ω| > 1 íå

ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α, β ∈ Ω, α < β, è b ∈ Sβ. ×åðåç a ∈ Sα îáîçíà÷èì îáðàç

ýëåìåíòà b ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîðôèçìà ψαβ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî: ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îá-

ëàñòüþ è ìíîæåñòâî òî÷åêM = {(x, y)|x = b èëè y = b} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

S. Òàê êàê P = (a, a) /∈ M, òî ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå t(x, y) = s(x, y) ∈ S òàêîå, ÷òî

t(a, a) 6= s(a, a).

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå t(x, y) = s(x, y) äîëæíî ñîäåðæàòü âõîæäåíèÿ îáîèõ ïåðå-

ìåííûõ x, y. Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèÿ îáîèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé

t(x) = s(x) îäèíàêîâû äëÿ òî÷åê (a, b) ∈ M, (a, a) /∈ M, è ïîýòîìó t(P ) = s(P ), ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ t(x, y) = s(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå t(x, y) = s(x, y) ïðèíàäëåæèò ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ

òèïîâ óðàâíåíèé:

1. îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ t(x, y) = s(x, y) ñîäåðæàò ïåðåìåííûå x, y;

2. îäíà èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé, à äðóãàÿ ÷àñòü

çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ;

3. îäíà èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò x, äðóãàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò

y;

4. îäíà èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ, à âòîðàÿ ÷àñòü íå ñî-

äåðæèò ïåðåìåííûõ, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì êàæäûé èç òèïîâ óðàâíåíèÿ t(x, y) = s(x, y).

1. Ïóñòü t′(x) = t(x, a), s′(x) = s(x, a). Ïîñêîëüêó (b, a) ∈ M, òî t′(b) = s′(b). Ïî

ëåììå 2.13 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà t′(a) = t′(b), s′(a) = s′(b), îòêóäà t′(a) = s′(a),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ t(x, y) = s(x, y).

2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå t(x) = s(x, y). Èç ëåììû 2.13 èìååì ðàâåíñòâî s(a, b) =

s(a, a). Òàê êàê (a, b) ∈ M, òî t(a) = s(a, b). Òàêèì îáðàçîì, t(a) = s(a, a) è ìû

ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì óðàâíåíèÿ t(x) = s(x, y).

3. Äëÿ óðàâíåíèÿ t(x) = s(y) èìååì ðàâåíñòâà t(b) = s(a) (òàê êàê (b, a) ∈ M),

t(a) = s(b) (ïîñêîëüêó (a, b) ∈ M), t(b) = s(b) (òàê êàê (b, b) ∈ M). Ñëåäîâà-

òåëüíî, t(a) = s(a), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ t(x) = s(x)
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4. Äëÿ óðàâíåíèÿ t(x, y) = c èìååì ðàâåíñòâî t(a, b) = c ((a, b) ∈ M). Ïî ëåì-

ìå 2.13 ïîëó÷àåì t(a, a) = t(a, b) = c, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ

t(x, y) = c.

J

Èç òåîðåìû 2.14 ìû íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.15. Åñëè êëèôôîðäîâà ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëà-

ñòüþ â ÿçûêå Ls−inv(S) = {·, −1} ∪ {s|s ∈ S}, òî S âïîëíå ïðîñòà.
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2.4 Âïîëíå ïðîñòûå ïîëóãðóïïû

Â äàííîì ïàðàãðàôå âïîëíå ïðîñòóþ ïîëóãðóïïó (â.ï.ï.) S ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

â ÿçûêå Ls−inv(S). Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåðàìè òåðìîâ äàííîãî ÿçûêà ìîãóò áûòü,

íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ xs(y2x)−1, (xs1
−1y)−1s2x

2.

Ïóñòü s1, s2 � äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà â.ï.ï. S. Ìû áóäåì ãîâîðèòü,÷òî òåðì t(x)

ÿçûêà Ls−inv(S) ðàçäåëÿåò ýëåìåíòû s1, s2, åñëè t(s1) 6= t(s2).

Ëåììà 2.16. Åñëè ó â.ï.ï. S = (G,P,Λ, I) ñýíäâè÷-ìàòðèöà P íå âûðîæäåíà, òî

äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ s1, s2 ∈ S ñóùåñòâóåò òåðì t(x) âèäà

t(x) = (1, 1, i)x(λ, 1, 1), (62)

ðàçäåëÿþùèé ýëåìåíòû s1, s2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1. Ïóñòü s1 = (λ, g, i), s2 = (µ, h, j), h 6= g. Ïîëàãàåì t(x) = (1, 1, 1)x(1, 1, 1). Èìååì

t(s1) = (1, 1, 1)(λ, g, i)(1, 1, 1) = (1, p1λgpi1, 1) = (1, g, 1),

t(s2) = (1, 1, 1)(µ, h, j)(1, 1, 1) = (1, p1µhpj1, 1) = (1, h, 1),

è ïîýòîìó t(s1) 6= t(s2).

2. Ïóñòü s1 = (λ, g, i), s2 = (µ, g, j) è λ 6= µ (àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé,

êîãäà i 6= j). Äîïóñòèì, ÷òî íè îäèí èç òåðìîâ âèäà t(x) = (1, 1, k)x(1, 1, 1) ∈

T (S,Γ) íå ðàçäåëÿåò s1, s2. Èíûìè ñëîâàìè, ýëåìåíòû

(1, 1, k)(λ, g, i)(1, 1, 1) = (1, pkλg, 1)(1, 1, 1) = (1, pkλgp11, 1) = (1, pkλg, 1)

è

(1, 1, k)(µ, g, j)(1, 1, 1) = (1, pkµg, 1)(1, 1, 1) = (1, pkµgp11, 1) = (1, pkµg, 1)

ðàâíû äðóã äðóãó äëÿ ëþáîãî k ∈ I. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

pkλ = pkµ äëÿ âñåõ k ∈ I. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû ñ íîìåðàìè λ, µ îäèíàêîâû,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû P.

J
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Ïóñòü t(x) � òåðì ÿçûêà Ls−inv(S). ×åðåç [t](x) áóäåì îáîçíà÷àòü òåðì ÿçûêà

Ls−inv(S), ïîëó÷àåìûé èç t(x) óäàëåíèåì âñåõ âõîæäåíèé îïåðàöèè îáðàùåíèÿ. Íà-

ïðèìåð, åñëè t(x) = ((xsy−1)−1zx−1)−1, òî [t](x) = xsyzx.

Ëåììà 2.17. Ïóñòü ó â.ï.ï. S = (G,P,Λ, I) â ìàòðèöå P ñòðîêè (ñòîëáöû) ñ

íîìåðàìè i, j (λ, µ) îäèíàêîâû. Òîãäà äëÿ ýëåìåíòîâ s1 = (1, 1, i), s2 = (1, 1, j) (s1 =

(λ, 1, 1), s2 = (µ, 1, 1)) è ïðîèçâîëüíîãî òåðìà t(x) ÿçûêà Ls−inv(S) âûïîëíåíî îäíî

èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. t(s1) = t(s2);

2. t(s1) = (ν, g, i), t(s2) = (ν, g, j) äëÿ íåêîòîðûõ g ∈ G, ν ∈ Λ, åñëè òåðì [t](x) çà-

êàí÷èâàåòñÿ íà ïåðåìåííóþ x (t(s1) = (λ, g, k), t(s2) = (µ, g, k) äëÿ íåêîòîðûõ

g ∈ G, k ∈ I, åñëè òåðì [t](x) íà÷èíàåòñÿ íà ïåðåìåííóþ x). Èíûìè ñëîâà-

ìè, çíà÷åíèÿ òåðìà t(x) íà ýëåìåíòàõ s1, s2 ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïî âòîðîìó

(ïåðâîìó) èíäåêñó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìàòðèöå P ñòîëáöû ñ íîìåðàìè λ, µ îäè-

íàêîâû (àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà â ìàòðèöå P åñòü îäèíàêîâûå

ñòðîêè).

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ òåðìà t(x). Åñëè òåðì t(x)

ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé èëè êîíñòàíòîé, òî äëÿ íåãî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíûì

îáðàçîì âûïîëíåíî.

Ïóñòü òåïåðü t(x) = (t′(x))−1, è äëÿ òåðìà t′(x) âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå ëåììû.

Åñëè t′(s1) = t′(s2), òî è t(s1) = t(s2). Åñëè æå òåðì [t(x)] íà÷èíàåòñÿ íà ïåðåìåííóþ

x, òî èìååì

t(s1) = (λ, g, k)−1 = (λ, pkλ
−1g−1pkλ

−1, k),

t(s2) = (µ, g, k)−1 = (µ, pkµ
−1g−1pkµ

−1, k).

Èç âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû P ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî pkλ = pkµ, è ïîýòîìó çíà÷åíèÿ

òåðìà t(x) íà ýëåìåíòàõ s1, s2 ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïî ïåðâîìó èíäåêñó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåðì t(x) = t′(x)t′′(x). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

1. Îáà òåðìà [t′](x), [t′′](x) íå íà÷èíàþòñÿ íà ïåðåìåííóþ x. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè èìååì ðàâåíñòâà t′(s1) = t′(s2), t′′(s1) = t′′(s2), è, ñëåäîâàòåëüíî,

t(s1) = t(s2).
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2. Íà ïåðåìåííóþ x íà÷èíàåòñÿ òîëüêî òåðì [t′′](x). Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ðàâåíñòâà

t′(s1) = t′(s2) = (ν, h, l), t′′(s1) = (λ, g, k), t′′(s2) = (µ, g, k) äëÿ íåêîòîðûõ g, h ∈

G, ν ∈ Λ, k, l ∈ I.

Òîãäà çíà÷åíèÿ òåðìà t(x) ðàâíû:

t(s1) = (ν, h, l)(λ, g, k) = (ν, hplλg, k),

t(s2) = (ν, h, l)(µ, g, k) = (ν, hplµg, k).

Èç âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû P ñëåäóåò plλ = plµ, è ïîýòîìó t(s1) = t(s2).

3. Íà ïåðåìåííóþ x íà÷èíàåòñÿ òîëüêî òåðì [t′](x). Òîãäà t′(s1) = (λ, g, k), t′(s2) =

(µ, g, k), t′′(s1) = t′′(s2) = (ν, h, l) äëÿ íåêîòîðûõ g, h ∈ G, ν ∈ Λ, k, l ∈ I. Èìååì

t(s1) = (λ, g, k)(ν, h, l) = (λ, gpkνh, l),

t(s2) = (µ, g, k)(ν, h, l) = (µ, gpkνh, l),

è çíà÷åíèÿ òåðìà t(x) ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïî ïåðâîìó èíäåêñó.

4. Íà ïåðåìåííóþ x íà÷èíàþòñÿ îáà òåðìà [t′](x), [t′′](x). Â ýòîì ñëó÷àå ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ èíäóêöèè t′(s1) = (λ, g, k), t′(s2) = (µ, g, k), t′′(s1) = (λ, h, l),

t′′(s2) = (µ, h, l) äëÿ íåêîòîðûõ g, h ∈ G, k, l ∈ I. Òîãäà

t(s1) = (λ, g, k)(λ, h, l) = (λ, gpkλh, l),

t(s2) = (µ, g, k)(µ, h, l) = (µ, gkµh, l),

è èç âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû P ïîëó÷àåì pkλ = pkµ. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû

t(s1), t(s2) ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïåðâîìó èíäåêñó.

J

Ëåììà 2.18. Åñëè ìàòðèöà P âûðîæäåíà, òî â.ï.ï. S = (G,P,Λ, I) íå ÿâëÿåòñÿ

ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls−inv(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëà-

ñòüþ ïðè âûðîæäåííîé ìàòðèöå P, ó êîòîðîé ñòîëáöû ñ íîìåðàìè λ, µ îäèíàêîâû

(ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà P èìååò îäèíàêîâûå ñòðîêè, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé S(x, y), êîòîðàÿ èìååò ðåøåíèå M = {(x, y)|x =

(λ, 1, 1) èëè y = (λ, 1, 1)}, è ïóñòü t(x, y) = s(x, y) � ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

S, íå óäîâëåòâîðÿþùåå òî÷êå ((µ, 1, 1), (µ, 1, 1)).

Äîïóñòèì, ÷òî òåðìû [t](x, (µ, 1, 1)), [s](x, (µ, 1, 1)) íå íà÷èíàþòñÿ íà ïåðåìåííóþ

x. Òîãäà ïî ëåììå 2.17 áóäåì èìåòü ðàâåíñòâà

t((λ, 1, 1), (µ, 1, 1)) = t((µ, 1, 1), (µ, 1, 1)), s((λ, 1, 1), (µ, 1, 1)) = s((µ, 1, 1), (µ, 1, 1)).

Ïîñêîëüêó

t((λ, 1, 1), (µ, 1, 1)) = s((λ, 1, 1), (µ, 1, 1)),

òî ïîëó÷àåì

t(µ, 1, 1), (µ, 1, 1)) = s((µ, 1, 1), (µ, 1, 1)),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ t(x, y) = s(x, y).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îáà òåðìà [t](x, (µ, 1, 1)), [s](x, (µ, 1, 1)) íà÷èíàþòñÿ ñ

ïåðåìåííîé x. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.17 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

t((λ, 1, 1), (µ, 1, 1)) = (λ, g, k), t((µ, 1, 1), (µ, 1, 1)) = (µ, g, k).

Ïîñêîëüêó ((λ, 1, 1), (µ, 1, 1)) ∈ M, òî s((λ, 1, 1), (µ, 1, 1) = (λ, g, k), è ïî ëåììå 2.17

ïîëó÷àåì

s((µ, 1, 1), (µ, 1, 1)) = (µ, g, k),

îòêóäà ñëåäóåò

t((µ, 1, 1), (µ, 1, 1)) = s((µ, 1, 1), (µ, 1, 1)),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ t(x, y) = s(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ïîñëåäíèé ñëó÷àé: òåðì [t](x, (µ, 1, 1)) íà÷èíàåòñÿ íà ïå-

ðåìåííóþ x, à òåðì [s](x, (µ, 1, 1)) íà÷èíàåòñÿ íà êîíñòàíòó c. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

äâå âîçìîæíîñòè:

1. êîíñòàíòà c áûëà ïîëó÷åíà ïðè ïîäñòàíîâêå ýëåìåíòà (µ, 1, 1) âìåñòî ïåðåìåí-

íîé y, òî åñòü òåðì [s](x, y) íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðåìåííîé y;

2. òåðì [s](x, y) íà÷èíàåòñÿ ñ êîíñòàíòû c.

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé èç ñëó÷àåâ íåâîçìîæåí.
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1. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå t(x, y) = s(x, y) íå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òî÷êå

((λ, 1, 1), (µ, 1, 1)) ∈ M, ïîñêîëüêó ýëåìåíò t((λ, 1, 1), (µ, 1, 1)) áóäåò èìåòü ïåð-

âûé èíäåêñ λ, à ó ýëåìåíòà s((λ, 1, 1), (µ, 1, 1)) ïåðâûé èíäåêñ áóäåò ðàâåí µ.

2. Ïóñòü c = (ν, g, k), òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå t(x, y) = s(x, y) òî÷åê

((λ, 1, 1), (λ, 1, 1)) ∈ M (åñëè ν 6= λ) èëè ((µ, 1, 1), (λ, 1, 1)) ∈ M (åñëè ν 6= µ)

çíà÷åíèÿ òåðìîâ t(x, y), s(x, y) áóäóò èìåòü ðàçëè÷íûå ïåðâûå èíäåêñû.

J

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ â.ï.ï. S = (G,P,Λ, I)

Γ = {(1, g, 1)|g ∈ G}

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé èçîìîðôíîé G. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó íîðìàëèçîâàííîñòè

ìàòðèöû P åäèíèöåé ïîäãðóïïû Γ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò (1, 1, 1).

Ïóñòü ýëåìåíòû x, y ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå Γ ⊆ S = (G,P,Λ, I). Òîãäà ñïðàâåä-

ëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(λ, g, i)x = (λ, g, 1)x = (λ, g, 1)x(1, 1, 1), (63)

x(λ, g, i) = x(1, g, i) = (1, 1, 1)x(1, g, i) (64)

((λ, g, 1)x(1, h, j))−1 = (λ, pjλ
−1h−1, 1)x−1(1, g−1pjλ

−1, 1) (65)

((λ, g, i)x)−1 = (λ, 1, 1)x−1(1, g−1, 1), (66)

(x(λ, g, i))−1 = (1, g−1, 1)x−1(1, 1, i), (67)

x(λ, g, i)y = x(1, g, 1)y, (68)

(x(λ, g, i)y)−1 = y−1(1, g−1, 1)x−1. (69)

Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (63, 64) ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû-

÷èñëåíèÿìè.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (65). Ïóñòü x = (1, gx, 1), òîãäà

((λ, g, 1)(1, gx, 1)(1, h, j))−1 = (λ, ggxh, j)
−1 = (λ, pjλ

−1(ggxh)−1pjλ
−1, j) =

(λ, pjλ
−1h−1gx

−1g−1pjλ
−1, j).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(λ, pjλ
−1h−1, 1)(1, gx, 1)−1(1, g−1pjλ

−1, 1) = (λ, pjλ
−1h−1, 1)(1, gx

−1, 1)(1, g−1pjλ
−1, 1) =

(λ, pjλ
−1h−1gx

−1g−1pjλ
−1, j).
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Ðàâåíñòâà (66, 67) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç (63, 64, 65). Äîêàæåì òåïåðü ðà-

âåíñòâà (68, 69). Ïóñòü x = (1, gx, 1), y = (1, gy, 1), òîãäà

x(λ, g, i)y = (1, gx, 1)(λ, g, i)(1, gy, 1) = (1, gxggy, 1),

(x(λ, g, i)y)−1 = (1, gxggy, 1)−1 = (1, (gxggy)
−1, 1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

x(1, g, 1)y = (1, gx, 1)(1, g, 1)(1, gy, 1) = (1, gxggy, 1),

y−1(1, g−1, 1)x−1 = (1, gy
−1, 1)(1, g−1, 1)(1, gx

−1, 1) = (1, gy
−1g−1gx

−1, 1) = (1, (gxggy)
−1, 1),

÷òî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâà (68, 69).

Ëåììà 2.19. Åñëè â.ï.ï. S = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçû-

êå Ls−inv(S), òî ãðóïïà G òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ãðóïïîâîì

ÿçûêå Lg(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó S � ýêâàöèîíàëüíàÿ îáëàñòü, òî ìíîæåñòâî M =

{(x, y)|x = (1, 1, 1) èëè y = (1, 1, 1)} ⊆ S2 ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä S. Òî åñòü

ñóùåñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé S íàä S òàêàÿ, ÷òî VS(S) =M.

Íèæå áóäåò ïîñòðîåíà ñèñòåìà S′ ýêâèâàëåíòíàÿ S íàä ãðóïïîé Γ, è âñå êîíñòàíòû

ñèñòåìû S′ ïðèíàäëåæàò Γ.

Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâà (65, 66, 67, 69), èç ñèñòåìû S ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó S1 ñî

ñâîéñòâàìè:

1. ñèñòåìà S1 ýêâèâàëåíòíà S íàä ïîäãðóïïîé Γ;

2. îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ −1 â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû S1 ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê ïåðå-

ìåííûì: x−1, y−1.

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (68) èç ñèñòåìû S1 ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé S2 òàêóþ,

÷òî ëþáàÿ êîíñòàíòà c â ïðîèçâîëüíîì óðàâíåíèè t(x, y) = s(x, y) ∈ S2 ïðèíàä-

ëåæèò ïîäãðóïïå Γ, åñëè c íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èëè ïîñëåäíèì ñèìâîëîì òåðìîâ

t(x, y), s(x, y). Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà S2 ýêâèâàëåíòíàÿ íàä ãðóïïîé Γ ñèñòåìå S.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñèñòåìû S2, îäíà ÷àñòü êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ñ êîíñòàíòû

c = (λ, g, i) /∈ Γ (àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç ÷àñòåé óðàâíå-

íèÿ îêàí÷èâàåòñÿ íà êîíñòàíòó c /∈ Γ). Ñîãëàñíî (63), ìîæíî ñ÷èòàòü i = 1, òî åñòü
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(λ, g, 1)t′(x, y) = s(x, y) ∈ S2, òîãäà â ñèëó ñîâìåñòíîñòè íàä Γ ñèñòåìû S2 òåðì s(x, y)

íà÷èíàåòñÿ ëèáî íà êîíñòàíòó âèäà (λ, h, j), ëèáî íà ïåðåìåííóþ è λ = 1.

Ðàññìîòðèì òîëüêî ïåðâûé âèä òåðìà s(x, y) (âòîðîé âèä ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî): s(x, y) = (λ, h, j)s′(x, y). Òîãäà íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óñòàíàâëèâàåòñÿ,

÷òî óðàâíåíèå

(λ, g, 1)t′(x, y) = (λ, h, j)s′(x, y)

ýêâèâàëåíòíî

(1, g, 1)t′(x, y) = (1, h, 1)s′(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå óðàâíåíèå ñèñòåìû S2 ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ, â êîòî-

ðîì âñå êîíñòàíòû ïðèíàäëåæàò ïîäãðóïïå Γ. Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îáî-

çíà÷èì ÷åðåç S′, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà íàä ãðóïïîé Γ ñèñòåìå S. Ñëåäîâàòåëüíî,

VΓ(S′) = {(x, y)|x = (1, 1, 1) èëè y = (1, 1, 1)} ⊆ Γ2, è ïî òåîðåìå 0.30 ãðóïïà Γ

ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå LΓ. Èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïàìè Γ, G

äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. J

Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ýëåìåíò (1, 1, 1) â.ï.ï. S áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [1].

Ëåììà 2.20. Ïóñòü ñýíäâè÷-ìàòðèöà P â.ï.ï. S = (G,P,Λ, I) íå âûðîæäåíà.

Òîãäà óðàâíåíèå x = y ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà S=(x, y) = {ti(x, y) =

[1]|i ∈ I}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåçM= ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x = y, òî åñòü

ìíîæåñòâî òî÷åê {(x, x)|x ∈ S}.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè (s, s′) /∈ M= ñóùåñòâóåò òåðì t(s,s′)(x), êîòîðûé ðàçäåëÿåò ýëå-

ìåíòû s, s′ è â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.16 èìååò âèä (62).

Ïîëàãàåì

S=(x, y) = {[1]x([1]y[1])−1 = [1]}
⋃

(s,s′)/∈M=

{t(s,s′)(x)(t(s,s′)(y))−1 = [1]}.

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà S=(x, y) èìååò ðåøåíèå M=, è ïóñòü P =

((µ, g, j), (µ, g, j)) ∈M=. Òàê êàê

[1](µ, g, j)([1](µ, g, j)[1])−1 = (1, g, j)(1, g−1, 1) = [1],

òî òî÷êà P óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû S=. Äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé
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ñèñòåìû S= òàêæå èìååì ðàâåíñòâî

t(s,s′)((µ, g, j))(t(s,s′)((µ, g, j)))
−1 = (1, 1, i)(µ, g, j)(λ, 1, 1)((1, 1, i)(µ, g, j)(λ, 1, 1))−1 =

(1, piµgpjλ, 1)((1, piµgpjλ, 1))−1 = (1, piµgpjλ, 1)(1, (piµgpjλ)
−1, 1) = [1].

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M= óäîâëåòâîðÿåò âñåì óðàâíåíè-

ÿì ñèñòåìû S=. Åñëè (s, s′) /∈ M=, òî â ñèñòåìå S= ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå

t(s,s′)(x)(t(s,s′)(y))−1 = [1], êîòîðîìó òî÷êà (s, s′) íå óäîâëåòâîðÿåò. Äåéñòâèòåëüíî,

îáîçíà÷èâ ÷åðåç (1, h, 1), (1, h′, 1) çíà÷åíèÿ òåðìà t(s,s′)(x) â òî÷êàõ s, s′ ñîîòâåòñòâåí-

íî, ìû ïîëó÷àåì

t(s,s′)(s)(t(s,s′)(s
′))−1 = (1, h, 1)((1, h′, 1))−1 = (1, h(h′)−1, 1) 6= [1],

òàê êàê h 6= h′.

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî VS(S=) = M=, è, òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà S=(x, y)

ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ x = y. J

Ëåììà 2.21. Åñëè ìíîæåñòâîM = {(x, y)|x = (1, 1, 1) èëè y = (1, 1, 1)} ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì íàä â.ï.ï. S = (G,P,Λ, I) ñ íåâûðîæäåííîé ñýíäâè÷-

ìàòðèöåé P, òî ïîëóãðóïïà S áóäåò ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls−inv(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 0.29 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâó-

åò ñèñòåìà óðàâíåíèé S(x1, x2, x3, x4) ñ ðåøåíèåìMsem.

Ïî ëåììå 2.20 óðàâíåíèÿ x1 = x2, x3 = x4 ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìàì óðàâíåíèé

S=(x1, x2) = {ti(x1, x2) = [1]|i ∈ I}, S=(x3, x4) = {ti(x3, x4) = [1]|i ∈ I} ñîîòâåòñòâåí-

íî.

Ïðèìåíÿÿ çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷èì, ÷òî

Msem =
⋂
i,j∈I

VS(ti(x1, x2) = [1] ∨ tj(x3, x4) = [1])

Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé S′(x, y) ñ ðåøåíèåìM. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ìíîæåñòâî VS(ti(x1, x2) = [1] ∨ tj(x3, x4) = [1]) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû

S′(ti(x1, x2), tj(x3, x4)), è

Msem =
⋂
i,j∈I

VS(S′(ti(x1, x2), tj(x3, x4))).

Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâîMsem ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû

S(x1, x2, x3, x4) =
⋃
i,j∈I

S′(ti(x1, x2), tj(x3, x4)),
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è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì. J

Ëåììà 2.22. Ïóñòü ñýíäâè÷-ìàòðèöà P â.ï.ï. S = (G,P,Λ, I) íå âûðîæäåíà, è

ãðóïïà G � ýêâàöèîíàëüíàÿ îáëàñòü â ãðóïïîâîì ÿçûêå Lg(G). Òîãäà ìíîæåñòâî

M = {(x, y)|x = (1, 1, 1) èëè y = (1, 1, 1)} ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì

íàä ïîëóãðóïïîé S â ÿçûêå Ls−inv(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü [1] 6= s ∈ S, òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.16 ñóùåñòâóåò

òåðì âèäà (62), ðàçäåëÿþùèé ýëåìåíòû [1], s. Äàííûé òåðì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç ts(x).

Ïîëàãàåì

S′(x, y) =
⋃
g∈G

{[1]x(1, g−1, 1)y(1, g, 1)([1]x[1])−1(1, g−1, 1)([1]y[1])−1(1, g, 1) = [1]}

⋃
(s,s′)/∈M,g∈G

{ts(x)(1, g−1, 1)ts′(y)(1, g, 1)(ts(x))−1(1, g−1, 1)(ts′(y))−1(1, g, 1) = [1]}.

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà S′(x, y) èìååò ðåøåíèåM.

Äîêàæåì âíà÷àëå âêëþ÷åíèåM⊆ VS(S′).

Ïóñòü P = ((µ, h, j), [1]) ∈ M (òî÷êà ([1], (µ, h, j)) ∈ M ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî). Èìååì ðàâåíñòâà

[1](µ, h, j)(1, g−1, 1)[1](1, g, 1)([1](µ, h, j)[1])−1(1, g−1, 1)([1][1][1])−1(1, g, 1) =

[1](µ, h, j)[1]((1, h−1, 1))(1, g−1, 1)([1])(1, g, 1) =

(1, h, 1)(1, h−1, 1)(1, g−1, 1)(1, g, 1) = [1].

Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà P óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé ãðóïïå óðàâíåíèé ñèñòåìû S′.

Òàê òåðìû ts(x), ts′(x) èìåþò âèä (62), òî ts([1]) = ts′([1]) = [1], è ïóñòü

ts((µ, h, j)) = (1, f, 1), ts′((µ, h, j)) = (1, f ′, 1).

Âû÷èñëÿåì

ts((µ, h, j))(1, g
−1, 1)ts′([1])(1, g, 1)(ts((µ, h, j)))

−1(1, g−1, 1)(ts′([1]))−1(1, g, 1) =

(1, f, 1)(1, g−1, 1)[1](1, g, 1)(1, f−1, 1)(1, g−1, 1)[1](1, g, 1) = [1],

è ïîýòîìó òî÷êà P óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé ãðóïïå óðàâíåíèé ñèñòåìû S′, òî åñòü P ∈

VS(S′).

Äîêàæåì òåïåðü âêëþ÷åíèåM⊇ VS(S′).
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Ïóñòü Q = (s, s′) /∈M. Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êà Q óäîâëåòâîðÿåò âñåì óðàâíåíèÿì

ts(x)(1, g−1, 1)ts′(y)(1, g, 1)(ts(x))−1(1, g−1, 1)(ts′(y))−1(1, g, 1) = [1]

äëÿ âñåõ g ∈ G.

Èç âûáîðà òåðìîâ ts(x), ts′(x) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ

f, f ′ ∈ G òàêèõ, ÷òî ts(s) = (1, f, 1), ts′(s′) = (1, f ′, 1).

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ g ∈ G èìååì ðàâåíñòâà

ts(s)(1, g
−1, 1)ts′(s

′)(1, g, 1)(ts(s)
−1(1, g−1, 1)(ts′(s

′))−1(1, g, 1) = [1],

(1, f, 1)(1, g−1, 1)(1, f ′, 1)(1, g, 1)(1, f−1, 1)(1, g−1, 1)(1, (f ′)−1, 1)(1, g, 1) = 1,

(1, fg−1f ′gf−1g−1(f ′)−1g, 1) = [1],

fg−1f ′gf−1g−1(f ′)−1g = 1⇔ [f, (f ′)g] = 1,

ãäå ÷åðåç [f, (f ′)g] îáîçíà÷åí êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ f è ýëåìåíòà f ′, ñîïðÿæåííîãî ñ

ïîìîùüþ g â ãðóïïå G.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ g ∈ G, òî ýëå-

ìåíòû f, f ′ ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ â ãðóïïå G. Òîãäà ïî òåîðåìå 0.31 ãðóïïà G

íå ìîæåò áûòü ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

J

Òåîðåìà 2.23. Â.ï.ï. S = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå

Ls−inv(S) = {·, −1} ∪ {s|s ∈ S} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1. ñýíäâè÷-ìàòðèöà P íå âûðîæäåíà;

2. ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ãðóïïîâîì ÿçûêå

Lg(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ëåìì 2.18, 2.19. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.

Èç ëåììû 2.22 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî M = {(x, y)|x = (1, 1, 1) èëè y =

(1, 1, 1)} ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä ïîëóãðóïïîé S â ÿçûêå Ls−inv(S). Ñëåäîâà-

òåëüíî, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ äëÿ ëåììû 2.21, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ïîëóãðóïïà

S áóäåò ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls−inv(S). J

Èç òåîðåì 0.4, 0.5, ñëåäñòâèé 0.32, 0.33 è êðèòåðèÿ 2.23 ëåãêî ñëåäóþò óòâåðæäå-

íèÿ.
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Ñëåäñòâèå 2.24. Ëþáàÿ ñâîáîäíàÿ âïîëíå ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S = Fcss(X) ðàíãà

n ≥ 2 ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls−inv(S).

Ñëåäñòâèå 2.25. Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ âïîëíå ïðîñòûõ ïîëóãðóïï

ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls−inv(S).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ñèñòåìàõ óðàâíåíèé íàä â.ï.ï. S ñëåäóåò èç ëåììû 2.20.

Ñëåäñòâèå 2.26. Ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y ⊆ Sn íàä â.ï.ï. S =

(G,P, λ, I) ïðè íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå P îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé âèäà S =

{ti(X) = [1]|i ∈ I}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî Y ðàâíî ðåøåíèþ ñèñòåìû S′ = {ti(X) =

si(X)|i ∈ I}.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.20, ðàâåíñòâî x = y ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíå-

íèé S=(x, y), êîòîðàÿ èìååò âèä {rj(x, y) = [1]|j ∈ J }. Òîãäà êàæäîå óðàâíåíèå

ti(X) = si(X) ñèñòåìû S′ ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå S=(ti(X), si(X)). Ñëåäîâàòåëüíî, S′

ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

S =
⋃
i∈I

S=(ti(X), si(X)),

êàæäîå óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâíóþ [1]. J
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2.5 Êîíå÷íûå ïðîñòûå ïîëóãðóïïû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ïîëóãðóïïàìè. Ïî-

ñêîëüêó êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà âïîëíå ïðîñòà, òî äëÿ êîíå÷íûõ ïðî-

ñòûõ ïîëóãðóïï ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 0.3, è ïîýòîìó êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïî-

ëóãðóïïà S èìååò ïðåäñòàâëåíèå S = (G,P,Λ, I), ãäå ãðóïïà G è ìíîæåñòâà Λ, I

êîíå÷íû. Íèæå êàæäóþ êîíå÷íóþ ïðîñòóþ ïîëóãðóïïó S ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

â ÿçûêå áåç îáðàùåíèÿ Ls(S) = {·} ∪ {s | s ∈ S}.

Ïîñêîëüêó ÿçûê Ls(S) ÿâëÿåòñÿ îáåäíåíèåì ÿçûêà Ls−inv(S), òî ìíîãèå ðåçóëü-

òàòû, äîêàçàííûå â ïàðàãðàôå 2.4 àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà êëàññ êîíå÷íûõ

ïðîñòûõ ïîëóãðóïï ÿçûêà Ls(S). Ïîëó÷åííûå íèæå ðåçóëüòàòû áóäóò ñóùåñòâåííûì

îáðàçîì èñïîëüçîâàòüñÿ â ïàðàãðàôå 2.7, ãäå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ýêâàöèîíàëüíûå

îáëàñòè â êëàññå êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï.

Ïóñòü S = (G,P,Λ, I) � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà P

íîðìàëèçîâàíà, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ

Γ = {(1, g, 1)|g ∈ G} ⊆ S

êîíå÷íîé ïðîñòîé ïîëóãðóïïû S îáðàçóåò ïîäãðóïïó èçîìîðôíóþ G c åäèíèöåé

(1, 1, 1).

Ïóñòü P = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Sn. ×åðåç TP (M,Γ) (ãäå P ∈ M ⊆ Sn) îáîçíà÷èì

ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ t(X) âèäà (62) òàêèõ, ÷òî t(P ) 6= (1, 1, 1), è t(Q) = (1, 1, 1)

äëÿ âñåõ Q ∈M \ {P}.

Ëåììà 2.27. Ïóñòü S = (G,P,Λ, I) � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà, ìàòðèöà

P íå âûðîæäåíà è G � ýêâàöèîíàëüíàÿ îáëàñòü â ÿçûêå Lg(G). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Sn ìíîæåñòâî

TP (Sn,Γ)

1. íå ïóñòî;

2. âìåñòå ñ êàæäûé òåðìîì t(X) ìíîæåñòâî TP (Sn,Γ) ñîäåðæèò âñå òåðìû

âèäà (1, g, 1)t(X)(1, g−1, 1), g ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâ TP (Sn,Γ) ëåãêî ñëåäóåò èç ïåðâîãî.

Ïóñòü t(X) ∈ TP (Sn,Γ), òîãäà:

(1, g, 1)t(Q)(1, g−1, 1) = (1, g, 1)(1, 1, 1)(1, g−1, 1) = (1, g1g−1, 1) = (1, 1, 1),
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(1, g, 1)t(P )(1, g−1, 1) = (1, g, 1)(1, h, 1)(1, g−1, 1) = (1, ghg−1, 1) 6= (1, 1, 1), òàê êàê h 6= 1.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî TP (Sn,Γ) íå ïóñòî.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

t−1(X) = t|G|−1(X).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî òåðìà t(X) âèäà (62) âûïîëíåíî, ÷òî è t−1(X) èìååò

âèä (62), è, êðîìå òîãî,

t(X)t−1(X) = t−1(X)t(X) = t|G|(X) = (1, 1, 1) äëÿ âñåõ X ∈ Sn.

Äîêàæåì íåïóñòîòó ìíîæåñòâà TP (M,Γ) èíäóêöèåé ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâàM ⊆

Sn. Ïóñòü |M | = 2, è P,Q ⊆ Sn � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâà M .

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè P,Q ðàçëè÷àþòñÿ ïåðâîé

êîîðäèíàòîé: p1 6= q1. Ïî ëåììå 2.16 ñóùåñòâóåò òåðì t(x) âèäà (62) ñî ñâîéñòâîì

t(p1) 6= t(q1). Ðàññìîòðèì òåðì s(X) = t(x1)t−1(q1) ∈ T (S,Γ), êîòîðûé ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ s(P ) = t(p1)t−1(q1) 6= (1, 1, 1), s(Q) = t(q1)t−1(q1) = (1, 1, 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

s(X) ∈ TP (M,Γ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ìíîæåñòâM , ñîäåðæàùèõ íå áîëåå ÷åì m ýëåìåíòîâ,

óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. Äîêàæåì ëåììó äëÿ ìíîæåñòâà M ïðè |M | = m+ 1.

Ïóñòü P,Q1, Q2, . . . , Qm � âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùå-

ñòâóþò òåðìû

t(X) ∈ TP ({P,Q2, Q3, . . . , Qm},Γ), s(X) ∈ TP ({P,Q1, Q3, . . . , Qm},Γ),

ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ:

P Q1 Q2 Q3 . . . Qm

t(X) (1, g1, 1) (1, h1, 1) (1, 1, 1) (1, 1, 1) . . . (1, 1, 1)

s(X) (1, g2, 1) (1, 1, 1) (1, h2, 1) (1, 1, 1) . . . (1, 1, 1)

Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå g1, g2 ìîæíî âçÿòü ýëåìåíòû ãðóïïû G, êîòîðûå íå êîì-

ìóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïî âòîðîìó ñâîéñòâó ìíîæåñòâà TP (M,Γ)

â êà÷åñòâå g2 ìîæíî âçÿòü ëþáîé ýëåìåíò èç êëàññà ñîïðÿæåííîñòè {gg2g
−1|g ∈ G}.

Åñëè æå g1 êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè êëàññà ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà g2,

òî g1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â ãðóïïå G, è ïî òåîðåìå 0.31 ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ

ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Ðàññìîòðèì òåðì

p(X) = [t(X), s(X)] = t−1(X)s−1(X)t(X)s(X) ∈ T (S,Γ),
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çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ðàâíû

P Q1 Q2 Q3 . . . Qm

p(X) [[g1, g2]; 1, 1] (1, 1, 1) (1, 1, 1) (1, 1, 1) . . . (1, 1, 1)

ãäå ÷åðåç [g1, g2] = g−1
1 g−1

2 g1g2 6= 1 îáîçíà÷åí êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ g1, g2 â ãðóïïå

G.

Ñëåäîâàòåëüíî, p(X) ∈ TP (M,Γ), ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. J

Òåîðåìà 2.28. Êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèî-

íàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1. ìàòðèöà P íå âûðîæäåíà;

2. ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ãðóïïîâîì ÿçûêå Lg(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Èç îïðåäåëåíèÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòè

ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå

Ls(S), òî è â ðàñøèðåíèè ÿçûêà Ls−inv(S) ⊇ Ls(S) ïîëóãðóïïà S òàêæå áóäåò

ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.23 ìû ïîëó÷àåì,

÷òî ïîëóãðóïïà S = (G,P,Λ, I) äîëæíà îáëàäàòü íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé P è

ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà G äîëæíà áûòü ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Msem = {(x1, x2, x3, x4)|x1 =

x2 èëè x3 = x4} ⊆ S4. Ïî ëåììå 2.27 äëÿ êàæäîé òî÷êè P /∈ Msem ñóùåñòâóåò òåðì

tP (x1, x2, x3, x4) ∈ TP (S4,Γ). Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû S = {tP (x1, x2, x3, x4) =

(1, 1, 1)|P /∈ Msem} ðàâíî ìíîæåñòâóMsem, êîòîðîå òàêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ àëãåá-

ðàè÷åñêèì. Ïî òåîðåìå 0.29 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé

îáëàñòüþ. J

Ñëåäñòâèå 2.29. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé

îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S). Òîãäà ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ⊆ Sn ïðåäñòàâèìî

â âèäå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà S = {ti(X) = (1, 1, 1)|1 ≤ i ≤ m}, ãäå

ti(X) ∈ T (Sn,Γ), m = |S|n − |M |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî Sn \M ñîñòîèò èç òî÷åê P1, P2, . . . , Pm, ãäå m =

|S|n−|M |. Èç ëåììû 2.27 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òåðìîâ ti(X) ∈ TPi(Sn,Γ) òàêèõ, ÷òî
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ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ti(X) = (1, 1, 1) ðàâíî Sn\{Pi}. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ñèñòåìû

S = {ti(X) = (1, 1, 1)|1 ≤ i ≤ m} ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì M . J

Ñëåäñòâèå 2.30. Êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S = (G,P,Λ, I) íå ÿâëÿåòñÿ ýêâà-

öèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S), åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé

1. |G||Λ|−1 < |I|;

2. |G||I|−1 < |Λ|;

3. |Λ| = 1, |I| > 1;

4. |I| = 1, |Λ| > 1;

5. G = {1} è õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë |I|, |Λ| áîëüøå åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíèõ òðåõ ïóíêòîâ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

èç ïåðâûõ äâóõ óòâåðæäåíèé.

Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå (âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Íàéäåì óñëîâèÿ íà ÷èñëà |Λ|, |I|, ïðè êîòîðûõ â ìàòðèöå P îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ

îäèíàêîâûå ñòðîêè. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà P áóäåò âûðîæäåííîé, è ïî òåîðåìå 2.28

ïîëóãðóïïà S íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

×èñëî ðàçëè÷íûõ ñòðîê âèäà (1, g2, g3, . . . , g|Λ|) ðàâíî |G||Λ|−1 (ïåðâûé ýëåìåíò

êàæäîé ñòðîêè ðàâåí 1, ïîñêîëüêó ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû P ïîëíîñòüþ ñîñòîèò

èç åäèíèö). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â ìàòðèöå P áóäåò áîëåå ÷åì |G||Λ|−1 ñòðîê (òî åñòü

|G||Λ|−1 < |I|), òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâå îäèíàêîâûå, è ìàòðèöà P áóäåò

âûðîæäåííîé. J

Ïðèìåð 2.31. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïðîñòóþ ïîëóãðóïïó S240, îïðåäåëåííóþ

ñëåäóþùåé ÷åòâåðêîé (G,P,Λ, I): G = A5 (çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 5),

Λ = I = {1, 2},

P =

1 1

1 g

 ,

ãäå g � ïðîèçâîëüíûé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïûA5. Ïîðÿäîê ïîëóãðóïïû S240 ðà-

âåí |S240| = |A5| ·2 ·2 = 240. Ïîñêîëüêó ãðóïïà A5 ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ

(èç ðåçóëüòàòîâ [22] òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ëþáàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà), è
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ìàòðèöà P íå âûðîæäåíà, òî ïî òåîðåìå 2.28 ïîëóãðóïïà S240 ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëü-

íîé îáëàñòüþ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé (ñëåäñòâèå 0.6). Òàêèì îáðàçîì, ïîëóãðóïïà

S240 ðåøàåò ñôîðìóëèðîâàííóþ âî ââåäåíèè ïðîáëåìó ïîëîæèòåëüíî.

Ïîñêîëüêó ñðåäè ãðóïï íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîé ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòè G

c |G| < 60, òî íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîé êîíå÷íîé ïðîñòîé ïîëóãðóïïû S, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ è |S| < |S240|.
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2.6 Ïîëóãðóïïû ñ íååäèíè÷íûì öåíòðîì

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðîèçâîëüíàÿ ïîëóãðóïïà S ðàññìàòðèâàåòñÿ â ÿçûêå Ls(S) =

{·} ∪ {s | s ∈ S}.

Òåîðåìà 2.32. Ïóñòü I � ëåâûé (ïðàâûé) èäåàë ïîëóãðóïïû S, ýëåìåíò e ∈ S

êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èäåàëà I, è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ I äëÿ

êîòîðîãî ea 6= a. Òîãäà ïîëóãðóïïà S íå ìîæåò áûòü ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â

ÿçûêå Ls(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I � ëåâûé èäåàë (ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëó÷àé, êîãäà èäåàë I ïðàâûé).

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâîM = {(x1, x2)|x1 = a èëè x2 = a} íå ìîæåò áûòü àëãåá-

ðàè÷åñêèì íàä S. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî: ñóùåñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé

S(x1, x2) ñ ðåøåíèåìM, è t(x1, x2) = s(x1, x2) � óðàâíåíèå ñèñòåìû S, íå óäîâëåòâî-

ðÿþùåå òî÷êå (ea, ea).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå t(x1, x2) = s(x1, x2) èìååò âèä

c1w1(x1, x2)c2w2(x1, x2) . . . cnwn(x1, x2)cn+1 =

d1u1(x1, x2)d2u2(x1, x2) . . . dmum(x1, x2)dm+1,

ãäå òåðìû wi(x1, x2), ui(x1, x2) íå ñîäåðæàò êîíñòàíò. ×åðåç t′(x1, x2), s′(x1, x2)

îáîçíà÷èì âûðàæåíèÿ

t′(x1, x2) = c1w1(x1, x2)c2w2(x1, x2) . . . cn−1wn−1(x1, x2)cnwn(x1, x2),

s′(x1, x2) = d1u1(x1, x2)d2u2(x1, x2) . . . dm−1um−1(x1, x2)dmum(x1, x2).

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå t(x1, x2) = s(x1, x2) òî÷êó (a, a) ∈M, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

A = t′(a, a)cn+1 = s′(a, a)dm+1. (70)

×åðåç ni îáîçíà÷èì ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííîé xi â òåðì t′(x1, x2), mi � ÷èñëî

âõîæäåíèé ïåðåìåííîé xi â òåðì s′(x1, x2).

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå t(x1, x2) = s(x1, x2) òî÷êó (ea, a) ∈ M è ðàññìîòðèì, êàê

áóäåò ïðîèñõîäèòü âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ òåðìà t′(ea, a). Ïîñêîëüêó â çàïèñü âûðàæå-

íèé wi(ea, a) âõîäÿò ýëåìåíò ëåâîãî èäåàëà a è êîììóòèðóþùèé ñ íèì ýëåìåíò e, òî

âñå âõîæäåíèÿ e ìîæíî âûíåñòè â ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ wi(ea, a) = wi(a, a)eki ,
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ãäå ki � ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííîé xi â òåðì wi(x1, x2). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå

t′(ea, a) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

t′(ea, a) = c1w1(a, a)ek1c2w2(a, a)ek2 . . . cn−1wn−1(a, a)ekn−1cnwn(a, a)ekn .

Òàê êàê cnwn(a, a) ∈ I, òî ýëåìåíò e êîììóòèðóåò ñ cnwn(a, a), è ïîýòîìó

t′(ea, a) = c1w1(a, a)ek1c2w2(a, a)ek2 . . . cn−1wn−1(a, a)cnwn(a, a)ekn−1ekn .

Ïîñòóïàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, âñå âõîæäåíèÿ ýëåìåíòà e ìîæíî ïåðåìåñòèòü â êîíåö

âûðàæåíèÿ

t′(ea, a) = c1w1(a, a)c2w2(a, a) . . . cn−1wn−1(a, a)cnwn(a, a)ek1ek2 . . . ekn−1ekn =

c1w1(a, a)c2w2(a, a) . . . cn−1wn−1(a, a)cnwn(a, a)en1 = t′(a, a)en1 .

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò t′(a, a) ïðèíàäëåæèò èäåàëó I, òî âñå âõîæäåíèÿ e ìîæíî

ïåðåìåñòèòü â íà÷àëî âûðàæåíèÿ t′(ea, a) è ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî:

t(ea, a) = en1t′(a, a)cn+1.

C ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-

íåíèÿ

s(ea, a) = em1s′(a, a)cm+1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

en1t′(ea, a)cn+1 = em1s′(a, a)dm+1. (71)

Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäñòàíîâêè òî÷åê

(a, ea) ∈M, (ea, ea) /∈M äàþò ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâî

en2t′(a, a)cn+1 = em2s′(a, a)dm+1 (72)

è íåðàâåíñòâî

en1+n2t′(a, a)cn+1 6= em1+m2s′(a, a)dm+1. (73)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (70,71,72), ïîëó÷àåì

en1+n2t′(a, a)cn+1 = en2(en1A) = en2(em1A) = em1(en2A) = em1em2A =

em1+m2s′(a, a)dm+1,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (73). J

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.32, åñëè ïîëîæèòü I = S.

Òåîðåìà 2.33. Ëþáàÿ ïîëóãðóïïà S ñ íååäèíè÷íûì öåíòðîì (òî åñòü â S ñóùå-

ñòâóþò öåíòðàëüíûé ýëåìåíò e è a ∈ S òàêèå, ÷òî ae 6= a) íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèî-

íàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S).

Ñëåäñòâèå 2.34. Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïîëóãðóïïà S ñ íóëåì íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îá-

ëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S);

2. ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà S íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèî-

íàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S);

3. åñëè ãîìîãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S), òî S �

ãðóïïà (èíûìè ñëîâàìè, S = Ker(S)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâà ïåðâûõ äâóõ óòâåðæäåíèé î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëå-

äóþò èç òåîðåìû 2.33. Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü e � åäèíèöà ÿäðà Ker(S) ãîìîãðóïïû S. Ïî òåîðåìå 0.7 e ïðèíàäëåæèò

öåíòðó ïîëóãðóïïû S. Åñëè ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà a ∈ S \Ker(S),

òî ae ∈ Ker(S) è ïîýòîìó ae 6= a. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò e íå ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé

âñåé ïîëóãðóïïû S è ïî òåîðåìå 2.33 ïîëóãðóïïà S íå ìîæåò áûòü ýêâàöèîíàëüíîé

îáëàñòüþ. J
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2.7 Êîíå÷íûå ïîëóãðóïïû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëóãðóïïû â ÿçûêå Ls(S) = {·}∪{s |

s ∈ S}. Òàêæå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ëþáàÿ ïîëóãðóïïà S íèæå èìååò êîíå÷íûé ìè-

íèìàëüíûé äâóñòîðîííèé èäåàë (ÿäðî) K = (G,P,Λ, I) (âî ââåäåíèè áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ÿäðî âñåãäà ïðîñòî, è ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 0.3). Îáîçíà÷èì

Γ = {(1, g, 1)|g ∈ G} ⊆ S, (74)

Li = {(λ, g, i)|g ∈ G, λ ∈ Λ} ⊆ K,

Rλ = {(λ, g, i)|g ∈ G, i ∈ I} ⊆ K.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî Γ îáðàçóåò ïîäãðóïïó â S èçîìîðôíóþ G, L1 ∩ R1 = Γ è

êàæäîå ìíîæåñòâî Li (Rλ) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) èäåàëîì ïîëóãðóïïû S.

Ëåììà 2.35. Ïóñòü ÿäðî ïîëóãðóïïû S èìååò ïðåäñòàâëåíèå K = (G,P,Λ, I).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ S ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû gα ∈ G, λα ∈ Λ, iα ∈ I òàêèå, ÷òî

1. α(1, 1, 1) = (λα, gα, 1),

2. α(1, g, i) = (λα, gαg, i),

3. (1, 1, 1)α = (1, gα, iα),

4. (λ, g, 1)α = (λ, ggα, iα),

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû.

1. Òàê êàê ìíîæåñòâî L1 ÿâëÿåòñÿ ëåâûì èäåàëîì, òî ýëåìåíò α(1, 1, 1) èìååò âèä

(λα, gα, 1) äëÿ íåêîòîðûõ λα, gα.

2.

α(1, g, i) = α(1, 1, 1)(1, g, i) = (λα, gα, 1)(1, g, i) = (λα, gαg, i).

3. Òàê êàê ìíîæåñòâî R1 ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì èäåàëîì, òî ýëåìåíò (1, 1, 1)α èìååò

âèä (1, hα, iα) äëÿ íåêîòîðûõ iα, hα. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî hα = gα:

(1, 1, 1)(α(1, 1, 1)) = (1, 1, 1)(λα, gα, 1) = (1, gα, 1).

C äðóãîé ñòîðîíû,

((1, 1, 1)α)(1, 1, 1) = (1, hα, iα)(1, 1, 1) = (1, hα, 1),

ñëåäîâàòåëüíî, hα = gα.
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4.

(λ, g, 1)α = (λ, g, 1)(1, 1, 1)α = (λ, g, 1)(1, gα, iα) = (λ, ggα, iα).

J

Èç óòâåðæäåíèé ëåììû 2.35 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ S ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ:

αx = (λα, gα, 1)x äëÿ âñåõ x ∈ L1 (75)

xα = x(1, gα, iα) äëÿ âñåõ x ∈ R1 (76)

αx = (λα, gα, 1)x, xα = x(1, gα, iα) äëÿ âñåõ x ∈ Γ (77)

Ëåììà 2.36. Åñëè ïîëóãðóïïà S ñ ÿäðîì K = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé

îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S), òî ãðóïïà G äîëæíà áûòü ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â

ÿçûêå Lg(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ, òî

ìíîæåñòâî ïàð M = {(x, y)|x = (1, 1, 1) èëè y = (1, 1, 1)} ⊆ S2 ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè-

÷åñêèì íàä S, òî åñòü ñóùåñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé S(x, y) ñ êîíñòàíòàìè èç S è

ðåøåíèåìM.

Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè óðàâíåíèé ñèñòåìû S íå ìîæåò áûòü óðàâíåíèé âèäà t(x, y) =

α, ãäå α ∈ S \K. Â ñàìîì äåëå, çíà÷åíèå òåðìà t(x, y) â òî÷êå ((1, 1, 1), (1, 1, 1)) ∈M

ïðèíàäëåæèò èäåàëó K, è ðàâåíñòâî t((1, 1, 1), (1, 1, 1)) = α íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû S ñîäåðæàò âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèÿì ñèñòåìû S ôîðìóëû (77) ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà S ýêâèâà-

ëåíòíà íàä Γ ñèñòåìå óðàâíåíèé S̃ ñ êîíñòàíòàìè èç K.

Ïîêàæåì, ÷òî â ñèñòåìå S̃ íåò íè îäíîãî óðàâíåíèÿ, îäíà ÷àñòü êîòîðîãî íà÷è-

íàåòñÿ (çàêàí÷èâàåòñÿ) íà êîíñòàíòó, à âòîðàÿ ÷àñòü íà÷èíàåòñÿ (çàêàí÷èâàåòñÿ) íà

ïåðåìåííóþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (λ, g, i)t(x, y) = xs(x, y) ∈ S̃, òî äàííîå óðàâíåíèå

íå óäîâëåòâîðÿåò òî÷êå ((µ, h, j), (1, 1, 1)) ∈M, ãäå µ 6= λ.

Òàêèì îáðàçîì, îáå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû S̃ ëèáî íà÷èíàþòñÿ (çàêàí÷èâàþòñÿ)

íà êîíñòàíòû, ëèáî îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ íà ïåðåìåííûå.

Ïðèìåíÿÿ ê òàêèì óðàâíåíèÿì ôîðìóëû (63�69), ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé S′

ñ êîíñòàíòàìè èç Γ, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà S̃ íàä Γ.

Ñëåäîâàòåëüíî, VΓ(S′) = {(x, y)|x = (1, 1, 1) èëè y = (1, 1, 1)} ⊆ Γ2, è ïî òåîðå-

ìå 0.30 ãðóïïà Γ ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Lg(Γ). Èçîìîðôèçì

ìåæäó ãðóïïàìè Γ, G äîêàçûâàåò ëåììó. J
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Ëåììà 2.37. Åñëè ïîëóãðóïïà S ñ ÿäðîì K = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé

îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S), òî ìàòðèöà P äîëæíà áûòü íåâûðîæäåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëà-

ñòüþ ïðè âûðîæäåííîé ìàòðèöå P, ó êîòîðîé ñòðîêè ñ íîìåðàìè i, j îäèíàêîâû

(ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà P èìååò îäèíàêîâûå ñòîëáöû, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Òàê êàê ïîëóãðóïïà S � ýêâàöèîíàëüíàÿ îáëàñòü, òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà óðàâíå-

íèé S(x, y, z) ñ ðåøåíèåì

M = {(x, y, z)|x = (1, 1, i) èëè y = (1, 1, i) èëè z = (1, 1, i)},

è ïóñòü t(x, y, z) = s(x, y, z) � ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå ñèñòåìû S, íå óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå òî÷êå Q = ((1, 1, j), (1, 1, j), (1, 1, j)).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (75) óðàâíåíèå t(x, y, z) = s(x, y, z) ýêâèâàëåíòíî íàä

ïîëóãðóïïîé L1 óðàâíåíèþ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ

1. t′(x, y, z) = s′(x, y, z);

2. t′(x, y, z)α = s′(x, y, z)β;

3. t′(x, y, z)α = s′(x, y, z);

4. t′(x, y, z) = s′(x, y, z)β;

5. t′(x, y, z)α = β;

6. t′(x, y, z) = β,

ãäå âñå êîíñòàíòû òåðìîâ t′(x, y, z), s′(x, y, z) ïðèíàäëåæàò ÿäðó K, α, β ∈ S \K.

Ðàññìîòðèì òîëüêî âòîðîé òèï óðàâíåíèÿ t(x, y, z) = s(x, y, z) (îñòàëüíûå ñëó÷àè

ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïîñêîëüêó òåðìû t(x, y, z), s(x, y, z) çàêàí÷èâàþòñÿ íà

êîíñòàíòû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òåðìû t′(x, y, z),s′(x, y, z) ëèáî çàêàí÷èâàþòñÿ íà

ïåðåìåííóþ, ëèáî ïîëíîñòüþ ñîñòîÿò èç êîíñòàíò.

Ïóñòü òåðì t′(x, y, z) çàêàí÷èâàåòñÿ íà ïåðåìåííóþ x, à òåðì s′(x, y, z) çàêàí-

÷èâàåòñÿ íà ïåðåìåííóþ y (àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà îáà òåðìà

çàêàí÷èâàþòñÿ íà îäèíàêîâóþ ïåðåìåííóþ èëè îäèí èç òåðìîâ ïîëíîñòüþ ñîñòîèò

èç êîíñòàíò). Ðàññìîòðèì òåðìû îò îäíîé ïåðåìåííîé t′′(z) = t′((1, 1, j), (1, 1, j), z),
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s′′(z) = s′((1, 1, j), (1, 1, j), z). Ïîñêîëüêó âñå êîíñòàíòû òåðìîâ t′′(z), s′′(z) ïðèíàäëå-

æàò ÿäðó K, à ñàìè òåðìû çàêàí÷èâàþòñÿ íà êîíñòàíòó, òî èç ëåììû 2.17 ñëåäóþò

ðàâåíñòâà

t′′((1, 1, i)) = t′′((1, 1, j)), s′′((1, 1, i)) = s′′((1, 1, j)).

Òàê êàê ((1, 1, j), (1, 1, j), (1, 1, i)) ∈M, òî

t′((1, 1, j), (1, 1, j), (1, 1, i))α = s′((1, 1, j), (1, 1, j), (1, 1, i))β.

Èç ïîëó÷åííûõ âûøå ðàâåíñòâ èìååì

t′((1, 1, j), (1, 1, j), (1, 1, j))α = s′((1, 1, j), (1, 1, j), (1, 1, j))β,

íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ t(x, y, z) = s(x, y, z). J

Òåîðåìà 2.38. Ïóñòü ïîëóãðóïïà S èìååò ÿäðî K = (G,P,Λ, I) è ÿâëÿåòñÿ ýêâà-

öèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S), òîãäà ÿäðî K ⊆ S, ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé

îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.36 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà G äîëæíà áûòü ýêâàöèîíàëü-

íîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Lg(G), à èç ëåììû 2.37 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà P äîëæíà

áûòü íåâûðîæäåííîé. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.28, ïîëó÷àåì, ÷òî ÿäðî K ÿâëÿåòñÿ ýêâà-

öèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(K). J

Âíóòðåííèå òðàíñëÿöèè ýëåìåíòîâ èäåàëà Ïóñòü ïîëóãðóïïà S èìååò äâóñòî-

ðîííèé èäåàë I. Îòîáðàæåíèå fα(x) : I → I íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé ëåâîé (ïðàâîé)

òðàíñëÿöèåé èäåàëà I, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé α ∈ S, ÷òî fα(x) = αx (fα(x) = xα)

äëÿ âñåõ x ∈ I. Åñëè ýëåìåíòû α, β ∈ S îïðåäåëÿþò îäèíàêîâûå âíóòðåííþþ ëå-

âóþ è ïðàâóþ òðàíñëÿöèè, òî òàêèå ýëåìåíòû áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè è

îáîçíà÷àòü α ∼I β. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼I áóäåì íàçûâàòü òðèâèàëüíûì,

åñëè êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî ýëåìåíòà ïîëóãðóïïû

S (â ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼I ñîâïàäàåò ñ ïðåäèêàòîì ðàâåíñòâà

íà ïîëóãðóïïå S).

Çàìå÷àíèå 2.39. Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ∼I áëèçêî ê èçâåñòíîìó â òåîðèè

ïîëóãðóïï ïîíÿòèþ ñëàáîé ðåäóêòèâíîñòè. À èìåííî: ïîëóãðóïïà S ñëàáî ðåäóê-

òèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå ∼S òðèâèàëüíî.
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Ëåììà 2.40. Ïóñòü ïîëóãðóïïà S èìååò äâóñòîðîííèé èäåàë I è äëÿ ýëåìåíòîâ

α, β ∈ S âûïîëíåíî α ∼I β. Òîãäà äëÿ ëþáîãî òåðìà t(x, y), ñîäåðæàùåãî âõîæäåíèÿ

ïåðåìåííîé y, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

t(α, r) = t(β, r) (78)

äëÿ âñåõ r ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t(x, y) � òåðì ÿçûêà Ls(S). Äëèíîé |t(x, y)| òåðìà t(x, y)

áóäåì íàçûâàòü äëèíó ñëîâà t(x, y) â àëôàâèòå X ∪{s|s ∈ S}. Íàïðèìåð, |xs1y
2| = 4,

|x| = |s2| = 1.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âèäû òåðìà t(x, y).

1. Ïóñòü t(x, y) = v(x)yn. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû èíäóêöèåé ïî äëèíå òåðìà

v(x).

Åñëè |v(x)| = 1, òî òåðì v(x) ëèáî êîíñòàíòà c ëèáî v(x) = x. Åñëè v(x) = c

ðàâåíñòâî (78) î÷åâèäíî âûïîëíåíî. Åñëè v(x) = x, òî ïî óñëîâèþ ëåììû ìû

ïîëó÷àåì αr = βr, è ïîýòîìó ðàâåíñòâî (78) òàêæå âûïîëíåíî.

Ïóñòü ðàâåíñòâî (78) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ òåðìîâ äëèíû ìåíüøåé n, è ïóñòü

|v(x)| = n. Òîãäà ëèáî v(x) = v′(x)c ëèáî v(x) = v′(x)x, ãäå |v′(x)| = n− 1.

Åñëè v(x) = v′(x)c, òî ìû èñïîëüçóåì crn ∈ I è ïðèìåíÿåì ïðåäïîëîæåíèå

èíäóêöèè:

t(α, r) = v′(α)(crn) = v′(β)(crn) = t(β, r).

Äëÿ òåðìà v(x) = v′(x)x äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå.

2. Ðàññìîòðåíèå òåðìà âèäà t(x, y) = ynv(x) àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

3. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå îáùèé âèä òåðìà t(x, y):

t(x, y) = w1(x)yn1w2(x)yn2 . . . wm(x)ynmwm+1(x),

ãäå òåðìû w1(x), wm+1(x) ìîãóò áûòü ïóñòûìè ñëîâàìè.

Ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî m. Åñëè m = 1, òî

âèä òåðìà t(x, y) áûë ðàññìîòðåí âûøå.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì t′(α, r) = t′(β, r) = r′ ∈ I, ãäå

t′(x, y) = w1(x)yn1w2(x)yn2 . . . wm−1(x)ynm−1wm(x).
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Ðàññìîòðèì òåðì s(x, y) = ynmwm+1(x). Ïî äîêàçàííîìó âûøå èìååì

s(α, r) = s(β, r).

Òàêèì îáðàçîì,

t(α, r) = r′s(α, r) = r′s(β, r) = t(β, r),

è ìû ïîó÷àåì (78).

J

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû 2.40 íå âåðíî äëÿ òåðìîâ t(x, y), êîòîðûå ôèê-

òèâíî çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé y (òî åñòü â çàïèñü òåðìà t(x, y) ïåðåìåííàÿ y íå âõîäèò).

Òåîðåìà 2.41. Ïóñòü ïîëóãðóïïà S èìååò äâóñòîðîííèé èäåàë I. Åñëè îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè ∼I íåòðèâèàëüíî, òî ïîëóãðóïïà S íå ìîæåò áûòü ýêâàöèîíàëü-

íîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ìíîæåñòâî èç ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ

{x1, x2, x3, x4}.

Åñëè I = {r}, òî ýëåìåíò r ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîëóãðóïïû S, è ïî ñëåäñòâèþ 2.34

ïîëóãðóïïà S íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ. Ïîýòîìó äàëåå r1, r2 � äâà

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà èäåàëà I.

Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû α, β ∈ S òàêèå, ÷òî α ∼I β.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî: ìíîæåñòâî Msem = {(x1, x2, x3, x4)|x1 =

x2 èëè x3 = x4} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû S(X) è ïóñòü t(X) = s(X) íåêîòîðîå

óðàâíåíèå ñèñòåìû S, íå óäîâëåòâîðÿþùåå òî÷êå (α, β, r1, r2).

Â çàâèñèìîñòè îò òèïà ÷àñòåé óðàâíåíèÿ t(X) = s(X) èìååì îäèí èç ñëåäóþùèõ

ñëó÷àåâ:

1. Íå âñå ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà X âõîäÿò â óðàâíåíèå.

2. Ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâ {x1, x2}, {x3, x4} âõîäÿò â îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

3. Ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà {x3, x4} âõîäÿò ðîâíî â îäíó èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ, è

ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà {x1, x2} âõîäÿò â îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

4. Ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà {x1, x2} âõîäÿò ðîâíî â îäíó èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ, è

ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà {x3, x4} âõîäÿò â îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ.
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5. Îäíà èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà {x1, x2},

âòîðàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà {x3, x4}.

6. Îäíà èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì âñå ñëó÷àè.

1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå t(X) = s(X) íå ñî-

äåðæèò âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x4, òî åñòü t(x1, x2, x3) = s(x1, x2, x3). Òàê êàê

(α, β, r1, r1) ∈ Msem, òî èìååì ðàâåíñòâî t(α, β, r1) = s(α, β, r1). Îäíàêî òî÷-

êà (α, β, r1, r2) íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ t(X) = s(X), òî åñòü âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî t(α, β, r1) 6= s(α, β, r1), è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

2. Ñîãëàñíî ëåììå 2.40 èìååì ðàâåíñòâà:

t(α, α, r1, r2) = t(α, β, r1, r2), s(α, α, r1, r2) = s(α, β, r1, r2),

îòêóäà ñëåäóåò

t(α, β, r1, r2) = s(α, β, r1, r2), òàê êàê t(α, α, r1, r2) = s(α, α, r1, r2),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ t(X) = s(X).

3. Ïóñòü óðàâíåíèå t(X) = s(X) èìååò âèä t(x1, x2) = s(x1, x2, x3, x4). Ñîãëàñíî

ëåììå 2.40 èìååì ðàâåíñòâî:

s(α, α, r1, r1) = s(α, β, r1, r1).

Ïîñêîëüêó (α, α, r1, r1), (α, β, r1, r1) ∈Msem, òî

t(α, α) = s(α, α, r1, r1), t(α, β) = s(α, β, r1, r1),

îòêóäà t(α, α) = t(α, β).

Ââèäó (α, α, r1, r2) ∈Msem è ëåììû 2.40 èìååì ðàâåíñòâà

t(α, α) = s(α, α, r1, r2) = s(α, β, r1, r2).

Ñëåäîâàòåëüíî,

t(α, β) = s(α, β, r1, r2),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ t(X) = s(X).
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4. Ïóñòü óðàâíåíèå t(X) = s(X) èìååò âèä t(x1, x2, x3, x4) = s(x3, x4). Äëÿ òî÷êè

(α, α, r1, r2) ∈Msem èìååì ðàâåíñòâî

t(α, α, r1, r2) = s(r1, r2).

Ñîãëàñíî ëåììå 2.40 ïîëó÷àåì

t(α, α, r1, r2) = t(α, β, r1, r2),

îòêóäà

t(α, β, r1, r2) = s(r1, r2),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ t(X) = s(X).

5. Ïóñòü óðàâíåíèå t(X) = s(X) èìååò âèä t(x1, x2) = s(x3, x4). Äëÿ òî÷åê

(α, α, r1, r1), (α, β, r1, r1), (α, α, r1, r2) ∈Msem èìååì ðàâåíñòâà

t(α, α) = s(r1, r1), t(α, β) = s(r1, r1), t(α, α) = s(r1, r2),

îòêóäà ñëåäóåò t(α, β) = s(r1, r2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèÿ t(X) =

s(X).

6. Ïóñòü óðàâíåíèå t(X) = s(X) èìååò âèä t(x1, x2, x3, x4) = c, ãäå c ∈ S. Ïî ëåì-

ìå 2.40 ðàâåíñòâî t(α, α, r1, r2) = c âëå÷åò t(α, β, r1, r2) = c, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

âûáîðó óðàâíåíèÿ t(X) = s(X).

J

Ñëåäñòâèå 2.42. Ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà S ñ êîíå÷íûì èäåàëîì I íå ìîæåò

áûòü ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S).

Ëåììà 2.43. Ïóñòü ïîëóãðóïïà S èìååò ÿäðî K = (G,P,Λ, I). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà α ∈ S ñóùåñòâóåò ýëåìåíò gα ∈ G, è îòîáðàæåíèÿ Λα : Λ→ Λ, Iα : I → I

òàêèå, ÷òî

1. α(λ, 1, 1) = (Λα(λ), gαpIα(1)λ, 1),

2. (1, 1, i)α = (1, piΛα(1)gα, Iα(i)),

3. α(λ, g, i) = (Λα(λ), gαpIα(1)λg, i),

4. (λ, g, i)α = (λ, gpiΛα(1)gα, Iα(i)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàåì Iα(1) = iα, Λα(1) = λα, ãäå èíäåêñû iα, λα îïðåäåëåíû â

ëåììå 2.35.

Äîêàæåì êàæäîå èç óòâåðæäåíèé ëåììû.

1. Ýëåìåíò α(λ, 1, 1) ïðèíàäëåæèò ëåâîìó èäåàëó L1, è ïîýòîìó îí èìååò âèä

α(λ, 1, 1) = (Λα(λ), Gα(λ), 1), ãäå Gα(λ) : Λ → G � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàâè-

ñÿùàÿ îò λ.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Gα(λ), âû÷èñëèâ âûðàæåíèå

(1, 1, 1)(α(λ, 1, 1)) = (1, 1, 1)(Λα(λ), Gα(λ), 1) = (1, Gα(λ), 1).

C äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.35,

((1, 1, 1)α)(λ, 1, 1) = (1, gα, iα)(λ, 1, 1) = (1, gαpiαλ, 1) = (1, gαpIα(1)λ, 1),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Gα(λ) = gαpIα(1)λ.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåãî óòâåðæäå-

íèÿ.

3.

α(λ, g, i) = α(λ, 1, 1)(1, g, i) = (Λα(λ), gαpIα(1)λ, 1)(1, g, i) = (Λα(λ), gαpIα(1)λg, i),

4.

(λ, g, i)α = (λ, g, 1)(1, 1, i)α = (λ, g, 1)(1, piΛα(1)gα, Iα(i)) = (λ, gpiΛα(1)gα, Iα(i)).

J

Êðèòåðèé äëÿ ïîëóãðóïï ñ êîíå÷íûì èäåàëîì Ïóñòü ïîëóãðóïïà S èìååò

êîíå÷íîå ÿäðî K = (G,P,Λ, I), è M ⊆ Sn. ×åðåç T n áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî

âñåõ òåðìîâ ÿçûêà Ls(S) îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn ñ êîíñòàíòàìè èç K, çíà÷åíèÿ

êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ïîäãðóïïå Γ, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (74), äëÿ âñåõ òî÷åê

P ∈ Sn. Íàïðèìåð, òåðìû t(x) = (1, g, 2)x(3, h, 1), s(x, y) = (1, g, 1)x2(3, h, 4)y(2, f, 1)

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâàì T 1, T 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 2.44. Ïóñòü ïîëóãðóïïà S èìååò êîíå÷íîå ÿäðî K = (G,P,Λ, I), ãäå ìàò-

ðèöà P íå âûðîæäåíà, è îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼K òðèâèàëüíî. Òîãäà äëÿ
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ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ α, β ∈ S ñóùåñòâóåò òåðì t(x) ∈ T 1 òàêîé, ÷òî

t(α) 6= t(β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò (λ, g, i) ∈ K òàêîé, ÷òî α(λ, g, i) 6=

β(λ, g, i) (àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé (λ, g, i)α 6= (λ, g, i)β). Â ñîîòâåòñòâèè

ñ ëåììîé 2.43 èìååì ðàâåíñòâà

α(λ, g, i) = (Λα(λ), gαg, i),

β(λ, g, i) = (Λβ(λ), gβg, i).

Èìååì ðîâíî äâå âîçìîæíîñòè.

1. Ïóñòü gα 6= gβ. Ðàññìîòðèì òåðì t(x) = (1, 1, 1)x(λ, 1, 1) ∈ T 1, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî

ðàâíû

t(α) = (1, 1, 1)α(λ, 1, 1) = (1, 1, 1)(Λα(λ), gα, 1) = (1, gα, 1),

t(β) = (1, 1, 1)β(λ, 1, 1) = (1, 1, 1)(Λβ(λ), gβ, 1) = (1, gβ, 1),

è ïîýòîìó t(α) 6= t(β).

2. Ïóñòü gα = gβ = g è Λα(λ) 6= Λβ(λ). Ïîñêîëüêó ìàòðèöà P íå âûðîæäåíà,

òî ñóùåñòâóåò èíäåêñ i òàêîé, ÷òî piΛα(λ) 6= piΛβ(λ). Ðàññìîòðèì òåðì t(x) =

(1, 1, i)x(λ, 1, 1) ∈ T 1, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ðàâíû

t(α) = (1, 1, i)α(λ, 1, 1) = (1, 1, i)(Λα(λ), g, 1) = (1, piΛα(λ)g, 1),

t(β) = (1, 1, i)β(λ, 1, 1) = (1, 1, i)(Λβ(λ), g, 1) = (1, piΛβ(λ)g, 1),

è ïîýòîìó t(α) 6= t(β).

J

Ïóñòü P = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Sn. ×åðåç T nP (M) (ãäå P ∈ M ⊆ Sn) îáîçíà÷èì

ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ t(X) ∈ T n òàêèõ, ÷òî t(P ) 6= (1, 1, 1), è t(Q) = (1, 1, 1) äëÿ

âñåõ Q ∈M \ {P}.

Ëåììà 2.45. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà S èìååò ÿäðî K = (G,P,Λ, I), îòíî-

øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼K òðèâèàëüíî è ïîëóãðóïïà K ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé

îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(K). Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè P = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Sn ìíîæåñòâî T nP (Sn)
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1. íå ïóñòî;

2. âìåñòå ñ êàæäûé òåðìîì t(X) ìíîæåñòâî T nP (Sn) ñîäåðæèò âñå òåðìû âèäà

(1, g, 1)t(X)(1, g−1, 1), g ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâ T nP (Sn) ëåãêî ñëåäóåò èç ïåðâîãî. Ïóñòü

t(X) ∈ T nP (Sn), òîãäà:

(1, g, 1)t(Q)(1, g−1, 1) = (1, g, 1)(1, 1, 1)(1, g−1, 1) = (1, g1g−1, 1) = (1, 1, 1),

(1, g, 1)t(P )(1, g−1, 1) = (1, g, 1)(1, h, 1)(1, g−1, 1) = (1, ghg−1, 1) 6= (1, 1, 1), òàê êàê h 6= 1.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî T nP (Sn) íå ïóñòî.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå (ïîñêîëüêó |K| <∞, òî |G| <

∞ è ïîýòîìó ñëåäóþùåå âûðàæåíèå îïðåäåëåíî):

t−1(X) = t|G|−1(X)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî òåðìà t(X) ∈ T n âûïîëíåíî t−1(X) ∈ T n, è

t(X)t−1(X) = t−1(X)t(X) = t|G|(X) = (1, 1, 1) äëÿ âñåõ X ∈ Sn.

Äîêàæåì íåïóñòîòó ìíîæåñòâà TP (M) èíäóêöèåé ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâà M ⊆

Sn. Ïóñòü |M | = 2, è P,Q ⊆ Sn � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâà M .

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè P,Q ðàçëè÷àþòñÿ ïåð-

âîé êîîðäèíàòîé: p1 6= q1. Ïî ëåììå 2.44 ñóùåñòâóåò òåðì t(x) ∈ T 1 ñî ñâîéñòâîì

t(p1) 6= t(q1). Ðàññìîòðèì òåðì s(X) = t(x1)t−1(q1) ∈ T 1, êîòîðûé ïðèíèìàåò çíà-

÷åíèÿ s(P ) = t(p1)t−1(q1) 6= (1, 1, 1), s(Q) = t(q1)t−1(q1) = (1, 1, 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

s(X) ∈ T nP (M).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ìíîæåñòâM , ñîäåðæàùèõ íå áîëåå ÷åì m ýëåìåíòîâ,

óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. Äîêàæåì ëåììó äëÿ ìíîæåñòâà M ïðè |M | = m+ 1.

Ïóñòü P,Q1, Q2, . . . , Qm � âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùå-

ñòâóþò òåðìû

t(X) ∈ T nP ({P,Q2, Q3, . . . , Qm}), s(X) ∈ T nP ({P,Q1, Q3, . . . , Qm}),

ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ:
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P Q1 Q2 Q3 . . . Qm

t(X) (1, g1, 1) (1, h1, 1) (1, 1, 1) (1, 1, 1) . . . (1, 1, 1)

s(X) (1, g2, 1) (1, 1, 1) (1, h2, 1) (1, 1, 1) . . . (1, 1, 1)

Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå g1, g2 ìîæíî âçÿòü ýëåìåíòû ãðóïïû G, êîòîðûå íå êîì-

ìóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïî âòîðîìó ñâîéñòâó ìíîæåñòâà T nP (Sn) â

êà÷åñòâå g2 ìîæíî âçÿòü ëþáîé ýëåìåíò èç êëàññà ñîïðÿæåííîñòè {gg2g
−1|g ∈ G}.

Åñëè æå g1 êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè êëàññà ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà g2,

òî g1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â ãðóïïå G, è ïî òåîðåìå 0.31 ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ

ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 2.28.

Ðàññìîòðèì òåðì

p(X) = [t(X), s(X)] = t−1(X)s−1(X)t(X)s(X) ∈ T 1,

çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ðàâíû

P Q1 Q2 Q3 . . . Qm

p(X) [[g1, g2]; 1, 1] (1, 1, 1) (1, 1, 1) (1, 1, 1) . . . (1, 1, 1)

ãäå ÷åðåç [g1, g2] = g−1
1 g−1

2 g1g2 6= 1 îáîçíà÷åí êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ g1, g2 â ãðóïïå

G.

Ñëåäîâàòåëüíî, p(X) ∈ T nP (M), ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. J

Òåîðåìà 2.46. Ïîëóãðóïïà S ñ êîíå÷íûì ÿäðîì K = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèî-

íàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1. ÿäðî K ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(K);

2. îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼K òðèâèàëüíî

(èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýêâàöèîíàëüíàÿ îáëàñòü S ñ êîíå÷íûì ÿäðîì

äîëæíà áûòü êîíå÷íîé ïîëóãðóïïîé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òåîðåì 2.38, 2.41.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Msem = {(x1, x2, x3, x4)|x1 =

x2 èëè x3 = x4} ⊆ S4. Ïî ëåììå 2.45 äëÿ êàæäîé òî÷êè P /∈ Msem ñóùåñòâóåò òåðì

tP (x1, x2, x3, x4) ∈ T 4
P (S4). Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû S = {tP (x1, x2, x3, x4) =

(1, 1, 1)|P /∈ Msem} ðàâíî ìíîæåñòâóMsem, êîòîðîå òàêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ àëãåá-

ðàè÷åñêèì. Ïî òåîðåìå 0.29 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé

îáëàñòüþ. J
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Ñëåäñòâèå 2.47. Ïóñòü ïîëóãðóïïà S ñ êîíå÷íûì ÿäðîì K ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèî-

íàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå Ls(S). Òîãäà ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ⊆ Sn ïðåä-

ñòàâèìî â âèäå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà S = {ti(X) = (1, 1, 1)|i ∈ I}, ãäå

ti(X) ∈ T n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.42 ïîëóãðóïïà S äîëæíà áûòü

êîíå÷íîé.

Ïóñòü Sn \M = {Pi|i ∈ I}. Èç ëåììû 2.45 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òåðìîâ ti(X) ∈

TPi(Sn) òàêèõ, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ti(X) = (1, 1, 1) ðàâíî Sn\{Pi}. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðåøåíèå ñèñòåìû S = {ti(X) = (1, 1, 1)|i ∈ I} ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì M . J
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3 Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íàä ñâîáîäíîé ïîëóðå-

øåòêîé

3.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â äàííîé ãëàâå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ óðàâíåíèÿ íàä ñâîáîäíîé ïîëóðåøåòêîé F

áåñêîíå÷íîãî ðàíãà. Ïîëóðåøåòêó F ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ÿçûêå Ls(F) = {·} ∪

{s | s ∈ F}.

Íèæå ÷åðåç X = {x1, x2, . . . , xn} ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðå-

ìåííûõ, è F (X) � ñâîáîäíàÿ ïîëóðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì X.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå Ls(F)-òåðìà, êîììóòàòèâíîñòè è èäåìïîòåíòíîñòè ïîëó-

ðåøåòîê, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé òåðì ýêâèâàëåíòåí íàä F îäíîìó èç ñëåäóþùèõ

âûðàæåíèé: w(X)a, w(X), a, ãäå w(X) ∈ F (X), è a ∈ F . Åñëè Ls(F)-òåðì τ(X) íå

ñîäåðæèò ýëåìåíòà a ∈ F , òî òåðì τ(X) íàçûâàåòñÿ áåñêîýôôèöèåíòíûì.

Çàìå÷àíèå 3.1. Äàëåå áåñêîýôôèöèåíòíûå Ls(F)-òåðìû îáîçíà÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ

ëàòèíñêèõ áóêâ. Ñ ïîìîùüþ ãðå÷åñêèõ áóêâ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Ls(F)-òåðìû,

êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü ýëåìåíò a ∈ F .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ Ls(F)-óðàâíåíèé ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

x1x2a1a2 = x1x2a1a3a4, x1x2a2 = x3x4. Ýëåìåíòû ñâîáîäíîé ïîëóðåøåòêè F , âõîäÿ-

ùèå â çàïèñü óðàâíåíèÿ, ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü êîíñòàíòàìè.

×àñòî â óðàâíåíèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çíàê ≤ âìåñòî =, ïîñêîëüêó ëþáîå

íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ýêâèâàëåíòíîå åìó óðàâíåíèå:

τ(X) ≤ σ(X)⇔ τ(X)σ(X) = τ(X).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F1 ïîëóðåøåòêó, ïîëó÷àåìóþ èç F ñ ïîìîùüþ ïðèñîåäèíåíèÿ

åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà. Ñèñòåìà Ls(F)-óðàâíåíèé S íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè ñó-

ùåñòâóþò áåñêîýôôèöèåíòíûå òåðìû t(X), s(X) òàêèå, ÷òî S = {t(X)bi = s(X)ci |

i ∈ I,bi, ci ∈ F1}. Îäíîðîäíûå ñèñòåìû äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç St,s.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïàð áåñêîýôôèöèåíòíûõ òåðìîâ êîíå÷íî, òî

ëþáàÿ ñèñòåìà Ls(F)-óðàâíåíèé S ýêâèâàëåíòíà êîíå÷íîìó îáúåäèíåíèþ ïîäñèñòåì

S =
⋃
t,s

St,s(X). (79)
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Ïîëóðåøåòêà ñ âûäåëåííîé ïîäïîëóðåøåòêîé èçîìîðôíîé F íàçûâàåòñÿ F-

ïîëóðåøåòêîé. Áîëåå ôîðìàëüíî, F -ïîëóðåøåòêà � ýòî ïîëóðåøåòêà S ñ ôèêñè-

ðîâàííûì âëîæåíèåì εS : F → S. Íèæå ëþáóþ F-ïîëóðåøåòêó ìû áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü êàê àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ÿçûêà Ls(F), â êîòîðîé èíòåðïðåòàöèÿ êîí-

ñòàíòíûõ ñèìâîëîâ ÿçûêà Ls(F) îáðàçóåò ïîäïîëóðåøåòêó èçîìîðôíóþ F . Ýòî,

íàïðèìåð, îçíà÷àåò, ÷òî íèæå ëþáîé ãîìîìîðôèçì φ ∈ Hom(S, T ) F -ïîëóðåøåòîê

áèåêòèâíî îòîáðàæàåò ïîäïîëóðåøåòêó F ⊆ S, îáðàçîâàííóþ êîíñòàíòàìè, â îáðà-

çîâàííóþ êîíñòàíòàìè ïîäïîëóðåøåòêó F ⊆ T (ñì. îïðåäåëåíèå â ïàðàãðàôå 0.4).

Ïóñòü Y � íåïóñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû a,b ∈ F

(êàê Ls(F)-òåðìû) íå ìîãóò áûòü Y -ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó, ñëåäîâàòåëüíî, ñâî-

áîäíàÿ ïîëóðåøåòêà F âêëàäûâàåòñÿ â ëþáóþ êîîðäèíàòíóþ ïîëóðåøåòêó Γ(Y ).

Èíûìè ñëîâàìè, ëþáàÿ êîîðäèíàòíàÿ ïîëóðåøåòêà íåïóñòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíî-

æåñòâà íàä F ÿâëÿåòñÿ F -ïîëóðåøåòêîé.
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3.2 Íåòåðîâîñòü ïî ñîâìåñòíûì ñèñòåìàì

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ñâî-

áîäíîé ïîëóðåøåòêîé F è äîêàæåì, ÷òî ïîëóðåøåòêà F íåòåðîâà ïî ñîâìåñòíûì

ñèñòåìàì óðàâíåíèé.

Èìååì òðè òèïà óðàâíåíèé íàä F , çàâèñÿùèõ îò íå áîëåå ÷åì äâóõ ïåðåìåííûõ:

1. xac = ad,

2. xac = xad,

3. xac = yad,

ãäå a,d, c ∈ F1, è ïàðû ýëåìåíòîâ (c,d), (a, c), (a,d) âçàèìíî ïðîñòû.

Íàéäåì ðåøåíèÿ äàííûõ óðàâíåíèé.

1.

VF(xac = ad) =

∅, åñëè c 6= 1,

{a′d | a′ ≥ a, a′ ∈ F1}, åñëè c = 1

.

2.

VF(xac = xad) = {a′cdt | a′, t ∈ F1, a′ ≥ a},

3.

VF(xac = yad) = {(a′dt, a′′ct) | a′, a′′, t ∈ F1, a′, a′′ ≥ a}.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îäíîðîäíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé îò íå áîëåå ÷åì äâóõ ïåðå-

ìåííûõ íàä F .

1. Ïóñòü S = {xeici = eidi | i ∈ I}. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ðåøåíèé êàæäîãî èç

óðàâíåíèé ñèñòåìû S ëèáî êîíå÷íî ëèáî ïóñòî, òî ñèñòåìà S ýêâèâàëåíòíà ñâîåé

êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå.

2. Ïóñòü ýëåìåíòû c,d ∈ F âçàèìíî ïðîñòû, è S = {xeic = yeid | i ∈ I}. Ïóñòü

e � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà {ei} â ïîëóðåøåòêå F1. Ïîñêîëüêó F1

íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûõ âîçðàñòàþùèõ öåïåé, òî ýëåìåíò e ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé

âåðõíåé ãðàíüþ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà {e1, e2, . . . , en} ⊆ {ei | i ∈

I}. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà S ýêâèâàëåíòíà ñâîåé êîíå÷íîé

ïîäñèñòåìå {xeic = yeid | 1 ≤ i ≤ n}.

106



3. Ñèñòåìà S = {xeic = xeid | i ∈ I} ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåííîé âûøå ñ ïîìî-

ùüþ çàìåíû y íà x.

4. Ðàññìîòðèì òåïåðü íàèáîëåå îáùèé âèä ñèñòåìû óðàâíåíèé îò íå áîëåå ÷åì

äâóõ ïåðåìåííûõ S = {xeici = yeidi | i ∈ I}. Åñëè ìíîæåñòâî {ci,di | i ∈ I}

íå èìååò òî÷íîé íèæíåé ãðàíè, òî ñèñòåìà S íåñîâìåñòíà. Â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå ïîëîæèì f = inf{ci,di}. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

ðàçëè÷íûõ ci è di, êîòîðûå áîëüøå f , ñèñòåìà S ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå

S =
⋃

c,d≥f

Sc,d =
⋃

c,d≥f

{xejc = yejd | j ∈ Ic,d}.

Âûøå ìû äîêàçàëè, ÷òî êàæäàÿ ñèñòåìà Sc,d ýêâèâàëåíòíà ñâîåé êîíå÷íîé ïîä-

ñèñòåìå. Ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ S ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé êîíå÷íàÿ ïîäñè-

ñòåìà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè

Ëåììà 3.2. Ëþáàÿ ñîâìåñòíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà îò íå áîëåå ÷åì äâóõ ïåðåìåí-

íûõ ýêâèâàëåíòíà ñâîåé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå íàä ïîëóðåøåòêîé F .

Ïîñêîëüêó ëþáàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà St,s ñ ïîìîùüþ çàìåíû x = t(X), y =

s(X) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñèñòåìà îò íå áîëåå ÷åì äâóõ ïåðåìåííûõ, òî ìû

ïîëó÷àåì

Ëåììà 3.3. Ëþáàÿ ñîâìåñòíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñâîåé êîíå÷íîé

ïîäñèñòåìå íàä ïîëóðåøåòêîé F .

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (79) ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàä F ïðåäñòàâèìà â âèäå îáú-

åäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíîðîäíûõ ñèñòåì. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.4. Ëþáàÿ ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàä F ýêâèâàëåíòíà ñâîåé

êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå. Èíûìè ñëîâàìè, ïîëóðåøåòêà F íåòåðîâà ïî ñîâìåñòíûì

ñèñòåìàì.
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3.3 Íåïðèâîäèìûå êîîðäèíàòíûå ïîëóðåøåòêè íàä F

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà � äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ ïîëóðåøåòêà áåñêîíå÷íîãî ðàíãà, ñ ìíî-

æåñòâîì ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ {ai | i ∈ I}; S � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ F-

ïîëóðåøåòêà è HomF(S,F) 6= ∅. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. S ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé F-ïîëóðåøåòêîé íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî àëãåá-

ðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íàä F ;

2. S âëîæèìà (êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿçûêà Ls(F)) â F [t1, t2, . . . , tn] äëÿ

íåêîòîðîãî n < ω, ãäå F [t1, t2, . . . , tn] � ñâîáîäíàÿ ïîëóðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ

ìíîæåñòâîì {ai | i ∈ I} ∪ {t1, t2, . . . , tn};

3. íà S èñòèííû óíèâåðñàëüíûå ôîðìóëû Σ = {ϕi, ψi | i ∈ I},

ϕi : ∀x, y (xai = yai → (xai = y ∨ x = yai ∨ x = y)) , (80)

ψi : ∀x, y (xy ≤ ai → (x ≤ ai ∨ y ≤ ai)) . (81)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçîáüåì íà òðè ÷àñòè.

(1)⇒ (3) Ëåììà 3.6. Âñå ôîðìóëû ìíîæåñòâà Σ èñòèííû â F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî F |= ϕi. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå xai = yai. Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ â ïîëóðåøåòêå F áóäåò îáúåäèíåíèå

òðåõ êîìïîíåíò:

VF(xai = yai) = {(t, ait) | t ∈ F} ∪ {(ait, t) | t ∈ F} ∪ {(t, t) | t ∈ F}

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé òî÷êè èç ïåðâîé (âòîðîé, òðåòüåé) êîìïîíåíòû âûïîëíåíî

y = aix (ñîîòâåòñòâåííî: x = aiy è x = y), èç ðàâåíñòâà xai = yai ñëåäóåò äèçúþíêöèÿ

xai = y ∨ x = yai ∨ x = y. Òàêèì îáðàçîì, F |= ϕi.

Òåïåðü äîêàæåì F |= ψi. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå xy ≤ ai, êîòîðîå ïî îïðåäåëå-

íèþ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤ ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ xyai = xy. Ïîñêîëüêó áóêâà

ai âõîäèò â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, òî ýëåìåíòû èç ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ òàêæå

äîëæíû ñîäåðæàòü â ñâîåé çàïèñè áóêâó ai. Ñëåäîâàòåëüíî, x èëè y ñîäåðæèò ai. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî x ≤ ai èëè y ≤ ai, è ìû ïîëó÷àåì F |= ψi. J
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Òàêèì îáðàçîì, âñå ôîðìóëû èç ìíîæåñòâà Σ èñòèííû â F . Ïî òåîðåìå 0.25 èìååì

S ∈ ucl(F), è ïîýòîìó S |= Σ.

(2) ⇒ (1) Â ñèëó òåîðåìû 0.25 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëóðåøåòêà S =

F [t1, t2, . . . , tn] äèñêðèìèíèðóåòñÿ ñâîáîäíîé ïîëóðåøåòêîé F (òîãäà è ëþáàÿ ïîä-

ïîëóðåøåòêà â F [t1, t2, . . . , tn] òàêæå áóäåò äèñêðèìèíèðîâàòüñÿ F).

Ïóñòü s1, s2, . . . , su � íàáîð ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ F -ïîëóðåøåòêè S. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ai ∈ F , êîòîðûå âõîäÿò

â çàïèñü ñëîâ {si | 1 ≤ i ≤ u}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

A = {a1, a2, . . . , am}.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ψ : S → F :

ψ(ti) = am+i, äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n è ψ(a) = a äëÿ âñåõ a ∈ F .

Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ψ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Äîêàæåì ψ(si) 6= ψ(sj) äëÿ âñåõ i 6= j.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû si = at, sj = a′t′, ãäå a, a′ ∈ F1, è t, t′ � ñëîâà,ñîñòîÿùèå èç

áóêâ t1, t2, . . . , tn.

1. Äîïóñòèì, ÷òî t 6= t′. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áóêâà tk, êîòîðàÿ âõîäèò â t

è íå ñîäåðæèòñÿ â t′, òî åñòü tk ≥ t, tk � t′ (àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü

ñëó÷àé, êîãäà tk � t, tk ≥ t′). Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç ψ(t) ñîäåðæèò am+k, íî ïðè

ýòîì îáðàç ψ(t′) áóêâû am+k íå ñîäåðæèò. Ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîìîðôèçìà ψ,

áóêâà am+k íå âõîäèò â ñëîâà a, a′. Òàêèì îáðàçîì, ψ(si) ≤ am+k, ψ(sj) � am+k

è ïîýòîìó ψ(si) 6= ψ(sj).

2. Ïóñòü t = t′ è a 6= a′. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áóêâà ak òàêàÿ, ÷òî ak ≥ a,

ak � a′ (àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ak � a, ak ≥ a′). Èíûìè

ñëîâàìè, ñëîâî a ñîäåðæèò áóêâó ak, íî ïðè ýòîì ñëîâî a′ íå ñîäåðæèò áóêâó ak.

Ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîìîðôèçìà ψ áóêâà ak íå âõîäèò â çàïèñü ñëîâ ψ(t), ψ(t′).

Òàêèì îáðàçîì, ψ(si) ≤ ak, ψ(sj) � ak, è ïîýòîìó ψ(si) 6= ψ(sj).

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ψ(si) 6= ψ(sj) äëÿ âñåõ i 6= j. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëóðåøåòêà F

äèñêðèìèíèðóåò ïîëóðåøåòêó S, è ïî òåîðåìå 0.25 S ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé ïîëó-

ðåøåòêîé íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íàä F .
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(3)⇒ (2) Ëåììà 3.7. Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà èñòèííà â S äëÿ ëþáîãî a ∈ F :

ϕa : ∀x, y

(
xa = ya→

∨
a′,a′′≥a

xa′ = ya′′

)
, (82)

ãäå äèçúþíêöèÿ áåðåòñÿ ïî âñåì âçàèìíî ïðîñòûì a′, a′′ ∈ F1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî äëèíå ñëîâà

a. Åñëè | a |= 1, òî ôîðìóëà ϕa ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ôîðìóë ϕi, êîòîðàÿ ïî óñëîâèþ

èñòèííà â S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ ëþáîãî ñëîâà a ïðè

| a |< n, è äîêàæåì ëåììó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà a äëèíû n. Ïóñòü a = āai, ãäå

| ā |= n− 1.

Èìååì (íèæå ýëåìåíòû a′, a′′ ∈ F1 âçàèìíî ïðîñòû):

xa = ya→ (xai)ā = (yai)ā→
∨

a′,a′′≥ā

(xai)a
′ = (yai)a

′′ →

∨
a′,a′′≥ā

(xa′)ai = (ya′′)ai →
∨

a′,a′′≥ā

xa′ai = ya′′ ∨
∨

a′,a′′≥ā

xa′ = ya′′ai∨

∨
a′,a′′≥ā

xa′ = ya′′ →
∨

a′,a′′≥āai

xa′ = ya′′,

è ìû ïîëó÷èëè ϕa. J

Ëåììà 3.8. Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà èñòèííà â S äëÿ ëþáûõ âçàèìíî ïðîñòûõ a,b ∈

F :

ϕab : ∀x, y(xa = yb→ (x ≤ b)&(y ≤ b)) (83)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî xa = yb âëå÷åò xa ≤ b ≤ ai äëÿ ëþáîé áóêâû ai, âõîäÿ-

ùåé â çàïèñü b. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû a, b âçàèìíî ïðîñòû, òî ïî ôîðìóëå ψi ai ≥ x.

Òàêèì îáðàçîì, x ≤ b. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî y ≤ a. J

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Fs = {a | a ∈ F1, a ≥ s} ⊆ F , ãäå s ∈ S. Ìíîæåñòâî Fs íå

ïóñòî, ïîñêîëüêó 1 ∈ Fs äëÿ ëþáîãî s ∈ S. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : S → F1 êàê

h(s) = min Fs.

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå h îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîãî s ∈ S. Íåïîñðåäñòâåííî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Fs ÿâëÿåòñÿ ïîëóðåøåòêîé. Åñëè | Fs |< ∞, òî â ïîëó-

ðåøåòêå Fs ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, è çíà÷åíèå h(s) îïðåäåëåíî. Åñëè æå â

Fs ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ öåïü ýëåìåíòîâ b1 > b2 > . . . > bn > . . ., bi > s, òî ìû
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ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî Hom(S,F) ïóñòî (ýëåìåíò s íå ìîæåò áûòü ãîìîìîðôíî

îòîáðàæåí â F). Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû.

Ëåììà 3.9. Îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïîëóðåøåòêè S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ h ñðàçó ñëåäóåò h(a) = a äëÿ âñåõ

a ∈ F . Êðîìå òîãî, h ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê, ïîýòîìó h(s1s2) ≤ h(s1)h(s2) äëÿ ëþáûõ

s1, s2 ∈ S. Ïóñòü áóêâà ak âõîäèò â çàïèñü ýëåìåíòà h(s1s2) = c. Ýòî îçíà÷àåò s1s2 ≤

c ≤ ak. Ñîãëàñíî ôîðìóëå ψk, èìååì si ≤ ak äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2}, òî åñòü

h(s1)h(s2) ≤ h(si) ≤ ak è ïîýòîìó h(s1)h(s2) ≤ c = h(s1s2). J

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ýëåìåíòàõ ïîëóðåøåòêè S:

s1 ∼ s2 ⇔ ñóùåñòâóþò a,b ∈ F1 òàêèå, ÷òî s1a = s2b.

Èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ∼ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ a,b ∈ F âûïîëíåíî

a ∼ b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [s] êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò s ∈ S, è

ïóñòü [a] � êëàññ, ñîäåðæàùèé âñå ýëåìåíòû ïîëóðåøåòêè F .

Ïóñòü s1 ∼ s2, t1 ∼ t2, òîãäà ñóùåñòâóþò a, a′,b,b′ ∈ F1 òàêèå, ÷òî s1a = s2a
′,

t1b = t2b
′. Ïåðåìíîæàÿ ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

s1t1ab = s2t2a
′b′.

Ñëåäîâàòåëüíî, s1t1 ∼ s2t2, è ïîýòîìó îòíîøåíèå ∼ ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç S ′ ôàêòîð-ïîëóðåøåòêó S/ ∼, è ãîìîìîðôèçì g : S → S ′, êîòîðûé êàæ-

äîìó ýëåìåíòó s ∈ S ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàê êàê äëÿ

ëþáîãî s ∈ S âûïîëíåíî [s][a] = [s], òî ýëåìåíò [a] ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ïîëóðåøåòêè

S ′.

Ïóñòü f(s) = (g(s), h(s)) � îòîáðàæåíèå ïîëóðåøåòêè S â S ′ × F ′. Ïîñêîëüêó

g(F) = 1, è h ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, òî f(a) = a äëÿ âñåõ a ∈ F . Ñëåäîâàòåëüíî,

f ∈ Hom(S, S ′ ×F)

Äîêàæåì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Ïóñòü f(s) = f(t) äëÿ íåêîòîðûõ s, t ∈ S.

Òîãäà g(s) = g(t) è h(s) = h(t). Â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñóùåñòâóþò a,b ∈ F1 ñî

ñâîéñòâîì

sa = tb. (84)

Åñëè ýëåìåíòû a,b íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, òî ïî ôîðìóëå (82), â ïîëó-

ðåøåòêå S âûïîëíåíî

sa′ = tb′
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äëÿ íåêîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòûõ a′,b′ òàêèõ, ÷òî a′ ≥ a, b′ ≥ b. Òàêèì îáðàçîì,

ìîæíî èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòû a,b â ðàâåíñòâå (84) âçàèìíî ïðîñòû.

Äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ a,b ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó ϕab (83) è ïîëó÷èòü s ≤ b,

t ≤ a. Îáîçíà÷èì c = h(s) = h(t). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ãîìîìîðôèçìà h

èìååì íåðàâåíñòâà s ≤ c ≤ b, t ≤ c ≤ a. Ñëåäîâàòåëüíî, s ≤ a, t ≤ b, è ðàâåíñòâî (84)

ïðåâðàùàåòñÿ â s = t, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòîâ s, t.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïîëóðåøåòêà S âëîæèìà â S ′×F1. Ïîñêîëüêó

ïîëóðåøåòêà S ′ êîíå÷íî ïîðîæäåíà, òî ïî Òåîðåìå 0.2 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî

n òàêîå, ÷òî S ′ âêëàäûâàåòñÿ â ñâîáîäíóþ ïîëóðåøåòêó, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè

t1, t2, . . . , tn. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëóðåøåòêà S âëîæèìà â ïîëóðåøåòêó F [t1, t2, . . . , tn]

è èìïëèêàöèÿ (3)⇒ (2) Òåîðåìû 3.5 äîêàçàíà.

Ôàêòè÷åñêè âìåñòå ñ Òåîðåìîé 3.5 áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü F = {ai | i ∈ I} � ñâîáîäíàÿ ïîëóðåøåòêà áåñêîíå÷íîãî

ðàíãà, S � êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ F-ïîëóðåøåòêà. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

1. S ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé F-ïîëóðåøåòêîé íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî àëãåá-

ðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íàä F ;

2. S âëîæèìà â F [t1, t2, . . . , tn], ãäå F [t1, t2, . . . , tn] � ñâîáîäíàÿ ïîëóðåøåòêà, ïî-

ðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì {ai | i ∈ I} ∪ {t1, t2, . . . , tn};

3. íà S èñòèííû óíèâåðñàëüíûå ôîðìóëû Σ = {ϕi, ψi | i ∈ I},

ϕi : ∀x, y (xai = yai ↔ (xai = y ∨ x = yai ∨ x = y))

ψi : ∀x, y (xy ≤ ai → (x ≤ ai ∨ y ≤ ai)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3.5 óñëîâèå Hom(S,F) 6= ∅ èñïîëüçîâà-

ëîñü òîëüêî â îïðåäåëåíèè ãîìîìîðôèçìà h. Ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèå ãîìîìîðôèçìà

h â ñëó÷àå, êîãäà ïîëóðåøåòêà S êîíå÷íî îïðåäåëåíà. Êàê è ðàíåå, îáðàç h(s) ðàâåí

ìèíèìàëüíîìó ýëåìåíòó ïîëóðåøåòêè Fs.

Çíà÷åíèå h(s) ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíî, åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ öåïü ýëå-

ìåíòîâ bi ∈ F , b1 > b2 > . . . > bn > . . . òàêàÿ, ÷òî bi > s. Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ öåïü

íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ïîëóðåøåòêå S.
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Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé R ïîëóðåøåòêè S êîíå÷íî, òî

íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû b1,b2, . . . ,bn, . . . íå âõî-

äÿò íè â îäíî èç ñîîòíîøåíèé ìíîæåñòâà R (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî îòáðîñèòü

êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç íà÷àëà öåïè è ðàññìàòðèâàòü öåïü, îáðàçîâàííóþ îñòàâ-

øèìèñÿ ýëåìåíòàìè). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ èç êîíãðóýíòíîãî çàìûêàíèÿ

[R] ëèáî íå ñîäåðæàò bi, ëèáî bi âõîäèò â îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (ïîñëåäíåå âîçìîæíî,

íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòíîøåíèé èç R ñ èñïîëüçîâàíèåì òðè-

âèàëüíîãî óðàâíåíèÿ bi = bi). Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé R íå ìîãóò ñëåäîâàòü

ðàâåíñòâà bi+1bi = bi+1. Òàêèì îáðàçîì, â ïîëóãðóïïå S íå âûïîëíåíî bi+1 ≤ bi.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî çíà÷åíèå ãîìîìîðôèçìà h îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîãî ýëå-

ìåíòà ïîëóðåøåòêè S, è ïîýòîìó ïîñëåäóþùåå äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñîâ-

ïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 3.5. J

Òåîðåìû 3.5, 3.10 ñîäåðæàò îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ êîîðäèíàòíûõ F -

ïîëóðåøåòîê íàä F . Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 0.21, ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü óêà-

çàííûå òåîðåìû â òåðìèíàõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 3.11. Ïóñòü Y � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S(X). Ìíî-

æåñòâî Y íåïðèâîäèìî, è [S] = RadF(S) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â F-

ïîëóðåøåòêå, çàäàííîé ïðåäñòàâëåíèåì S = 〈X | S〉, èñòèííû ôîðìóëû (80)�(81).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî Hom(S,F) 6= ∅ äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî

ìíîæåñòâà ðåøåíèé Y ñèñòåìû S(X), à çàòåì ïðèìåíèòü Òåîðåìó 3.5. J

Óêàæåì åùå äâà íåïîñðåäñòâåííûõ ñëåäñòâèÿ èç Òåîðåìû 3.5.

Ñëåäñòâèå 3.12. Ïóñòü ìíîæåñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû S îò ïåðå-

ìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn}. Ìíîæåñòâî Y ⊆ Fn íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò áåñêîýôôèöèåíòíûå òåðìû w1(T ), w2(T ), . . . , wn(T ) îò

ïåðåìåííûõ T = {t1, t2, . . . , tm} è ýëåìåíòû b1,b2, . . . ,bn ∈ F1 òàêèå, ÷òî

VF(S) = {(w1(T )b1, w2(T )b2, . . . , wn(T )bn) | T ⊆ F} (85)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � êîîðäèíàòíàÿ F -ïîëóðåøåòêà àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæå-

ñòâà VF(S). Ïî Òåîðåìå 3.5 Y íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé

ýëåìåíò xi ∈ S ïðåäñòàâèì â âèäå wi(T )bi ∈ F [t1, t2, . . . , tm], è ìû ïîëó÷àåì ôîðìó-

ëó (85). J
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Ïðèìåð 3.13. Îïèøåì íåôîðìàëüíî àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (85) íà

ïðèìåðå ñèñòåìû S = {xya1 = za2, y ≤ a2}.

Âíà÷àëå íàéäåì áåñêîýôôèöèåíòíûå òåðìû wi(T ). Äëÿ ýòîãî óäàëèì èç óðàâíå-

íèé ñèñòåìû S âñå êîíñòàíòû. Ïîëó÷àåì cf(S) = {xy = z} (óðàâíåíèå y ≤ a2 äà-

åò òðèâèàëüíîå ðàâåíñòâî y = y). Êîîðäèíàòíàÿ ïîëóðåøåòêà ìíîæåñòâà VF(cf(S))

ïðåäñòàâèìà â âèäå S = 〈x, y, z | xy = z〉. Ïîëóðåøåòêà S âëîæèìà â ñâîáîäíóþ ïî-

ëóðåøåòêó ðàíãà 2: x 7→ t1, y 7→ t2, z 7→ t1t2. Òàêèì îáðàçîì, òåðìû w1, w2, w3 ðàâíû

t1, t2, t1t2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü îñòàëîñü íàéòè êîíñòàíòû bi. Ðàâåíñòâî xya1 = za2 â ïîëóðåøåòêå F

âëå÷åò z ≤ a1 è xy ≤ a2. Ïîñêîëüêó y ≤ a2 ∈ S, ìû ïîëó÷àåì xy ≤ a2 äëÿ ëþáîãî

x ∈ F . Òî åñòü íà ïåðåìåííóþ x íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé ñâåðõó. Îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì

x = t1, y = t2a2, z = t1t2a1,

è ïîýòîìó

Y = VF(S) = {(t1, t2a2, t1t2a1) | t1, t2 ∈ F}.
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3.4 Ïðîáëåìà ñîâìåñòíîñòè êîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä

F

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ïî çàäàííîé êîíå÷íîé ñèñòåìå

S ïðîâåðÿåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà VF(S) = ∅.

ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ

ÂÕÎÄ: êîíå÷íàÿ ñèñòåìà Ls(F)-óðàâíåíèé S îò ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn}.

ÂÛÕÎÄ: ïîäñèñòåìà Sys ⊆ S è ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ C

ØÀÃ 0. Ïîëàãàåì Sys := ∅, C := ∅.

ØÀÃ i (i ≥ 1). Ïóñòü Si ⊆ S � ìíîæåñòâî âñåõ óðàâíåíèé σ(X) = τ(X) èç S

òàêèõ, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç òåðìîâ σ(X), τ(X) ëèáî ðàâåí íåêîòîðîìó a ∈ F

ëèáî çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà C. Ïóñòü Xi = {xi1 , xi2 , . . . , xin} �

ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ñèñòåìó Si. Ïîëàãàåì

C := C ∪Xi, Sys := Sys ∪ Si

Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå Si = ∅, ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó.

Ïîäñèñòåìó Sys, îïðåäåëåííóþ â Ïðîöåäóðå, ìû áóäåì íàçûâàòü ÿäðîì ñèñòåìû

S è îáîçíà÷àòü ÷åðåç Core(S).

Ïðèìåð 3.14. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

S = {x1x2a2 = a2, x3a2 = x1a1, x4a1 = x2x3a2, x5x1a1a4 = x5x4a2}.

Åñëè ê ñèñòåìå S ïðèìåíèòü Ïðîöåäóðó, òî ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì ñëåäó-

þùèå ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ X1 = {x1, x2}, X2 = {x3}, X3 = {x4}. ßäðî ñèñòåìû S

ïðè ýòîì ðàâíî

Core(S) = {x1x2a2 = a2, x3a2 = x1a1, x4a1 = x2x3a2}, (86)

Òåîðåìà 3.15. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû S(x1, x2, . . . , xm) Ïðîöåäóðà ïîñòðîèëà ìíîæå-

ñòâî ïåðåìåííûõ C è ÿäðî Core(S) ⊆ S. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî C = {x1, x2, . . . , xk} (k ≤ n). Îáîçíà÷èì S0 = S \ Core(S). Òîãäà:
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1. ìíîæåñòâî ðåøåíèé Core(S) êîíå÷íî è ìîæåò áûòü íàéäåíî àëãîðèòìè÷å-

ñêè;

2. ñèñòåìà S ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâåñòíî ÿäðî Core(S);

3. åñëè VF(Core(S)) = {P1, P2, . . . , Pm}, ãäå

Pi = (pi1, pi2, . . . , pik),

òî

VF(S) =
m⋃
i=1

VF

(
S0

k⋃
j=1

{xj = pij}

)
. (87)

Ïîÿñíèì óòâåðæäåíèÿ Òåîðåìû 3.15 ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé S èç Ïðèìå-

ðà 3.14

Ïðèìåð 3.16. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé (86) äåéñòâèòåëüíî êîíå÷íî:

VF(Core(S)) = {(a2, a2, a1, a2), (a2, a2, a1, a1a2), (a2, a2, a1a2, a2), (a2, a2, a1a2, a1a2)}.

Ñîâìåñòíîñòü ÿäðà Core(S) âëå÷åò ñîâìåñòíîñòü âñåé ñèñòåìû S. Íàïðèìåð,

(a2, a2, a1, a2, a1a2a4) ∈ VF(S), ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñî âòîðûì óòâåðæäåíèåì Òåîðå-

ìû 3.15.

Ïî ôîðìóëå (87) ñèñòåìà S ýêâèâàëåíòíà îáúåäèíåíèþ ðåøåíèé ñëåäóþùèõ ñè-

ñòåì:

S =



x1 = a2,

x2 = a2,

x3 = a1,

x4 = a2,

x5x1a1a4 = x5x4a2

∪



x1 = a2,

x2 = a2,

x3 = a1,

x4 = a1a2,

x5x1a1a4 = x5x4a2

∪



x1 = a2,

x2 = a2,

x3 = a1a2,

x4 = a2,

x5x1a1a4 = x5x4a2

∪



x1 = a2,

x2 = a2,

x3 = a1a2,

x4 = a1a2,

x5x1a1a4 = x5x4a2

.
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Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 3.15.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì Ïðîöåäóðû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ Xc ÿäðà

Core(S) ïðåäñòàâèìî â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ

Xc = X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xl.

Ïóñòü Si(Xi) ⊆ S � ñèñòåìà óðàâíåíèé, äîáàâëÿåìàÿ â ÿäðî Core(S) íà i-ì øàãå

Ïðîöåäóðû. Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî | VF(S1) |<∞.

Ñèñòåìà S1 ñîñòîèò èç óðàâíåíèé âèäà σ(X1) = b, b = τ(X1). Ñëåäîâàòåëüíî,

ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ x, âõîäÿùàÿ â Ls(F)-òåðìû σ(X1), τ(X1) äîëæíà óäîâëåòâî-

ðÿòü íåðàâåíñòâó x ≥ b. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî b ↑= {x | x ≥ b} ⊆ F êîíå÷íî,

òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ σ(X1) = b (óðàâíåíèÿ b = τ(X)) òàêæå êî-

íå÷íî. Òàêèì îáðàçîì, | VF(S1) |< ∞. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó ïîèñê

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé σ(X1) = b, b = τ(X1) ïðîèñõîäèò â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå

b ↑, òî ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû S1 àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðå-

øèìà.

Äîêàæåì òåïåðü êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû Si (1 < i ≤ l). Ðàñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå σ(X) = τ(X ′), ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî çàâèñèò

îò ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà X ′ = X1 ∪ X2 ∪ . . . ∪ Xi−1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-

äóêöèè êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èç ìíîæåñòâà X ′ ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî çíà÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ σ(X) = τ(X ′). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ðå-

øåíèé êàæäîãî óðàâíåíèÿ âèäà σ(X) = a êîíå÷íî (è ïîèñê òàêèõ ðåøåíèé

àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèì), òî è | VF(σ(X) = τ(X ′)) |< ∞. Òàêèì îáðàçîì,

| VF(Si) |<∞, è êðîìå òîãî, íàõîæäåíèå âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû Si àëãîðèòìè-

÷åñêè ðàçðåøèìî.

2. Òàê êàê Core(S) ⊆ S, òî èç ðàâåíñòâà Core(S) = ∅, î÷åâèäíî, ñëåäóåò VF(S) = ∅.

Ïóñòü P = (p1, p2, . . . , pk) ∈ VF(Core(S)), òî åñòü ÿäðî Core(S) ñîâìåñòíî. Â

êà÷åñòâå a âîçüìåì ïðîèçâåäåíèå âñåõ áóêâ aj, âõîäÿùèõ â çàïèñü õîòÿ áû îä-

íîãî ðåøåíèÿ ÿäðà Core(S). Êðîìå òîãî ðàññìîòðèì ýëåìåíò b, ÿâëÿþùèéñÿ
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ïðîèçâåäåíèå âñåõ áóêâ ak, âõîäÿùèõ â çàïèñü óðàâíåíèé èç S0. Òàê â Ïðèìå-

ðå 3.14 èìååì a = a1a2, b = a1a2a4. Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ a,b

êîððåêòíû, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà VF(Core(S)), S0 êîíå÷íû. Ïîëàãàåì c = ab.

Ïîêàæåì, ÷òî R = (p1, . . . , pk, . . . , c, . . . , c) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äëÿ S. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå xk+1, . . . , xn íå âõîäÿò â óðàâíåíèÿ èç Core(S),

R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äëÿ Core(S). Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ

s(x1, . . . , xn)d = t(x1, . . . , xn)e

èç S0 òåðìû s, t ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíó ïåðåìåííóþ èç ìíîæåñòâà {xk+1, . . . , xn},

òî åñòü

s(p1, . . . , pk, c, . . . , c) = t(p1, . . . , pk, c, . . . , c) = c.

Ñîãëàñíî âûáîðó c, èìååì c ≤ d, è ïîýòîìó

s(p1, . . . , pk, c, . . . , c)d = c = t(p1, . . . , pk, c, . . . , c)e.

Òàêèì îáðàçîì, R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è äëÿ S0, è ñèñòåìà S ñîâìåñòíà.

3. Íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû S â âèäå S0 ∪ Core(S).

J
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4 Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ â ÿçûêå ñ ïðåäèêàòîì

`íå ðàâíî�

4.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ââîäíûå ãëàâû äàííîé äèññåðòàöèè ñîäåðæàëè èçëîæåíèå îñíîâ óíèâåðñàëüíîé àë-

ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä àëãåáðîé íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ÿçûêà L. Îäíàêî,

êàê áûëî ïîêàçàíî â [23], îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-

ìåòðèè íàä ôóíêöèîíàëüíûìè ÿçûêàìè ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíåñòè íà

ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ÿçûêîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (15), îïðåäåëåíèå óðàâíåíèÿ íàä ôóíêöèîíàëüíûì ÿçû-

êîì L ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì àòîìàðíîé ôîðìóëû â ôóíêöèîíàëüíîì

ÿçûêå L.

Â ðàáîòå [23] îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

áûëè ïåðåíåñåíû íà àëãåáðû ïðîèçâîëüíûõ ÿçûêîâ. Ïðè äàííîì ïåðåíîñå òîæäåñòâî

ïîíÿòèé óðàâíåíèÿ è àòîìàðíîé ôîðìóëû áûëî ñîõðàíåíî, îäíàêî, â ÿçûêå, ñîäåð-

æàùåì ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, óðàâíåíèå óæå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

äâóõ òåðìîâ (íàïðèìåð, åñëè ÿçûê ñîäåðæèò ïðåäèêàòíûé m-ìåñòíûé ñèìâîë P , òî

óðàâíåíèÿìè áóäóò âñå âûðàæåíèÿ âèäà P (t1(X), t2(X), . . . , tm(X)), ãäå ti(X) � òåð-

ìû).

Â äàííîé ãëàâå ìû, äåéñòâóÿ â äóõå ðàáîòû [23], ïðîñëåæèâàåì ïåðåíîñ ðåçóëü-

òàòîâ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ ïðîèçâîëüíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî

ÿçûêà L íà ÿçûê L 6= = L ∪ {6=}, ðàñøèðåííûé áèíàðíûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì 6=,

êîòîðûé íà ëþáîé àëãåáðå ÿçûêà L 6= áóäåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ åñòåñòâåííûì îáðà-

çîì. Ïîñêîëüêó ÿçûêè L è L 6= îáëàäàþò îäèíàêîâûì ìíîæåñòâîì ôóíêöèîíàëüíûõ

è êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ, òî ìíîæåñòâî òåðìîâ â ÿçûêå L ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

òåðìîâ â ÿçûêå L 6=. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáîå óðàâíåíèå â ÿçûêå L 6= èìååò âèä

t(X) = s(X) èëè t(X) 6= s(X), ãäå t(X), s(X) � òåðìû ÿçûêîâ L, L 6=.

Âñå ðåçóëüòàòû îá àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä àëãåáðàìè ôóíêöèîíàëüíîãî

ÿçûêà L åñòåñòâåííî ðàçáèâàþòñÿ íà ñëåäóþùèå ãðóïïû:

1. óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå óïðîùàþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ÿçûêó L 6=;

2. óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå îñòàþòñÿ âåðíûìè áåç èçìåíåíèé ïðè ïåðåõîäå ê ÿçûêó
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L 6=;

3. óòâåðæäåíèÿ, ôîðìóëèðîâêà êîòîðûõ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå

ê ÿçûêó L6=.

Íèæå ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû, ïîïàäàþùèå â ïåðâóþ ãðóïïó (ñàìî ñóùåñòâîâà-

íèå òàêèõ ðåçóëüòàòîâ äîñòàòî÷íî íåîæèäàííî, ïîñêîëüêó ÿçûê L 6= îáëàäàåò íåñêîëü-

êî áîëåå ñëîæíûì âèäîì óðàâíåíèé, ÷åì ÿçûê L). Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå

îò ÿçûêà L ê L 6= ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ìíîæåñòâ íàä A è êî-îáëàñòåé (ïàðàãðàô 4.2), íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì, qω- è uω-

êîìïàêòíûõ àëãåáð (ïàðàãðàô 4.3). Âñå ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû äåìîíñòðè-

ðóþòñÿ íà ïðèìåðå àáåëåâîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë Z 6=, ðàññìàòðèâàåìîé â ÿçûêå ñ

íåðàâåíñòâîì 6=.

Â [23] ïîíÿòèå êîîðäèíàòíîé àëãåáðû áûëî ñôîðìóëèðîâàíî è äëÿ ÿçûêîâ ñ ïðå-

äèêàòíûìè ñèìâîëàìè. Â ïàðàãðàôå 4.4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà êîîðäèíàòíûõ

àëãåáð àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä àëãåáðîé A ÿçûêà L 6=. Ïðîáëåìà çäåñü çàêëþ-

÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: íàä àëãåáðîé A çíà÷åíèÿ ïðåäèêàòîâ =, 6= ñîãëàñîâàíû, òî åñòü

èñòèííîñòü îäíîãî ïðåäèêàòà íà ïàðå ýëåìåíòîâ a, b ∈ A âëå÷åò ëîæíîñòü âòîðîãî

ïðåäèêàòà íà ýëåìåíòàõ a, b. Îäíàêî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî

Y íàä A, êîîðäèíàòíàÿ àëãåáðà Γ(Y ) êîòîðîãî íå èìååò ñîãëàñîâàííûõ ïðåäèêàòîâ

=, 6= (òî åñòü â Γ(Y ) ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû a, b, êîòîðûå �íå ðàâíû� è �íå ðàçëè÷-

íû� � äëÿ ïàðû a, b ëîæíû îáà ïðåäèêàòà =, 6=). Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà îïèñàíèÿ

êîîðäèíàòíûõ àëãåáð ìîæåò áûòü óñëîâíî îòíåñåíà ê òðåòüåé ãðóïïå ðåçóëüòàòîâ,

óêàçàííîé âûøå. Òåì íå ìåíåå, îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà 4.4 ÿâëÿåòñÿ òåî-

ðåìà 4.10, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ àëãåáðà Γ(Y ) èìååò ñîãëàñîâàííûå

ïðåäèêàòû =, 6= òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî Y íåïðèâîäèìî.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ ïðå-

äèêàòîì �íå ðàâíî� Äàäèì ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè-

÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä ÿçûêàìè ñ ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì 6=.

Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàëüíûé ÿçûê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L 6= ðàñøèðå-

íèå ÿçûêà L ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ áèíàðíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà 6=. ßñíî, ÷òî

ìíîæåñòâî òåðìîâ ÿçûêà L ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òåðìîâ ÿçûêà L 6=. Àëãåáðàè-

÷åñêóþ ñèñòåìó A ÿçûêà L 6= áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü L6=-àëãåáðîé. Äàëåå â
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ñòàòüå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðåäèêàò 6= èíòåðïðåòèðóþòñÿ íà àëãåáðå A åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì.

Ñîãëàñíî [23], óðàâíåíèåì â ÿçûêå L 6= (L 6=-óðàâíåíèåì) íàçûâàåòñÿ àòîìàðíàÿ

ôîðìóëà ÿçûêà L6=. ßñíî, ÷òî ëþáîå L 6=-óðàâíåíèå èìååò âèä t(X)#s(X), ãäå

t(X), s(X) � òåðìû ÿçûêà L 6= è # ∈ {=, 6=}. Ñ ïîìîùüþ # ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

ïðîòèâîïîëîæíûé ê # ïðåäèêàò, òî åñòü âûðàæåíèÿ =, 6= ðàâíû ïðåäèêàòàì 6=,=

ñîîòâåòñòâåííî.

Èìåÿ îïðåäåëåíèå L6=-óðàâíåíèÿ, ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì äàòü îïðåäåëåíèÿ

ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ, àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà, íåïðèâîäèìîñòè, ðàäèêàëà, íåòå-

ðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì è êî-îáëàñòè. Íèæå ìû ïðèâåäåì òîëüêî îïðåäåëåíèÿ qω- è

uω-êîìïàêòíîñòè.

L 6=-àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ qω-êîìïàêòíîé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû L 6=-

óðàâíåíèé S è óðàâíåíèÿ t(X)#s(X) òàêîãî, ÷òî

VA(S) ⊆ VA(t(X)#s(X))

ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà S′ ⊆ S ñ ðåøåíèåì

VA(S′) ⊆ VA(t(X)#s(X)).

L 6=-àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ uω-êîìïàêòíîé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû L 6=-

óðàâíåíèé S è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà óðàâíåíèé ti(X)#isi(X) (1 ≤ i ≤ m, #i ∈ {=, 6=})

òàêîãî, ÷òî

VA(S) ⊆
m⋃
i=1

VA(ti(X)#isi(X)), (88)

ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà S′ ⊆ S ñ ðåøåíèåì

VA(S′) ⊆
m⋃
i=1

VA(ti(X)#isi(X)). (89)

Ïðèìåð 4.1. Îïðåäåëèì äâå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû òàêèõ, ÷òî âòîðàÿ àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ ñèñòåìà îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîé ëèøü äîáàâëåíèåì â ÿçûê ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà

6= ñ åñòåñòâåííîé èíòåðïðåòàöèåé.

Ïóñòü Lab = {+,−, 0} � ñòàíäàðòíûé ÿçûê òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï, è Lab6= =

Lab ∪ {6=}. ×åðåç Z (Z 6=) îáîçíà÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ÿçûêà Lab (Lab6= ) ñ îñ-

íîâíûì ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë Z, íà êîòîðûõ ñèìâîëû ÿçûêà Lab (Lab6= ) èíòåðïðå-

òèðóþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Èç ñâîéñòâ ìíîæåñòâà Z ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå
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óðàâíåíèå îò ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn} íàä àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé Z (Z 6=)

ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ âèäà

α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn = 0 (α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn#0),

ãäå êîýôôèöèåíòû αi ∈ Z ñëóæàò äëÿ ñîêðàùåííîé çàïèñè ñëåäóþùèõ ñóìì:

αx =



x+ x+ . . .+ x︸ ︷︷ ︸
α ðàç

, åñëè α > 0

−x− x− . . .− x︸ ︷︷ ︸
α ðàç

, åñëè α < 0

0, åñëè α = 0

.

Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâà ñèñòåì óðàâíåíèé íàä Z è

Z 6= ðàçëè÷àþòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííî.
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4.2 Íåïðèâîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà è êî-îáëàñòè â

ÿçûêå ñ ïðåäèêàòîì �íå ðàâíî�

Òåîðåìà 4.2. Àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y ⊆ An íàä L 6=-àëãåáðîé A íåïðèâîäèìî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ òåðìîâ t(X), s(X) ðîâíî îäíî èç óðàâíåíèé

t(X) = s(X), t(X) 6= s(X) ïðèíàäëåæèò ðàäèêàëó ìíîæåñòâà Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y = VA(S) äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû óðàâíåíèé S.

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ òåðìîâ t(X), s(X) íè îäíî

èç óðàâíåíèé t(X) = s(X), t(X) 6= s(X) íå ïðèíàäëåæèò ðàäèêàëó RadA(Y ) (åñëè

ðàäèêàëó ïðèíàäëåæàò îáà óðàâíåíèÿ t(X) = s(X), t(X) 6= s(X), òî â ýòîì ñëó÷àå

ìíîæåñòâî Y äîëæíî áûòü ïóñòûì, è ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü íåïðèâîäèìûì). Èç

ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷êè P,Q ∈ Y òàêèå, ÷òî t(P ) 6= s(P ),

t(Q) = s(Q). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P,Q ðàçëè÷íû.

Ïóñòü Y1 = S∪{t(X) = s(X)}, Y2 = S∪{t(X) 6= s(X)}. Î÷åâèäíî, ÷òî Y = Y1∪Y2.

Ïîñêîëüêó P /∈ Y1, Q /∈ Y2, òî Y1 ⊂ Y , Y2 ⊂ Y , è ïîýòîìó ìíîæåñòâî Y ÿâëÿåòñÿ

ïðèâîäèìûì.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Y ðàâíî îáúåäèíåíèþ

Y = Y1 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Ym (∅ ⊂ Yi ⊂ Y ). (90)

Òàê êàê Y1 ⊂ Y , òî ïî ñâîéñòâó ðàäèêàëîâ RadA(Y ) ⊂ RadA(Y1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñó-

ùåñòâóåò óðàâíåíèå τ(X)#σ(X) ∈ RadA(Y1) \RadA(Y ). Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ïîëó÷à-

åì τ(X)#σ(X) ∈ RadA(Y ) ⊂ RadA(Y1). Òàêèì îáðàçîì, ðàäèêàë RadA(Y1) ñîäåðæèò

íåñîâìåñòíûå äðóã ñ äðóãîì óðàâíåíèÿ τ(X) = σ(X), τ(X) 6= σ(X), è ñëåäîâàòåëüíî,

Y1 = ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàçëîæåíèþ (90). J

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ L 6=-àëãåáðà. ×åðåç ASn îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà An. Ïîñêîëüêó êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ çà-

ìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ, òî ASn ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ïîëóðåøåòêîé

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ. Ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì äàííîé ïîëóðåøåòêè

ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî (ìíîæåñòâî ∅ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä A, ïîñêîëüêó

∅ = VA({x 6= x})). Ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì ïîëóðåøåòêè ASn ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

An (ìíîæåñòâî An òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì: An = VA({xi = xi | 1 ≤ i ≤ n})).
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Òåîðåìà 4.3. Àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y ⊆ An íàä L 6=-àëãåáðîé A íåïðèâîäèìî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Y ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ïîëóðåøåòêè ASn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïóñòîå àë-

ãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y ′ ⊂ Y . Äëÿ ðàäèêàëîâ áóäåì èìåòü ïðîòèâîïîëîæíîå

âêëþ÷åíèå RadA(Y ) ⊂ Rad(Y ′). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå τ(X)#σ(X) ∈

RadA(Y ′) \RadA(Y ). Ïî òåîðåìå 4.2 ðàäèêàëó RadA(Y ) äîëæíî ïðèíàäëåæàòü óðàâ-

íåíèå τ(X)#σ(X). Èç âêëþ÷åíèÿ ðàäèêàëîâ RadA(Y ) ⊂ RadA(Y ′) ïîëó÷àåì, ÷òî ðà-

äèêàë ìíîæåñòâà Y ′ ñîäåðæèò íåñîâìåñòíûå äðóã ñ äðóãîì óðàâíåíèÿ τ(X) = σ(X),

τ(X) 6= σ(X), è ñëåäîâàòåëüíî, Y ′ = ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ìíîæåñòâà Y ′.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà Y ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (90), òî

Yi ⊂ Y , è ìíîæåñòâî Y íå ìîæåò áûòü àòîìîì ïîëóðåøåòêè ASn J

Òåîðåìà 4.4. L 6=-àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ êî-îáëàñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

L 6=-àëãåáðà A òðèâèàëüíà, òî åñòü |A| = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî àëãåá-

ðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà

An = VA(Sn) = VA({xi = xi | 1 ≤ i ≤ n})

íåïðèâîäèìû è ïî òåîðåìå 4.3 ìíîæåñòâà An ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè ïîëóðåøåòêè àë-

ãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ASn. Åñëè àëãåáðà A ñîäåðæèò äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà

a, b, òî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû S′n = Sn ∪ {x1 = x2} âûïîëíåíî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå

V(S′n) ⊂ VA(Sn) (ïîñêîëüêó (a, b, a, a, . . . , a) ∈ VA(Sn) \ VA(S′n)). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ìíîæåñòâà Y = VA(S′n) èìååì âêëþ÷åíèÿ ∅ ⊂ Y ⊂ An, è ïîýòîìó ìíîæåñòâî An íå

ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ïîëóðåøåòêè ASn � ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè L6=-àëãåáðàA òðèâèàëüíà (A = {a}), òî äëÿ êàæäî-

ãî n ≥ 1 ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî (a, a, . . . , a) = An, êîòîðîå

î÷åâèäíûì îáðàçîì íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â îáúåäèíåíèå äðóãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ìíîæåñòâ. Òàêèì îáðàçîì, L 6=-àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ êî-îáëàñòüþ. J

Îòìåòèì, ÷òî â ÿçûêàõ áåç ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà 6= òåîðåìà 4.4 íå âåðíà (ñì.

ïðèìåð íèæå).

Ïðèìåð 4.5. Äîáàâëåíèå ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà 6= â ÿçûê ñóùåñòâåííî ìåíÿåò ñå-

ìåéñòâî íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Ñîãëàñíî [22], àëãåáðàè÷åñêàÿ ñè-
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ñòåìà Z ÿâëÿåòñÿ êî-îáëàñòüþ, îäíàêî íàä Z 6= óæå ñóùåñòâóþò ïðèâîäèìûå àëãåá-

ðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà:

VZ 6=(x = x) = VZ 6=(x = 0) ∪ VZ 6=(x 6= 0).
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4.3 Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì è êëàññû êîìïàêòíîñòè â ÿçû-

êàõ ñ ïðåäèêàòîì �íå ðàâíî�

Ïóñòü AS1
n � êëàññ âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ Y ⊆ An òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò

óðàâíåíèå t(X)#s(X) îò ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn} ñ ðåøåíèåì Y . ßñíî, ÷òî

êàæäûé ýëåìåíò ïîëóðåøåòêè ASn ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì (êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷-

íûì) ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà AS1
n.

Òåîðåìà 4.6. L 6=-àëãåáðà A íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

êëàññ ASn êîíå÷åí äëÿ êàæäîãî n ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîíå÷íîñòü ñåìåéñòâà AS1
n ðàâíîñèëüíà êîíå÷íîñòè ASn.

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî |AS1
n| = ∞. Íèæå áóäåò ïîñòðîåíà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü L6=-ñèñòåì S0,S1,S2, . . . îò ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn} ñ ðåøå-

íèÿìè Yi = VA(Si) è äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

1. Yi ⊃ Yi+1;

2. ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ÷èñëî óðàâíåíèé Eqi = {tij(X)#sij(X) | j ∈ Ji} òàêèõ,

÷òî ìíîæåñòâà Yi ∩ VA(tij(X)#sij(X)), Yi ∩ VA(tik(X)#sik(X)) ðàçëè÷íû ïðè

âñåõ j 6= k (j, k ∈ Ji).

Ïîëàãàåì S0 = {xi = xi | 1 ≤ i ≤ n} ñ ðåøåíèåì Y0 = An. Äëÿ êàæäîãî àëãåáðà-

è÷åñêîãî ìíîæåñòâà Y ∈ AS1
n âûáåðåì îäíî óðàâíåíèå τY (X)#σY (X) ñ ðåøåíèåì Y .

Ïîëàãàåì Eq0 = {τY (X)#σY (X) | Y ∈ AS1
n} (òåïåðü âñå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà

ñåìåéñòâàAS1
n îïðåäåëÿþòñÿ ðîâíî îäíèì óðàâíåíèåì èç êëàññà Eq0). Áåñêîíå÷íîñòü

ñåìåéñòâà Eq0 ñëåäóåò èç áåñêîíå÷íîñòè ñåìåéñòâà AS1
n.

Äîïóñòèì, ÷òî ñèñòåìà Sn−1 ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè óæå ïîñòðîåíà. Ñèñòå-

ìà Sn ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü t(X)#s(X) ∈ Eqn−1 � óðàâíåíèå òà-

êîå, ÷òî Yn−1 ∩ VA(t(X)#s(X)) 6= Yn−1 è Yn−1 ∩ VA(t(X)#s(X)) 6= ∅ (èç âòîðîãî

ñâîéñòâà ìíîæåñòâà Yn−1 òàêîå óðàâíåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò). Òîãäà îáà ìíîæåñòâà

Z= = Yn−1 ∩VA(t(X) = s(X)), Z6= = Yn−1 ∩VA(t(X) 6= s(X)) íå ïóñòû. Î÷åâèäíî, ÷òî

Yn−1 = Z= ∪ Z6=. (91)

Åñëè îáà ñåìåéñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

Z= = {VA(tn−1,j(X)#sn−1,j(X)) ∩ Z= | j ∈ Jn−1},
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Z 6= = {VA(tn−1,j(X)#sn−1,j(X)) ∩ Z6= | j ∈ Jn−1}

êîíå÷íû, òî êîíå÷íî è ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

{(Z=∪Z6=)∩VA(tn−1,j(X)#sn−1,j(X)) | j ∈ Jn−1} = {Yn−1∩VA(tn−1,j(X)#sn−1,j(X)) | j ∈ Jn−1},

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó ñâîéñòâó ìíîæåñòâà Yn−1. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû îäèí

èç êëàññîâ Z=,Z 6= áåñêîíå÷åí. Ïóñòü |Z=| =∞ (àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

|Z6=| =∞). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ J ⊆ Jn−1

òàêîå, ÷òî âñå ìíîæåñòâà

VA(tn−1,j(X)#sn−1,j(X)) ∩ Z= (j ∈ J)

ðàçëè÷íû.

Ïîëàãàåì Sn = Sn−1 ∪ {t(X) = s(X)}, Yn = Z= = VA(Sn), Jn = J , Eqn =

{tn−1,j(X)#sn−1,j(X) | j ∈ Jn}.

Ñâîéñòâî Yn ⊂ Yn−1 ñëåäóåò èç (91). Âòîðîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà Yn ñëåäóåò èç

âûáîðà ìíîæåñòâà Jn.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè áåñêîíå÷íóþ óáûâàþùóþ öåïî÷êó àëãåáðàè÷åñêèõ

ìíîæåñòâ {Yi}. Ïî òåîðåìå 0.17 çàêëþ÷àåì, ÷òî L 6=-àëãåáðà A íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé

ïî óðàâíåíèÿì.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Èç êîíå÷íîñòè ÷èñëà âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ â

ïðîñòðàíñòâå An ñëåäóåò, ÷òî â An íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûõ óáûâàþùèõ öåïî÷åê

àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, è ïî òåîðåìå 0.17 L 6=-àëãåáðà A íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì.

J

Ïðèìåð 4.7. Ñîãëàñíî [20] ëþáàÿ àáåëåâà ãðóïïà (è â ÷àñòíîñòè àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñèñòåìà Z) íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì, îäíàêî íàä Z 6= óæå ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå

ñèñòåìû óðàâíåíèé, íå ýêâèâàëåíòíûå íèêàêîé ñâîåé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå. Â ñàìîì

äåëå, ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

S = {ax+ by 6= 0 | a, b ∈ Z}.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè P = (x0, y0) ∈ Z2 ñèñòåìå S ïðèíàäëåæèò óðàâíåíèå y0x− x0y 6= 0,

êîòîðîìó òî÷êà P , î÷åâèäíî, íå óäîâëåòâîðÿåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà S íåñîâìåñò-

íà.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà S′ ⊆ S ñîâìåñòíà (ðåøåíèåì S′

ÿâëÿåòñÿ âñå ìíîæåñòâî Z2 çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ), è ïîýòîìó

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà Z 6= íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì.

Òåîðåìà 4.8. Äëÿ L 6=-àëãåáðû A ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. àëãåáðà A uω-êîìïàêòíà;

2. àëãåáðà A qω-êîìïàêòíà;

3. íàä A íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ó êîòî-

ðîé âñå êîíå÷íûå ïîäñèñòåìû ñîâìåñòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2). Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ qω- è

uω-êîìïàêòíûõ àëãåáð.

(2)⇒ (3). Ñëåäóåò èç òåîðåìû 0.27.

(3)⇒ (1). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó S ñ ðåøåíèåì Y è óðàâíåíèÿ ti(X)#isi(X) òàêèå,

÷òî

Y ⊆
m⋃
i=1

VA(ti(X)#isi(X)),

ãäå 1 ≤ i ≤ m, #i ∈ {=, 6=}.

Åñëè Y = ∅, òî ïî óñëîâèþ ñèñòåìà S èìååò êîíå÷íóþ íåñîâìåñòíóþ ïîäñèñòåìó

S′, äëÿ êîòîðîé, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

∅ = VA(S′) ⊆
m⋃
i=1

VA(ti(X)#isi(X)).

Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî Y 6= ∅. Èç âûáîðà óðàâíåíèé ti(X)#isi(X)

ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà S1 = S ∪ {ti(X)#isi(X) | 1 ≤ i ≤ m} íåñîâìåñòíà. Ïî óñëî-

âèþ ñèñòåìà S1 ñîäåðæèò êîíå÷íóþ íåñîâìåñòíóþ ïîäñèñòåìó S′1. Ñèñòåìó S′1 ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå S′1 = S′ ∪ {ti(X)#isi(X) | 1 ≤ i ≤ m}, ãäå S′ � êîíå÷íàÿ ïîäñè-

ñòåìà ñèñòåìû S. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà S ñîâìåñòíà, òî ñîâìåñòíà è ñèñòåìà S′. Íî èç

íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû S′1 ñëåäóåò VA(S′) ∩ VA({ti(X)#isi(X) | 1 ≤ i ≤ m}) = ∅, è

ïîýòîìó

VA(S′) ⊆
m⋃
i=1

VA(ti(X)#isi(X)),

÷òî äîêàçûâàåò uω-êîìïàêòíîñòü àëãåáðû A. J
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Èç òåîðåìû 4.8 ñëåäóåò, ÷òî êëàññû qω- è uω-êîìïàêòíûõ àëãåáð ÿçûêà L 6= ñîâ-

ïàäàþò. Çàìåòèì, ÷òî â ÿçûêàõ, íå ñîäåðæàùèõ ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà 6=, äàííîå

óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì (ñì. ïðèìåðû â [52, 130]).

Ïðèìåð 4.9. Â ïðèìåðå 4.7 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íàä àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé Z 6=
ñóùåñòâóåò íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà S, êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ñîâìåñòíà. Òàêèì

îáðàçîì, ïî òåîðåìå 4.8 Z 6= íå ÿâëÿåòñÿ qω-êîìïàêòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé.
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4.4 Êîîðäèíàòíûå àëãåáðû â ÿçûêàõ ñ ïðåäèêàòîì �íå ðàâíî�

Ñëåäóÿ [23], ïîíÿòèå êîîðäèíàòíîé àëãåáðû â ÿçûêå L 6= îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïóñòü Y ⊆ An � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî, îïðåäåëåííîå íåêîòîðîé ñèñòå-

ìîé óðàâíåíèé îò ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (X) ìíîæå-

ñòâî âñåõ òåðìîâ ÿçûêà L 6= îò ïåðåìåííûõ X. Íà ìíîæåñòâå T (X) ìîæíî îïðåäåëèòü

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

t(X) ∼Y s(X)⇔ t(X) = s(X) ∈ RadA(Y ).

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òåðìà t(X) îòíîñèòåëüíî ∼Y áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [t]Y .

Òîãäà êîîðäèíàòíàÿ L 6=-àëãåáðà Γ(Y ) ìíîæåñòâà Y ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-àëãåáðîé

T (X)/ ∼Y , è ïðåäèêàòíûé ñèìâîë 6= èíòåðïðåòèðóåòñÿ íà Γ(Y ) êàê

[t]Y 6= [s]Y ⇔ t(X) 6= s(X) ∈ RadA(Y ).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäèêàòà 6= íà Γ(Y ) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî [t]Y ∈ Γ(Y ) íå

âûïîëíåíî [t]Y 6= [t]Y . Îäíàêî äëÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ [t]Y , [s]Y ∈ Γ(Y ) âûðàæåíèå

[t]Y 6= [s]Y âïîëíå ìîæåò áûòü ëîæíûì. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ

êîîðäèíàòíîé L 6=-àëãåáðû Γ(Y ) îáà ïðåäèêàòà =, 6= ìîãóò áûòü ëîæíûìè. Îäíàêî,

êàê ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, çíà÷åíèÿ ïðåäèêàòîâ =, 6= ñîãëàñîâàíû ìåæäó

ñîáîé íà Γ(Y ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî Y íåïðèâîäèìî.

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü Γ(Y ) � êîîðäèíàòíàÿ L6=-àëãåáðà íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷å-

ñêîãî ìíîæåñòâà Y íàä L 6=-àëãåáðîé A. Àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y íåïðèâîäèìî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Γ(Y ) âåðíà ñëåäóþùàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìóëà

∀x∀y((x = y)↔ ¬((x 6= y))). (92)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èñòèííîñòü ôîðìóëû (92) íà íåêîòîðîé L6=-àëãåáðå

B ðàâíîñèëüíà ñîãëàñîâàííîñòè ïðåäèêàòîâ =, 6= íà B: äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ

b1, b2 èç B èñòèííî ðîâíî îäíî èç âûðàæåíèé b1 = b2, b1 6= b2.

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü [t]Y , [s]Y � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ êîîð-

äèíàòíîé L6=-àëãåáðû Γ(Y ). Ïî òåîðåìå 4.2 ðîâíî îäíî èç óðàâíåíèé t(X) = s(X),

t(X) 6= s(X) ïðèíàäëåæèò ðàäèêàëó ìíîæåñòâà Y . Åñëè t(X) = s(X) ∈ RadA(Y )

è t(X) 6= s(X) /∈ RadA(Y ), òî ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäèêàòîâ =, 6= â Γ(Y ) ïîëó÷àåì,

÷òî âûðàæåíèå ([t]Y = [s]Y ) èñòèííî, à âûðàæåíèå ([t]Y 6= [s]Y ) ëîæíî. Åñëè æå
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t(X) = s(X) /∈ RadA(Y ) è t(X) 6= s(X) ∈ RadA(Y ), òî ïîëó÷àåì, ÷òî âûðàæåíèå

([t]Y = [s]Y ) ëîæíî, à âûðàæåíèå ([t]Y 6= [s]Y ) èñòèííî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýëåìåí-

òîâ [t]Y , [s]Y ðîâíî îäèí èç ïðåäèêàòîâ =, 6= ëîæåí, è ïîýòîìó ôîðìóëà (92) èñòèííà

â Γ(Y ).

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü t(X), s(X) � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà òåðìîâ ÿçûêà L 6=.

Èç èñòèííîñòè ôîðìóëû (92) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ [t]Y , [s]Y ∈ Γ(Y ) èñòèíåí

ðîâíî îäèí èç ïðåäèêàòîâ =, 6=. Äîïóñòèì, ÷òî [t]Y 6= [s]Y (ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Èç îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòíîé L 6=-àëãåáðû ñëåäóåò,

÷òî t(X) 6= s(X) ∈ RadA(Y ). Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå ([t]Y = [s]Y ) ëîæíî, òî t(X) =

s(X) /∈ RadA(Y ). Òàêèì îáðàçîì, ðîâíî îäíî èç óðàâíåíèé t(X) = s(X), t(X) 6= s(X)

ïðèíàäëåæèò ðàäèêàëó RadA(Y ), è ïî òåîðåìå 4.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî Y

íåïðèâîäèìî. J
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5 Ñðåäíåå ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ íàä ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè ïî-

ëóãðóïïàìè

5.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïîëóðåøåòêà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé, åñëè ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤, îïðå-

äåëåííûé â ïàðàãðàôå 0.1, ëèíåéíûé. Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóåò ëèøü

îäíà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóðåøåòêà Ll = {a1, a2, . . . , al} ïîðÿäêà l. Äàëåå áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ïîëóðåøåòêå Ll îïðåäåëåí êàê a1 < a2 < . . . < al,

òî åñòü ai · aj = amin(i,j).

Â äàííîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëóðåøåòêó Ll â ÿçûêå Ls = {·}. Ñëåäî-

âàòåëüíî, òåðìû áóäóò èìåòü âèä (12). Êàê îáû÷íî, ðàâåíñòâî äâóõ òåðìîâ âèäà (12)

áóäåò íàçûâàòüñÿ óðàâíåíèåì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

íåðàâåíñòâà òåðìîâ t(X) ≤ s(X) â êà÷åñòâå óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ

÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà â ïîëóðåøåòêàõ ìû èìååì

t(X) ≤ s(X)⇔ t(X)s(X) = t(X).

×åðåç Var(t) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â òåðì t(X).

Íèæå ïðè ïîäñ÷åòàõ óðàâíåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûðàæå-

íèÿ t(X) = s(X) è s(X) = t(X) ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè óðàâíåíèÿìè. Ïóñòü Eq(n) �

ìíîæåñòâî âñåõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ñîäåðæàò âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà

X = {x1, x2, . . . , xn}, è êàæäîå óðàâíåíèå t(X) = s(X) ∈ Eq(n) ñîäåðæèò âõîæäåíèÿ

âñåõ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn. Óðàâíåíèå t(X) = s(X) ∈ Eq(n) íàçûâàåòñÿ (k1, k2)-

óðàâíåíèåì, åñëè |Var(t) \ Var(s)| = k1 è |Var(s) \ Var(t)| = k2. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå

x1x2 = x1x3x4 ÿâëÿåòñÿ (1, 2)-óðàâíåíèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eq(k1, k2, n) ⊆ Eq(n)

ìíîæåñòâî âñåõ (k1, k2)-óðàâíåíèé ìíîæåñòâà Eq(n). ßñíî, ÷òî

Eq(n) =
⋃

(k1,k2)∈Kn

Eq(k1, k2, n), (93)

ãäå

Kn = {(k1, k2) | k1 + k2 ≤ n} \ {(0, n), (n, 0)}.

Êàæäîå óðàâíåíèå t(X) = s(X) ∈ Eq(k1, k2, n) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ k1 ïå-

ðåìåííûìè â ëåâîé ÷àñòè, è k2 äðóãèìè ïåðåìåííûìè â ïðàâîé ÷àñòè (îñòàâøèåñÿ
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n− k1 − k2 ïåðåìåííûõ äîëæíû âõîäèòü â îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî,

#Eq(k1, k2, n) =

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)
.

Ñîãëàñíî (93) ìû ïîëó÷àåì

#Eq(n) = 3n − 2.

Çàìå÷àíèå 5.1. Â äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü óðàâíåíèÿ t(X) = s(X)

ïðè n > l, òî åñòü êîãäà ÷èñëî ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â t(X) = s(X) ñòðîãî áîëüøå

ïîðÿäêà ïîëóðåøåòêè Ll (ñëó÷àé n ≤ l òðåáóåò ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé òåõíèêè

âû÷èñëåíèé).

Èç ñâîéñòâ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ïîëóðåøåòîê íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

òî÷êà P = (p1, p2, . . . , pn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ t(X) = s(X) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïåðåìåííûå xi ∈ Var(t), xj ∈ Var(s) òàêèå, ÷òî pi = pj è

pi ≤ pk äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ n.

Ïîñêîëüêó ïîëóðåøåòêà Ll (êàê è ëþáàÿ êîíå÷íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà) ÿâ-

ëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, òî äëÿ Ll âûïîëíåíà òåîðåìà 0.18: êàæäîå àëãåáðà-

è÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä Ll åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ â îáúåäèíåíèå íåïðè-

âîäèìûõ êîìïîíåíò.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì íàä

ïîëóðåøåòêîé Ll òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî êîîðäèíàòíàÿ ïîëóãðóïïà Γ(Y )

âêëàäûâàåòñÿ â Ll.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîëóðåøåòêà â ÿçûêå

Ls êîíå÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íà è ëþáàÿ êîîðäèíàòíàÿ ïîëóðåøåòêà Γ(Y ).

Ñîãëàñíî Îáúåäèíÿþùåé òåîðåìå 0.24, ïîëóðåøåòêà Γ(Y ) äèñêðèìèíèðóåòñÿ Ll

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî Y íåïðèâîäèìî. Îäíàêî äëÿ êîíå÷íîé ïîëó-

ðåøåòêè Γ(Y ) ïîíÿòèå äèñêðèìèíèðóåìîñòè ýêâèâàëåíòíî âëîæåíèþ. J

Íàä ïîëóðåøåòêîé Ll ñóùåñòâóåò èçîìîðôíûå (íî íå ðàâíûå) àëãåáðàè÷åñêèå

ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð ñëåäóþùèå äâà ìíîæåñòâà èçîìîðôíû

Y1 = V({x1 ≤ x2 ≤ x3}), Y2 = V({x3 ≤ x2 ≤ x1}),

òàê êàê

Γ(Y1) = 〈x1, x2, x3 | x1 ≤ x2 ≤ x3〉 ∼= L3,

Γ(Y2) = 〈x1, x2, x3 | x3 ≤ x2 ≤ x1〉 ∼= L3.
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5.2 Ïðèìåð

Ïóñòü n = 3, l = 2 (òî åñòü ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèÿ îò òðåõ ïåðåìåííûõ íàä

äâóõýëåìåíòíîé ïîëóðåøåòêîé L2). Â äàííîì ñëó÷àå èìååì ðîâíî Eq(3) = 33−2 = 25

ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé. Óêàçàííàÿ íèæå òàáëèöà ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ îáî âñåõ

óðàâíåíèÿõ îò òðåõ ïåðåìåííûõ íàä L2. Âòîðîé ñòîëáåö ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ

î íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíòàõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ èç ïåðâîãî ñòîëáöà.

ß÷åéêà òàáëèöû ñîäåðæèò ñèìâîë ↑, åñëè èíôîðìàöèÿ äëÿ äàííîé ÿ÷åéêè àíàëîãè÷-

íà èíôîðìàöèè èç ÿ÷åéêè ñâåðõó.

Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü ñðåäíåå ÷èñëî íåïðè-

âîäèìûõ êîìïîíåíò àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, îïðåäåëåííûõ óðàâíåíèÿìè îò òðåõ

ïåðåìåííûõ:

Irr(3, 2) =
6 + 2(3 + 3 + 3 + 2 + 2 + 2 + 4 + 4 + 4 + 5 + 5 + 5)

25
=

90

25
= 3.6 (94)

Â ïàðàãðàôå 5 ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ Irr(n, l) (98). ßñíî, ÷òî ôîðìóëà (98)

äàñò îòâåò (94) äëÿ n = 3, l = 2 (ñì. âû÷èñëåíèÿ â (99,100)).
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Óðàâíåíèÿ Íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû (ÍÊ) ×èñëî ÍÊ

x1x2x3 = x1x2x3 x1 ≤ x2 = x3 ∪ x1 = x2 ≤ x3∪ 6

x2 ≤ x1 = x3 ∪ x3 ≤ x1 = x2∪

x1 = x3 ≤ x2 ∪ x2 = x3 ≤ x1

x1 = x1x2x3, x1 ≤ x2 = x3 ∪ x1 = x2 ≤ x3∪ 3

x1x2x3 = x1 x1 = x3 ≤ x2

x2 = x1x2x3, ↑ 3

x1x2x3 = x2

x3 = x1x2x3, ↑ 3

x1x2x3 = x3

x1 = x2x3, x1 = x2 ≤ x3 ∪ x1 = x3 ≤ x2 2

x2x3 = x1

x2 = x1x3, ↑ 2

x1x3 = x2

x3 = x1x2, ↑ 2

x1x2 = x3

x1x2 = x1x3, x1 = x2 ≤ x3 ∪ x1 = x3 ≤ x2∪ 4

x1x3 = x1x2 x1 ≤ x2 = x3 ∪ x2 = x3 ≤ x1

x1x2 = x2x3, ↑ 4

x2x3 = x1x2

x1x3 = x2x3, ↑ 4

x2x3 = x1x3

x1x2 = x1x2x3, x1 = x2 ≤ x3 ∪ x1 = x3 ≤ x2∪ 5

x1x2x3 = x1x2 x1 ≤ x2 = x3 ∪ x2 = x3 ≤ x1∪

x2 ≤ x1 = x3

x1x3 = x1x2x3, ↑ 5

x1x2x3 = x1x3

x2x3 = x1x2x3, ↑ 5

x1x2x3 = x2x3
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5.3 Ðàçëîæåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íà íåïðèâîäèìûå

êîìïîíåíòû

Ïóñòü Y � ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ t(X) = s(X) íàä ïîëóðåøåòêîé Ll =

{a1, a2, . . . , al}. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn} íà íåïåðåñå-

êàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà σ = (X1, X2, . . . , Xl) íàçûâàåòñÿ X óïîðÿäî÷åííûì, åñëè íà

σ îïðåäåëåí ëèíåéíûé ïîðÿäîê ≤σ: X1 ≤σ X2 ≤σ . . . ≤σ Xl. ×åðåç χσ(xi) ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü ïîäìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ Xk, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïåðåìåííàÿ xi.

Ìû áóäåì ïèñàòü xi =σ xj (xi ≤σ xj), åñëè χ(xi) = χ(xj) ( χσ(xi) ≤σ χσ(xj)

ñîîòâåòñòâåííî).

Óïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå σ íàçûâàåòñÿ Y -íåïðèâîäèìûì, åñëè êëàññ X1 (ìèíè-

ìàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ≤σ) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïåðå-

ìåííóþ èç t(X) è ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïåðåìåííóþ èç s(X).

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå x1x2x3 = x1 íàä ïîëóðåøåòêîé L2 èìååò ñëåäóþ-

ùèå VL2(x1x2x3 = x1)-íåïðèâîäèìûå ðàçáèåíèÿ: ({x1}, {x2, x3}), ({x1, x2}, {x3}),

({x1, x3}, {x2}). Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûå ðàçáèåíèÿ îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò íåïðè-

âîäèìûì êîìïîíåíòàì ìíîæåñòâà V(x1x2x3 = x1) (ñì. òàáëèöó âûøå).

Êàæäîå Y -íåïðèâîäèìîå ðàçáèåíèå σ îïðåäåëÿåò àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Yσ è

ñèñòåìó Sσ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Yσ = V(Sσ) = V(
⋃

xi=σxj

{xi = xj}
⋃

xi<σxj

{xi ≤ xj}).

Íàïðèìåð, ðàçáèåíèå σ = ({x2, x3}, {x1}) îïðåäåëÿåò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

Sσ = {x2 = x3, x2 ≤ x1, x3 ≤ x1}.

äëÿ Y = V({x1x2 = x1x3}).

Ëåììà 5.3. Ìíîæåñòâî Yσ íåïðèâîäèìî äëÿ Y -íåïðèâîäèìîãî ðàçáèåíèÿ σ è, áîëåå

òîãî, Γ(Yσ) ∼= Ll.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîîðäèíàòíîé ïîëóðåøåòêè Γ(Yσ) ïîðîæ-

äàåòñÿ ýëåìåíòàìè {x1, x2, . . . , xn} è èìååò ñëåäóþùèå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ

{xi = xj | åñëè xi =σ xj} ∪ {xi ≤ xj | åñëè xi ≤σ xj}.

ßñíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû xi ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû â Γ(Yσ) è, òàêèì îáðàçîì, Γ(Yσ)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ïîëóðåøåòêîé. Òàê êàê ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X

136



ðàçáèòî ðîâíî íà l êëàññîâ, òî Γ(Yσ) èçîìîðôíà Ll. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5.2, ìíî-

æåñòâî Yσ íåïðèâîäèìî. J

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ðàçëîæåíèå ìíîæåñòâà Y = V(t(X) = s(X)) ñ ïîìîùüþ

óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé.

Ëåììà 5.4. Ìíîæåñòâî Y = V(t(X) = s(X)) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ

Y =
⋃

σ Y -íåïðèâîäèìî

Yσ (95)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Y . Îïðåäåëÿÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè ∼P êàê

xi ∼P xj ⇔ pi = pj,

ìû ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè {XP
1 , X

P
2 , . . . , X

P
k }. Ïîñêîëüêó pi ∈

Ll, òî k ≤ l. Ïîëàãàåì xi ≤P xj åñëè pi ≤ pj. Ïîðÿäîê ≤P èíäóöèðóåò ëèíåéíûé

ïîðÿäîê íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè {Xi}. Çàôèêñèðóåì ïàðó ïåðåìåííûõ xt, xs ∈

XP
1 (âîçìîæíî, xt è xs � ýòî îäíà è òà æå ïåðåìåííàÿ) òàêóþ, ÷òî xt ∈ Var(t)

è xs ∈ Var(s) (òàêàÿ ïàðà (xt, xs) âñåãäà ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó P óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ t(X) = s(X)). Íèæå áóäåò íàéäåíî ìíîæåñòâî Yσ òàêîå, ÷òî P ∈ Yσ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó.

Ïðîöåäóðà

ÂÕÎÄ: ðàçáèåíèå σ0 = (XP
1 , X

P
2 , . . . , X

P
k ), ñîñòîÿùåå èç k êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ñ îïðåäåëåííûì íà íåì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì ≤P .

ÂÛÕÎÄ: ðàçáèåíèå σ = (X1, X2, . . . , Xl), ñîñòîÿùåå èç l êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

ñ îïðåäåëåííûì íà íåì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì ≤σ.

Øàã 0: Ïîëàãàåì σ = σ0. Åñëè l = k, òî ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïåðåõîäèì íà øàã 1.

Øàã j (1 ≤ j ≤ l − k):

1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè Xi ∈ σ =

(X1, X2, . . . , Xk+j−1) òàêîé, ÷òî |Xi| ≥ 2 è Xi ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ

x ∈ X \ {xt, xs}. Êëàññ ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè âñåãäà ñóùåñòâóåò, ïî-

ñêîëüêó n > l > k + j − 1.
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2. Ïåðåìåñòèì ïåðåìåííóþ x èç êëàññà Xi â íîâûé êëàññ X ′ è îïðåäåëèì

íîâûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê ≤σ êàê Xi ≤σ X ′ ≤ Xi+1. Ïîëàãàåì σ =

(X1, X2, . . . , Xi, X
′, Xi+1, . . . , Xl+j−1) è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó ïðîöåäó-

ðû.

Íåôîðìàëüíûé ñìûñë ïðîöåäóðû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ìû óâåëè÷èâàåì ÷èñëî

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîõðàíÿÿ îòíîøåíèå <σ.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû ìû ïîëó÷àåì óïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå σ, ñîñòî-

ÿùåå ðîâíî èç l êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè Xi. Ïîñêîëüêó ïðîöåäóðà íå ïåðåìåùàåò

ïåðåìåííûå xt, xs, òî xt, xs ∈ X1 è ïîýòîìó σ ÿâëÿåòñÿ Y -íåïðèâîäèìûì ðàçáèåíèåì.

Äîêàæåì, ÷òî P ∈ Yσ = V(Sσ). Óðàâíåíèå xi ≤ xj ∈ Sσ (àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàñ-

ñìîòðåòü ðàâåíñòâî xi = xj ∈ Sσ) íå óäîâëåòâîðÿåò òî÷êå P , åñëè òîëüêî pi > pj.

Ïîñêîëüêó ïðîöåäóðà ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà <σ, òî ìû ïîëó÷àåì

xj <σ xi, è ïîýòîìó óðàâíåíèå xi ≤ xj íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ñèñòåìå Sσ � ïðîòè-

âîðå÷èå.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ êàæäîãî σ âûïîëíåíî Yσ ⊆ Y . Ðàññìîòðèì òî÷êó

P = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Yσ. Ïîñêîëüêó σ = (X1, X2, . . . , Xl) ÿâëÿåòñÿ Y -íåïðèâîäèìûì

ðàçáèåíèåì, òî êëàññ X1 ñîäåðæèò ïåðåìåííûå xt ∈ Var(t), xs ∈ Var(s) è, êðîìå òîãî,

pt = ps. Òàê êàê X1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êëàññîì îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ≤σ, òî

xt ≤ xi ∈ Sσ, xs ≤ xi ∈ Sσ äëÿ ëþáîãî i ∈ [1, n] \ {t, s}.

Òàêèì îáðàçîì, pt = ps ≤ pi äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n, è ìû ïîëó÷àåì

t(P ) = pt = ps = s(P )⇒ P ∈ V(t(X) = s(X)) = Y.

J

Ïóñòü σ = (X1, X2, . . . , Xl) ÿâëÿåòñÿ Y -íåïðèâîäèìûì ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà ïå-

ðåìåííûõ X. Îïðåäåëèì òî÷êó Pσ = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Lnl ñëåäóþùèì îáðàçîì

pi = ak åñëè xi ∈ Xk.

Ëåììà 5.5. Òî÷êà Pσ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Yσ, íî Pσ /∈ Yσ′ äëÿ êàæäîãî

Y -íåïðèâîäèìîãî ðàçáèåíèÿ σ′ 6= σ. Òàêèì îáðàçîì, â îáúåäèíåíèè (95) âûïîëíåíî

Yσ1 * Yσ2 äëÿ ðàçëè÷íûõ σ1, σ2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà äàåò Pσ ∈ V(Sσ) = Yσ.

Ðàññìîòðèì Y -íåïðèâîäèìîå ðàçáèåíèå

σ′ = (X ′1, X
′
2, . . . , X

′
l) 6= σ = (X1, X2, . . . , Xl).

Ñóùåñòâóþò ïåðåìåííûå xi, xj òàêèå, ÷òî xi <σ xj, íî xi ≥σ′ xj. Äëÿ òî÷êè Pσ ìû

èìååì pi < pj, ñëåäîâàòåëüíî, Pσ íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ xi ≥ xj ∈ Sσ′ , è

ïîýòîìó Pσ /∈ Yσ′ . J

Èç ëåìì 5.3, 5.4, 5.5 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Yσ â ðàçëîæåíèè (95) ÿâëÿþòñÿ íåïðè-

âîäèìûìè êîìïîíåíòàìè ìíîæåñòâà Y . Òàêèì îáðàçîì, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.6. ×èñëî Y -íåïðèâîäèìûõ ðàçáèåíèé àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Y =

V(t(X) = s(X)) ðàâíî ÷èñëó íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Y .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ îáúåäèíåíèÿ (95).

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü (95) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò àëãåá-

ðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Y = V(t(X) = s(X)) íàä ïîëóðåøåòêîé Ll. Òîãäà

1. òî÷êà P ïðèíàäëåæèò âñåì ìíîæåñòâàì Yσ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P = (a, a, . . . , a) äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Ll;

2.

Yσ \
⋃
σ′ 6=σ

Yσ′ = {Pσ}

(ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçëîæåíèå (95) èçáûòî÷íî, òî åñòü êàæäàÿ òî÷êà ìíî-

æåñòâà Y \
⋃
σ{Pσ} ïðèíàäëåæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâóì íåïðèâîäèìûì êîì-

ïîíåíòàì);

3. âñå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Y èçîìîðôíû äðóã äðóãó;

4. |Yσ| =
(

2l−1
l

)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî σ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. ßñíî, ÷òî òî÷êà P = (a, a, . . . , a) óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñèñòåìàì Sσ, è ïîýòîìó

P ∈
⋃
σ Yσ.

Ðàññìîòðèì òî÷êó Q = (q1, q2, . . . , qn) òàêóþ, ÷òî qi < qj. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà

Q íå óäîâëåòâîðÿåò ìíîæåñòâó Yσ, ãäå xi ≥σ xj. Òàêèì îáðàçîì, Q /∈
⋂
σ Yσ.
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2. Â ëåììå 5.5 áûëî äîêàçàíî, ÷òî Pσ ∈ Yσ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîëüêî òî÷êà Pσ äå-

ëàåò âñå íåðàâåíñòâà ≤ ñèñòåìû Sσ ñòðîãèìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè P = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Yσ \ {Pσ} ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå xi ≤ xj ∈ Sσ òàêîå,

÷òî pi = pj. Íèæå áóäåò íàéäåíî Y -íåïðèâîäèìîå ðàçáèåíèå σ′ ñî ñâîéñòâîì

P ∈ Yσ′ .

Ïóñòü σ = (X1, X2, . . . , Xl), xi ∈ Xi′ , è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî xj ∈ Xi′+1. Åñëè i′ 6= 1, òî ìû ïîëàãàåì σ′ = (X ′1, X
′
2, . . . , X

′
l), ãäå

X ′k =


Xk, åñëè k 6= i′, k 6= i′ + 1,

(Xi′+1 \ {xj}) ∪ {xi}, åñëè k = i′ + 1,

(Xi′ \ {xi}) ∪ {xj}, åñëè k = i′

(96)

Ïîñêîëüêó X ′1 = X1, òî σ′ ÿâëÿåòñÿ Y -íåïðèâîäèìûì ðàçáèåíèåì. Ñèñòåìà Sσ′

ñîäåðæèò óðàâíåíèå xj ≤ xi âìåñòî xi ≤ xj ∈ Sσ. Òàê êàê îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ

ñèñòåì Sσ′ ,Sσ îäèíàêîâû, òî P ∈ V(Sσ′) = Yσ′ .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî i′ = 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî xi ∈ Var(t). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Y -íåïðèâîäèìîãî ðàçáèåíèÿ

ñóùåñòâóåò ïåðåìåííàÿ xk ∈ X1 ∩ Var(s). Åñëè xj ∈ Var(t) ìû îïðåäåëÿåì σ′

ïî ôîðìóëå (96). Â ýòîì ñëó÷àå êëàññ X ′1 ñîäåðæèò ïåðåìåííûå xj ∈ Var(t),

xk ∈ Var(s), è ïîýòîìó σ′ ÿâëÿåòñÿ Y -íåïðèâîäèìûì ðàçáèåíèåì P ∈ Yσ′ . Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå (xj ∈ Var(s)), ìû áåðåì ïåðåìåííóþ xk âìåñòî xi è ïîâòîðÿ-

åì âñå ðàññóæäåíèÿ âûøå.

3. Äàííîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 5.3.

4. Äëÿ ðàçáèåíèÿ σ = (X1, X2, . . . , Xl) ÷èñëî |Yσ|, î÷åâèäíî, ðàâíî ÷èñëó ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé X1 ≤ X2 ≤ . . . ≤ Xl òàêèõ, ÷òî Xi ∈ {a1, a2, . . . , al}. Ñîãëàñíî

ôîðìóëàì êîìáèíàòîðèêè, ÷èñëî òàêèõ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâ-

íî
(

2l−1
l

)
.

J
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5.4 Ñðåäíåå ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò

Ïóñòü
{
n
m

}
� ÷èñëî Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,

{
n
m

}
ðàâíî ÷èñëó

âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ íà m íåïóñòûõ íåïîìå÷åííûõ

ïîäìíîæåñòâ. ×èñëî
{
n
m

}∗
= m!

{
n
m

}
, î÷åâèäíî, ðàâíî ÷èñëó âñåâîçìîæíûõ ðàçáè-

åíèé ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ íà m ïîìå÷åííûõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ. Òàêèì îá-

ðàçîì, ñóùåñòâóåò ðîâíî
{
n
l

}∗
óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé σ = (X1, X2, . . . , Xl) ìíî-

æåñòâà ïåðåìåííûõ X (|X| = n) íà l óïîðÿäî÷åííûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Óïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå σ = (X1, X2, . . . , Xl) íå ÿâëÿåòñÿ Y -íåïðèâîäèìûì, åñëè

X1 ⊆ Var(t) \ Var(s) ëèáî X1 ⊆ Var(s) \ Var(t) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (k1, k2)-óðàâíåíèÿ

t(X) = s(X) ñóùåñòâóåò ðîâíî

k1∑
i=1

(
k1

i

){
n− i
l − 1

}∗
óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé σ ñ X1 ⊆ Var(t) \ Var(s). Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò ðîâíî

k2∑
i=1

(
k2

i

){
n− i
l − 1

}∗
óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé σ ñî ñâîéñòâîì X1 ⊆ Var(s) \ Var(t).

Ïî òåîðåìå 5.6 äëÿ (k1, k2)-óðàâíåíèÿ t(X) = s(X) ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ êîìïî-

íåíò (Y -íåïðèâîäèìûõ ðàçáèåíèé) ðàâíî

Irr(k1, k2, n, l) =

{
n

l

}∗
−

k1∑
i=1

(
k1

i

){
n− i
l − 1

}∗
−

k2∑
i=1

(
k2

i

){
n− i
l − 1

}∗
. (97)

Òîãäà ñðåäíåå ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, îïðåäåëÿ-

åìûõ óðàâíåíèÿìè èç Eq(n), ðàâíî

Irr(n, l) =

∑
(k1,k2)∈Kn #Eq(k1, k2, n)Irr(k1, k2, n, l)

#Eq(n)
=∑n−1

k1=0

∑n−k1
k2=0 #Eq(k1, k2, n)Irr(k1, k2, n, l)−#Eq(0, n, n)Irr(0, n, n, l)

#Eq(n)

Íèæå ìû âû÷èñëèì âåëè÷èíó Irr èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

1. ñèìâîë A
(1)
= B îáîçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå B áûëî ïîëó÷åíî èç A ñ ïîìîùüþ

áèíîìà Íüþòîíà

(a+ b)n =
n∑
i=0

(
n

i

)
aibn−i.
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2. ñèìâîë A
(2)
= B îáîçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå B áûëî ïîëó÷åíî èç A ñ ïîìîùüþ

ñëåäóþùåãî òîæäåñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ(
a

b

)(
b

c

)
=

(
a

c

)(
a− c
b− c

)
.

3. ñèìâîë A
(3)
= B îáîçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå B áûëî ïîëó÷åíî èç A ñ ïîìîùüþ

ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà{
a+ 1

b

}
= b

{
a

b

}
+

{
a

b− 1

}
.

4. ñèìâîë A
(4)
= B îáîçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå B áûëî ïîëó÷åíî èç A ñ ïîìîùüþ

ñëåäóþùåãî òîæäåñòâà ÷èñåë Ñòèðëèíãà{
a+ 1

b+ 1

}
=

a∑
i=0

(
a

i

){
i

b

}
.

Çàìåòè, ÷òî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ìîæíî çàìåíèòü ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ íà∑a
i=c (ãäå c < b), ïîñêîëüêó

{
c
b

}
= 0 äëÿ c < b.

Èìååì

#Eq(0, n, n)Irr(0, n, n, l) =

(
n

0

)(
n

n

)({
n

l

}∗
−

n∑
i=1

(
n

i

){
n− i
l − 1

}∗)
=

{
n

l

}∗
−

n∑
i=1

(
n

n− i

){
n− i
l − 1

}∗
=

{
n

l

}∗
−
n−1∑
j=0

(
n

j

){
j

l − 1

}∗
=

{
n

l

}∗
−(l−1)!

n−1∑
j=0

(
n

j

){
j

l − 1

}
(4)
={

n

l

}∗
− (l − 1)!

({
n+ 1

l

}
−
{

n

l − 1

})
(3)
=

{
n

l

}∗
− (l − 1)!l

{
n

l

}
= 0,

n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

#Eq(k1, k2, n)Irr(k1, k2, n) =

n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)({
n

l

}∗
−

k1∑
i=1

(
k1

i

){
n− i
l − 1

}∗
−

k2∑
i=1

(
k2

i

){
n− i
l − 1

}∗)
=

n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

){
n

l

}∗
−

n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

) k1∑
i=1

(
k1

i

){
n− i
l − 1

}∗
−

n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

) k2∑
i=1

(
k2

i

){
n− i
l − 1

}∗
= S1 − S2 − S3,

ãäå

S1 =

{
n

l

}∗ n−1∑
k1=0

(
n

k1

)
2n−k1

(1)
=

{
n

l

}∗
(3n − 1),
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S2
(2)
=

n−1∑
k1=0

k1∑
i=1

(
n

k1

)(
k1

i

){
n− i
l − 1

}∗ n−k1∑
k2=0

(
n− k1

k2

)
(1)
=

n−1∑
k1=0

k1∑
i=1

(
n

i

)(
n− i
k1 − i

){
n− i
l − 1

}∗
2n−k1 =

n−1∑
i=1

(
n

i

){
n− i
l − 1

}∗ n−1∑
k1=i

(
n− i
k1 − i

)
2n−k1 =

n−1∑
i=1

(
n

i

){
n− i
l − 1

}∗ n−i−1∑
j=0

(
n− i
j

)
2n−i−j =

n−1∑
i=1

(
n

i

){
n− i
l − 1

}∗(n−i∑
j=0

(
n− i

n− i− j

)
2n−i−j − 1

)
(1)
=

n−1∑
i=1

(
n

i

){
n− i
l − 1

}∗ (
3n−i − 1

)
.

Âû÷èñëÿÿ

n−1∑
i=1

(
n

i

){
n− i
l − 1

}∗
= (l − 1)!

n−1∑
j=1

(
n

j

){
j

l − 1

}
(4)
= (l − 1)!

({
n+ 1

l

}
−
{

n

l − 1

})
(3)
=

(l − 1)!l

{
n

l

}
=

{
n

l

}∗
,

ìû ïîëó÷àåì

S2 =
n−1∑
i=1

(
n

i

){
n− i
l − 1

}∗
3n−i −

{
n

l

}∗
= S(n, l)−

{
n

l

}∗
,

ãäå

S(n, l) =
n−1∑
i=1

(
n

i

){
n− i
l − 1

}∗
3n−i.

Íàõîäèì

S3 =
n−1∑
k1=0

n−k1∑
i=1

n−k1∑
k2=i

(
n

k1

)(
n− k1

i

)(
n− k1 − i
k2 − i

){
n− i
l − 1

}∗
=

n−1∑
k1=0

n−k1∑
i=1

(
n

k1

)(
n− k1

i

){
n− i
l − 1

}∗ n−k1∑
k2=i

(
n− k1 − i
k2 − i

)
(1)
=

n−1∑
k1=0

n−k1∑
i=1

(
n

k1

)(
n− k1

i

){
n− i
l − 1

}∗
2n−k1−i

(2)
=

n−1∑
k1=0

n−k1∑
i=1

(
n

i

)(
n− i

n− k1 − i

){
n− i
l − 1

}∗
2n−k1−i =

n∑
i=1

(
n

i

){
n− i
l − 1

}∗
2n−i

n−i∑
k1=0

(
n− i
k1

)
2−k1

(1)
=

n∑
i=1

(
n

i

){
n− i
l − 1

}∗
2n−i

(
1 +

1

2

)n−i
=

n∑
i=1

(
n

i

){
n− i
l − 1

}∗
3n−i = S(n, l)+

(
n

n

){
n− n
l − 1

}∗
= S(n, l).

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Irr(n, l) =
S1 − S2 − S3 − 0

3n − 2
=

{
n
l

}∗
(3n − 1)− (S(n, l)−

{
n
l

}∗
)− S(n, l)

3n − 2
=

3n
{
n
l

}∗ − 2S(n, l)

3n − 2
. (98)

143



Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ Irr(n, 2), èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå

òîæäåñòâà äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà{
n

1

}
= 1,

{
n

2

}
= 2n−1 − 1.

Èìååì

S(n, 2) =
n−1∑
i=1

(
n

i

)
· 1 · 3n−i =

n−1∑
i=1

(
n

i

)
3n−i

(1)
= 4n − 3n − 1,

ñëåäîâàòåëüíî,

Irr(n, 2) =
3n · 2(2n−1 − 1)− 2(4n − 3n − 1)

3n − 2
=

6n − 2 · 4n + 2

3n − 2
. (99)

Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå n = 3 äàåò

Irr(3, 2) =
63 − 2 · 43 + 2

33 − 2
=

90

25
= 3.6, (100)

÷òî ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì, ïîëó÷åííûì â (94).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêó äëÿ Irr(n, l).

Ïðåäëîæåíèå 5.8. ×èñëî Irr(n, l) óäîâëåòâîðÿåò äâîéíîìó íåðàâåíñòâó

1

3

{
n

l

}∗
≤ Irr(n, l) ≤

{
n

l

}∗

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âåëè÷èíó S(n, l) ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

S(n, l) ≤ 3n−1

n−1∑
i=1

(
n

j

){
j

l − 1

}∗
(4)
= 3n−1(l − 1)!

({
n+ 1

l

}
−
{

n

l − 1

})
(3)
=

3n−1(l − 1)!l

{
n

l

}
= 3n−1

{
n

l

}∗
,

è àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

S(n, l) ≥ 3
n−1∑
i=1

(
n

j

){
j

l − 1

}∗
= 3

{
n

l

}∗
.

Òàêèì îáðàçîì,

Irr(n, l) ≤
3n
{
n
l

}∗ − 2 · 3
{
n
l

}∗
3n − 2

=

{
n

l

}∗
3n − 6

3n − 2
≤
{
n

l

}∗
,

144



è

Irr(n, l) ≥
3n
{
n
l

}∗ − 2 · 3n−1
{
n
l

}∗
3n − 2

=

{
n

l

}∗
3n − 2 · 3n−1

3n − 2
≥
{
n

l

}∗
3n − 2 · 3n−1

3n
=

1

3

{
n

l

}∗
.

J

Ïðåäëîæåíèå 5.9. Ïðè ôèêñèðîâàííîì l è n→∞ ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

Irr(n, l) ∼ ln.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë

Ñòèðëèíãà, {
n

l

}
=

1

l!

l∑
j=0

(−1)l−j
(
l

j

)
jn,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
{
n
l

}
∼ ln ïðè ôèêñèðîâàííîì l è n → ∞. Èñïîëüçóÿ óòâåðæäå-

íèå 5.8, ìû ïîëó÷àåì

Irr(n, l) ∼
{
n

l

}∗
= l!

{
n

l

}
∼ l!ln ∼ ln.

J
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6 Ýêâèâàëåíòíûå óðàâíåíèÿ íàä ïîëóðåøåòêàìè

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ãëàâå ïîëóðåøåòêè êîíå÷íû è

ñîäåðæàò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò 1 (åäèíèöó). Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ

èñêóññòâåííûì (òàê êàê ê ëþáîé ïîëóðåøåòêå ìîæíî âíåøíèì îáðàçîì äîáàâèòü

åäèíè÷íûé ýëåìåíò) è äîïîëíèòåëüíî îáîñíîâûâàåòñÿ â çàìå÷àíèè 6.1. Ìèíèìàëü-

íûé ýëåìåíò ïîëóðåøåòêè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 0, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ (âçÿòèÿ òî÷íîé

íèæíåé ãðàíè) îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ·. Íåñðàâíèìûå ýëåìåíòû a, b ∈ S áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç a ‖ b. Ýëåìåíò a ïîëóðåøåòêè S íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì, åñëè íå

ñóùåñòâóþò ýëåìåíòîâ b > a, c > a òàêèõ, ÷òî a = bc.

Íèæå ëþáàÿ ïîëóðåøåòêà S áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ÿçûêå Ls(S) = {·}∪ {s | s ∈

S}. Äëÿ ïðîñòîòû ðàñ÷åòîâ ìû íåìíîãî ìîäôèöèðóåì îáùåå îïðåäåëåíèå óðàâíåíèÿ â

ÿçûêå Ls(S): óðàâíåíèåì íàä S íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âèäà (t(X)s1, s(X)s2)

èëè (t(X)s1, s2), ãäå t(X), s(X) � íåïóñòûå ïðîèçâåäåíèÿ áóêâ èç ìíîæåñòâà X, si ∈

S. Óðàâíåíèå íàä S äàëåå áóäåì çàïèñûâàòü â òðàäèöèîííîé ôîðìå ñ ïîìîùüþ çíàêà

=: t(X)s1 = s(X)s2, t(X)s1 = s2.

Çàìå÷àíèå 6.1. Îïðåäåëåíèå óðàâíåíèÿ êàê óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî äàëåå â ðàáîòå âûðàæåíèÿ t(X)s1 = s(X)s2 è s(X)s2 = t(X)s1 ñ÷èòàþòñÿ ðàç-

íûìè óðàâíåíèÿìè. Áëàãîäàðÿ äàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìîæíî êîððåêòíî ãîâîðèòü

î ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Çàìåòèì, òàêæå, ÷òî âûðàæåíèå s1 = t(X)s2

ñîãëàñíî ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ óðàâíåíèåì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ïîñêîëüêó 1 ∈ S, òî âûðàæåíèÿ âèäà t(X)s1 = s(X), t(X) = s(X)s2, t(X) = s(X),

t(X) = s2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè íàä S.

Îòìåòèì, ÷òî äðóãèå âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà óðàâíåíèé íàä ïîëó-

ðåøåòêîé S îáñóæäàåòñÿ â çàìå÷àíèè 6.11.

Óðàâíåíèå âèäà t(X)s1 = s(X)s2 (t(X)s1 = s2) áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì ïåðâî-

ãî (âòîðîãî) ðîäà. Çàìåòèì, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ñîâìåñòíû, ïîñêîëüêó

òî÷êà (0, 0, . . . , 0) óäîâëåòâîðÿåò ëþáîìó òàêîìó óðàâíåíèþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eqim ìíîæåñòâî âñåõ óðàâíåíèé i-ãî ðîäà íàä ïîëóðåøåòêîé S,

çàâèñÿùèõ îò íå áîëåå ÷åìm ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì Eqm = Eq1
m∪Eq2

m � ìíîæåñòâî

âñåõ óðàâíåíèé îò íå áîëåå ÷åì m ïåðåìåííûõ. Ïóñòü ïîðÿäîê ïîëóðåøåòêè S ðàâåí

n. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå èç ìíîæåñòâà Eq1
m èìååò âèä t(X)s1 = s(X)s2
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(ãäå t(X), s(X) � íåïóñòûå ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ), òî ñóùåñòâóåò ðîâíî (2m −

1)2n2 óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî |Eq2
m| = (2m − 1)n2.

Òàêèì îáðàçîì,

|Eqm| = (2m − 1)2n2 + (2m − 1)n2 = 2mn2(2m − 1).

Ìíîæåñòâî óðàâíåíèé íàä ïîëóðåøåòêîé S ñ ðåøåíèåì Y ⊆ Sm ìû îáîçíà÷àåì

íèæå ÷åðåç Eqm(Y ) ⊆ Eqm.

147



6.1 Äâå ñåðèè ïîëóðåøåòîê

Ïîëó÷åííûå â äàííîì ïàðàãðàôå ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå

îñíîâíûõ òåîðåì ïàðàãðàôà 6.2.

Ïóñòü Ln � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóðåøåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç n (n ≥ 2) ýëå-

ìåíòîâ 0 < 1 < 2 < . . . < n− 1 (äëÿ óäîáñòâà ýëåìåíòû ïîëóðåøåòêè Ln îáîçíà÷åíû

íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, åäèíèöåé ïîëóðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò n− 1).

Ëåììà 6.2. Äëÿ ïîëóðåøåòêè Ln èìååì ðàâåíñòâî:

|Eqm(∅)| = (2m − 1)
n(n− 1)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ëþáîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà ñîâìåñòíî íàä Ln, òî íàé-

äåì êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà íåñîâìåñòíûõ íàä Ln. Î÷åâèäíî ÷òî óðàâ-

íåíèå t(X)c = d íåñîâìåñòíî íàä Ln òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c < d. Îáùåå

êîëè÷åñòâî ïàð {(c, d) | c < d} ðàâíî n(n−1)
2

.

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ðîâíî 2m− 1 íåïóñòûõ ïðîèçâåäåíèé t(X) îò íå áîëåå ÷åì

m ïåðåìåííûõ, òî îáùåå ÷èñëî íåñîâìåñòíûõ óðàâíåíèé íàä Ln ðàâíî (2m− 1)n(n−1)
2

.

J

Ñâåäåíèÿ îá óðàâíåíèÿõ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïîëóðåøåòêîé Ln è èõ ðå-

øåíèÿõ ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå (íèæå ÷åðåç [a, b] îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî

{x | a ≤ x ≤ b} ⊆ Ln).

Ìíîæåñòâî Y ⊆ Ln Óðàâíåíèÿ ñ Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé

ðåøåíèåì Y ñ ðåøåíèåì Y

Ln {xa = xa | a ∈ Ln}∪ n+ 1

{x0 = 0}

[0, k] {xk = xa | a > k}∪ 2(n− k)

(0 < k < n− 1) {xa = xk | a > k}

[k, n] (k > 0) xk = k 1

k (0 < k < n− 1) {xa = k | a > k} n− k

0 {x0 = xa | a 6= 0}∪ 3(n− 1)

{xa = x0 | a 6= 0}∪

{xa = 0 | a 6= 0}

∅ {xa = b | a < b} n(n− 1)/2
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Ïóñòü Fn � âååðíàÿ ïîëóðåøåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç n (n ≥ 2) ýëåìåíòîâ

0, s1, s2, . . . , sn−2, 1, ãäå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ s1, s2, . . . , sn−2 îáðàçóþò àíòèöåïü, êî-

òîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç An.

Fn :
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��
��

��
��

@
@
@

@
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�
�
�

0

s2 sn−2. . .s1 PP
PP

PP
PP

PP
PP

�
�
�
�

A
A
A
A
1

ßñíî, ÷òî ïðè n = 2, 3 ïîëóðåøåòêè Fn, Ln èçîìîðôíû äðóã äðóãó.

Ëåììà 6.3. Äëÿ ïîëóðåøåòêè Fn èìååì ðàâåíñòâî:

|Eqm(∅)| = (2m − 1)(n2 − 3n+ 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ëþáîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà ñîâìåñòíî íàä Fn, òî íàé-

äåì êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà íåñîâìåñòíûõ íàä Fn. Î÷åâèäíî ÷òî óðàâíå-

íèå t(X)c = d ñîâìåñòíî íàä Fn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (c, d) ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó

{(c, 0) | c ∈ Fn} ∪ {(si, si) | 1 ≤ i ≤ n− 2} ∪ {(1, si) | 1 ≤ i ≤ n− 2} ∪ {(1, 1)}

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî óêàçàííûå âûøå ÷åòûðå ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ,

íàõîäèì îáùåå êîëè÷åñòâî ïàð (c, d), ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå t(X)c = d ñîâìåñòíî:

n+ (n− 2) + (n− 2) + 1 = 3(n− 1).

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò 2m − 1 íåïóñòûõ ïðîèçâåäåíèé t(X) îò íå áîëåå ÷åì m

ïåðåìåííûõ, òî îáùåå ÷èñëî ñîâìåñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà íàä Fn ðàâíî

3(2m − 1)(n − 1). Ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî íåñîâìåñòíûõ óðàâíåíèé îò íå áîëåå ÷åì

m ïåðåìåííûõ íàä ïîëóðåøåòêîé Fn ðàâíî:

(2m − 1)n2 − 3(2m − 1)(n− 1) = (2m − 1)(n2 − 3n+ 3).

J

Ñâåäåíèÿ îá óðàâíåíèÿõ îò îäíîé ïåðåìåííîé è èõ ðåøåíèÿõ íàä Fn (n ≥ 6)

ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå.
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Ìíîæåñòâî Y ⊆ Fn Óðàâíåíèÿ ñ Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé

ðåøåíèåì Y ñ ðåøåíèåì Y

Fn {xa = xa | a ∈ Fn} ∪ {x0 = 0} n+ 1

∪{x0 = 0}

An \ {a} (a ∈ An) xa = 0, xa = x0, x0 = xa 3

An \ {a, b} (a, b ∈ An, a 6= b) xa = xb, xb = xa 2

a (a 6= 0) x1 = a 1

0 x1 = 0, x1 = x0, x0 = x1 3

{0, a} (a ∈ An) x1 = xa, xa = x1 2

{a, 1} (a ∈ An) xa = a 1

∅ {xa = b | a � b} n2 − 3n+ 3

Äëÿ ïîëóðåøåòîê F4, F5 èìååì ñëåäóþùèå òàáëèöû.

Ìíîæåñòâî Y ⊆ F4 Óðàâíåíèÿ ñ Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé

ðåøåíèåì Y ñ ðåøåíèåì Y

F4 {xa = xa | a ∈ F4} ∪ {x0 = 0} 5

∪{x0 = 0}

A4 \ {a} (a ∈ A4) xa = 0, xa = x0, x0 = xa 3

a (a 6= 0) x1 = a 1

0 x1 = 0, x1 = x0, x0 = x1, 5

xs1 = xs2, xs2 = xs1

{0, a} (a ∈ A4) x1 = xa, xa = x1 2

{a, 1} (a ∈ A4) xa = a 1

∅ {xa = b | a � b} 7
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Ìíîæåñòâî Y ⊆ F5 Óðàâíåíèÿ ñ Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé

ðåøåíèåì Y ñ ðåøåíèåì Y

F5 {xa = xa | a ∈ F5} ∪ {x0 = 0} 6

∪{x0 = 0}

A5 \ {a} (a ∈ A5) xa = 0, xa = x0, x0 = xa 3

a (a 6= 0) x1 = a 1

0 x1 = 0, x1 = x0, x0 = x1 3

{0, a} (a ∈ A5) x1 = xa, xa = x1 4

xb = xc, xc = xb (b, c ∈ A5 \ {a})

{a, 1} (a ∈ A5) xa = a 1

∅ {xa = b | a � b} 13
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6.2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 6.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëóðåøåòêè S, ñîñòîÿùåé èç n ýëåìåíòîâ, âû-

ïîëíåíî

(2m − 1)
n(n− 1)

2
≤ |Eqm(∅)| ≤ (2m − 1)(n2 − 3n+ 3). (101)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ëþáîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà ñîâìåñòíî, òî äàëåå áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà. Ìíîæåñòâî Eq2
m ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ òðåõ ìíîæåñòâ óðàâíåíèé:

Eq2
m = M1 ∪M2 ∪M3 = {t(X)c = d|c ≥ d} ∪ {t(X)c = d|c < d} ∪ {t(X)c = d|c ‖ d}.

Âñå óðàâíåíèÿ èç ìíîæåñòâà M1 ñîâìåñòíû (âñå îíè óäîâëåòâîðÿþò òî÷êå

(d, d, . . . , d)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå óðàâíåíèÿ èç ìíîæåñòâ M2,M3 íåñîâìåñòíû è

ïîýòîìó Eqm(∅) = M2 ∪M3. Ïîñêîëüêó |Eq2
m| = (2m − 1)n2, òî

|Eqm(∅)| = (2m − 1)n2 − |M1|.

Âåëè÷èíà |M1| ðàâíà êîëè÷åñòâó ïàð ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ ïîëóðåøåòêè S è â êëàññå

âñåõ ïîëóðåøåòîê ïîðÿäêà n âåëè÷èíà |M1| äîñòèãàåò ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) íà ïî-

ëóðåøåòêå Fn (Ln). Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà |Eqm(∅)| ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå (ìàê-

ñèìàëüíîå) çíà÷åíèÿ íà ïîëóðåøåòêå Ln (Fn), è ñ ïîìîùüþ ëåìì 6.2, 6.3 ìû ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. J

Òåîðåìà 6.5. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîé ïîëóðåøåòêè ïîðÿäêà n > N âûïîëíåíî

1

2m+1
− ε ≤ Eqm(∅)

Eqm
≤ 1

2m
. (102)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèâ âñå ÷àñòè äâîéíîãî íåðàâåíñòâà (101) íà |Eqm| =

2mn2(2m − 1) ïîëó÷èì

(2m − 1)n(n− 1)

2 · 2mn2(2m − 1)
≤ |Eqm(∅)|
|Eqm|

≤ (2m − 1)(n2 − 3n+ 3)

2mn2(2m − 1)
,

1

2m+1

(
1− 1

n

)
≤ |Eqm(∅)|
|Eqm|

≤ 1

2m

(
1− 3

n
+

3

n2

)
≤ 1

2m
.
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Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå 1 − 1
n
ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè n → ∞, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N áóäåò âûïîëíÿòñÿ íåðàâåíñòâî (102). J

Äëÿ íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ A ⊆ S çíà÷åíèå âåëè÷èíû |Eq1(A)| ìîæíî âû÷èñ-

ëèòü òî÷íî äëÿ ëþáîé ïîëóðåøåòêè S.

Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëóðåøåòêà ïîðÿäêà n. Òîãäà âåðíû ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. |Eq1(S)| = n+ 1.

2. Ïóñòü a ∈ S \ {0}, òîãäà |Eq1({x | x ≥ a})| = 1. Â ÷àñòíîñòè, |Eq1({1})| = 1

3. Ïóñòü a ∈ S\{0, 1} � íåðàçëîæèìûé ýëåìåíò. Òîãäà |Eq1({a})| = |{x | x > a}|.

4. Ïóñòü 0 ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì ýëåìåíòîì ïîëóðåøåòêè S (òî åñòü â S

ðîâíî îäèí àòîì). Òîãäà |Eq1({0})| = 3(n− 1).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Äîïóñòèì, ÷òî VS(xc = d) = S. Òîãäà

0 ∈ VS(xc = d)⇒ d = 0, c ∈ VS(xc = 0)⇒ c = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ðîäà ñ ðåøåíèåì S ÿâëÿåòñÿ

x0 = 0.

Ïóñòü òåïåðü óðàâíåíèå xa = xb èìååò ðåøåíèå S. Òîãäà

a ∈ VS(xa = xb)⇒ a = ab, b ∈ VS(xa = xb)⇒ ab = b,

è ïîýòîìó a = b. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ðîâíî n óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà ñ

ðåøåíèåì S. Ñëåäîâàòåëüíî (ó÷èòûâàÿ è óðàâíåíèå x0 = 0), |Eq1(S)| = n+ 1.

2. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {x | x ≥ a} ÷åðåç Y . ßñíî, ÷òî íèêàêîå óðàâíåíèå âèäà

xb = xc íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèå Y , òàê êàê 0 ∈ VS(xa = xb)\Y . Äîïóñòèì, ÷òî

VS(xc = d) = Y äëÿ íåêîòîðûõ c, d ∈ Y . Èìååì

a ∈ Y ⇒ ac = d⇒ d ≤ c⇒ dc = d⇒ d ∈ VS(xc = d)⇒ d ∈ Y ⇒ d ≥ a,

îäíàêî ðàâåíñòâî ac = d âëå÷åò d ≤ a. Ñëåäîâàòåëüíî, d = a, íî òîãäà

a ∈ Y ⇒ ac = a⇒ c ≥ a⇒ c ∈ Y ⇒ c ∈ VS(xc = a)⇒ cc = a⇒ c = a.

153



Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå xa = a ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì

óðàâíåíèåì âî ìíîæåñòâå Eq1 ñ ðåøåíèåì Y , è ïîýòîìó |Eq1(Y )| = 1.

3. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî Eq1({a}) íå ñîäåðæèò óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà, ïîñêîëüêó

êàæäîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà óäîâëåòâîðÿåò òî÷êå 0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

âòîðîãî ðîäà xb = c ñ ðåøåíèåì {a}. Ðàâåíñòâî ab = c âëå÷åò c ≤ b è, ñëåäîâà-

òåëüíî, c ∈ VS(xb = c). Ïîñêîëüêó VS(xb = c) = {a}, òî c = a.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî b > a óðàâíåíèå xb = a èìååò ðåøåíèå {a}. Åñëè

ñóùåñòâóåò îòëè÷íûé îò a ýëåìåíò c ∈ VS(xb = a), òî ïîëó÷àåì cb = a, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò íåðàçëîæèìîñòè ýëåìåíòà a

Òàêèì îáðàçîì, Eq1({a}) = {xb = a | b > a} è ïîýòîìó |Eq1({a})| = |{b | b > a}|.

4. Îáîçíà÷èì åäèíñòâåííûé àòîì ïîëóðåøåòêè S ÷åðåç a. Äîïóñòèì, ÷òî óðàâíå-

íèå ïåðâîãî ðîäà xb = xc (b, c 6= 0) èìååò ðåøåíèå {0}. Ïîñêîëüêó b, c ≥ a, òî

ab = ac = a è ïîýòîìó a ∈ VS(xb = xc) � ïðîòèâîðå÷èå.

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî VS(xb =

0) = {0} äëÿ âñåõ b 6= 0 è äðóãèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ñ ðåøåíèåì {0} íåò.

Òàêèì îáðàçîì,

Eq1({0}) = {xb = 0 | b > 0} ∪ {x0 = xb | b > 0} ∪ {xb = x0 | b > 0},

è ïîýòîìó

|Eq1({0})| = |{xb = 0 | b > 0}|+|{x0 = xb | b > 0}|+|{xb = x0 | b > 0}| = 3(n−1).

J

Òåîðåìà 6.7. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëóðåøåòêà, |S| = n ≥ 6, è Y ⊆ S �

íåïóñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä S. Òîãäà

|Eq1(Y )| < |Eq1(∅)|.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.7 áóäåò ñëåäîâàòü èç ïðèâåäåííûõ íèæå ëåìì.

Ëåììà 6.8. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëóðåøåòêà, |S| = n ≥ 6, è Y ⊆ S �

íåïóñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä S, Y 6= {0}. Òîãäà

|Eq1(Y )| < |Eq1(∅)|. (103)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî Eq1(Y ) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îáúåäèíåíèÿ

Eq1(Y ) = Eq1
1(Y )∪Eq2

1(Y ), ãäå Eqi1(Y ) � ìíîæåñòâî óðàâíåíèé i-ãî ðîäà ñ ðåøåíèåì

Y . Ìíîæåñòâî Eq1
1(Y ) â ñâîþ î÷åðåäü åñòü îáúåäèíåíèå

Eq1
1(Y ) = Eq‖(Y ) ∪ Eq+(Y ) ∪ Eq−(Y ) ∪ Eq=(Y ),

ãäå Eq‖(Y ),Eq+(Y ),Eq−(Y ),Eq=(Y ) � ñóòü ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà â Eq1
1(Y ):

Eq‖(Y ) = {xa = xb | a ‖ b},

Eq+(Y ) = {xa = xb | a < b}, Eq1
−(Y ) = {xa = xb | a > b},

Eq=(Y ) = {óðàâíåíèÿ ñ îäèíàêîâîé ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòüþ}.

Ïîñêîëüêó âñå óðàâíåíèÿ

x0 = a (a 6= 0), xa = 1 (a 6= 1)

íåñîâìåñòíû íàä S, òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñíèçó íà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

Eq1(∅):

2(n− 1) ≤ |Eq1(∅)|. (104)

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðîñòåéøèå ñëó÷àè.

1. Ïóñòü Y = S (òî åñòü êàæäîå óðàâíåíèå èç Eq1(Y ) óäîâëåòâîðÿåò âñåì ýëåìåí-

òàì ïîëóðåøåòêè S). Ïî òåîðåìå 6.6, |Eq1(Y )| = n + 1. ßñíî, ÷òî ïðè óñëîâèè

n ≥ 6 ìû èìååì íåðàâåíñòâî

|Eq1(Y )| = n+ 1 < 2(n− 1) ≤ |Eq1(∅)|,

è ïîëó÷àåì (103).

2. Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Y íå ñîäåðæèò òî÷êó 0. Â ýòîì ñëó÷àå Eq1
1(Y ) = ∅,

à ìíîæåñòâî Eq2
1(Y ) íå ñîäåðæèò óðàâíåíèé âèäà xa = 0. Ïóñòü xc = d, xc′ =

d′ ∈ Eq2
1(Y ). Òàê êàê äàííûå óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíû, òî d ≤ c, d′ ≤ c′ è ïîýòîìó

d, d′ ∈ Y . Ñëåäîâàòåëüíî, dc′ = d′, d′c = d, è ìû ïîëó÷àåì (d′c)c′ = d′ è d′ ≤

cc′ ≤ c. Òîãäà ðàâåíñòâî d′c = d ïðåâðàùàåòñÿ â d′ = d, è ïîýòîìó

Eq2
1(Y ) = {xc = d | c ∈ S ′}
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äëÿ íåêîòîðîãî d ∈ S è íåêîòîðîãî S ′ ⊆ S \ {0}). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

îöåíêó

|Eq1(Y )| = |Eq2
1(Y )| = |S ′| ≤ |S \ {0}| = n− 1 < 2(n− 1) ≤ |Eq1(∅)|,

è íåðàâåíñòâî (103) äîêàçàíî.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî Y ñîäåðæèò òî÷êó 0 è Y 6= S. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìíîæåñòâî Eq2
1(Y ) èìååò âèä

Eq2
1(Y ) = {xc = 0 | c ∈ S ′},

ãäå S ′ � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïîëóðåøåòêè S. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî S ′ íå ìîæåò

ñîäåðæàòü 0, òî |Eq2
1(Y )| ≤ n− 1. Ïîñêîëüêó Y 6= S, òî Eq1

=(Y ) = ∅.

Ïóñòü Eq+0(Y ) (Eq−0(Y ))� ìíîæåñòâî âñåõ óðàâíåíèé èç Eq+(Y ) (Eq−(Y )) ñ ëåâîé

(ïðàâîé) ÷àñòüþ x0. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Eq+0(Y ) = {x0 = xa | a ∈ S ′}, Eq−0(Y ) = {xa = x0 | a ∈ S ′},

è ïîýòîìó ìíîæåñòâà Eq1
+0(Y ),Eq1

−0(Y ),Eq2
1(Y ) ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà

ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ìîùíîñòü äàííûõ ìíîæåñòâ ÷åðåç k.

Ïóñòü

Eq++(Y ) = Eq+(Y ) \ Eq+0(Y ) = {xa = xb | a < b, a 6= 0} ∩ Eq+(Y ),

Eq−−(Y ) = Eq−(Y ) \ Eq−0(Y ) = {xb = xa | a < b, a 6= 0} ∩ Eq−(Y ).

Íèæå äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé ìíîæåñòâ Eq‖(Y ),Eq++(Y ),Eq2
1(Y ) áóäåò ïîñòðî-

åíî ìíîæåñòâî Eq‖(∅),Eq++(∅),Eq2
1(∅) íåñîâìåñòíûõ íàä S óðàâíåíèé:

xa = xb ∈ Eq‖(Y )⇒ xa = b ∈ Eq‖(∅)

(óðàâíåíèþ xb = xa ∈ Eq‖(Y ) ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå xb = a ∈ Eq‖(∅)),

xa = xb ∈ Eq++(Y )⇒ xb = a ∈ Eq++(∅),

xa = 0, xa′ = 0 ∈ Eq2
1(Y )⇒

xa
′ = a ∈ Eq2

1(∅), åñëè a � a′,

xa = a′ ∈ Eq2
1(∅), åñëè a ≤ a′

Èç ïîñòðîåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâà

U = Eq‖(∅) ∪ Eq++(∅) ∪ Eq2
1(∅)

íåñîâìåñòíû íàä S.

Ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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1. Äîêàæåì, ÷òî Eq‖(∅)∩Eq++(∅) = ∅. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî Eq‖(∅) ñîñòîèò

èç óðàâíåíèé xa = b, ãäå a ‖ b, îäíàêî ìíîæåñòâî Eq++(∅) ñîñòîèò èç óðàâíåíèé

xa = b, ãäå b > a.

2. Äîêàæåì, ÷òî Eq‖(∅)∩Eq2
1(∅) = ∅. Äîïóñòèì, ÷òî xa = b ∈ Eq‖(∅)∩Eq2

1(∅). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò óðàâíåíèÿ xa = xb ∈ Eq‖(Y ), xa = 0, xb = 0 ∈ Eq2
1(Y )

è a ‖ b. Ïîñêîëüêó âñå óðàâíåíèÿ xa = xb, xa = 0, xb = 0 ýêâèâàëåíòíû äðóã

äðóãó, òî ïîëó÷àåì

ab ∈ VS(xa = xb)⇒ ab ∈ VS(xa = 0)⇒ ab = 0⇒

b ∈ VS(xa = 0)⇒ b ∈ VS(xb = 0)⇒ b = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò a ‖ b.

3. Äîêàæåì, ÷òî Eq++(∅)∩Eq2
1(∅) = ∅. Äîïóñòèì, ÷òî xa = b ∈ Eq++(∅)∩Eq2

1(∅).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò óðàâíåíèÿ xa = xb ∈ Eq++(Y ), xa = 0, xb = 0 ∈

Eq2
1(Y ) è a < b. Ïîñêîëüêó âñå óðàâíåíèÿ xa = xb, xa = 0, xb = 0 ýêâèâàëåíòíû

äðóã äðóãó, òî ïîëó÷àåì

a ∈ VS(xa = xb)⇒ a ∈ VS(xa = 0)⇒ a = 0⇒ x0 = xb ∈ Eq++(Y ).

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Eq++(Y ).

4. Èç äîêàçàííûõ âûøå óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà

Eq‖(∅),Eq++(∅),Eq2
1(∅) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

5. Èç ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ Eq‖(∅),Eq++(∅),Eq2
1(∅) íàõîäèì èõ ìîùíîñòè:

|Eq‖(∅)| = |Eq‖(Y )|, |Eq++(∅)| = |Eq++(Y )|,

|Eq2
1(∅)| =

(
k

2

)
=
k(k − 1)

2
.

6. Äîêàæåì, ÷òî |Eq−−(Y )| = |Eq++(Y )| ≤ (n − 1) − k. Ðàâåíñòâî |Eq−−(Y )| =

|Eq++(Y )| ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ Eq−−(Y ),Eq++(Y ). Äîïó-

ñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò óðàâíåíèÿ xa = xb ∈ Eq+(Y ), xa′ = xb ∈ Eq+(Y ), ãäå

a 6= a′, a < b, a′ < b.

Èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óðàâíåíèé xa = xb, xa′ = xb, ïîëó÷àåì

a, a′ ∈ VS(xa = xb) = VS(xa′ = xb)⇒ a′a = a′b, aa′ = ab⇒ a′a = a′, aa′ = a⇒ a = a′,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó óðàâíåíèé xa = xb, xa′ = xb.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå óðàâíåíèå xa = xb ìíîæåñòâà Eq+(Y ) îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòîé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü xa = xb ∈ Eq++(Y ). Ïîñêîëüêó b 6= 0, òî ïî äîêàçàííîìó âûøå ýëåìåíò

b íå ìîæåò âõîäèòü íè â îäíî èç k óðàâíåíèé ìíîæåñòâà Eq+0(Y ) ⊆ Eq+(Y ), è

ìû ïîëó÷àåì íå áîëåå (n − 1) − k âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëÿ b. Ñëåäîâàòåëüíî,

|Eq−−(Y )| = |Eq++(Y )| ≤ (n− 1)− k.

7. Ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 2n− 3 íåñîâìåñòíûõ íàä S óðàâíåíèé, íå âõîäÿùèõ âî

ìíîæåñòâî U . Ïóñòü

U ′ = {x0 = a | a 6= 0} ∪ {xa = 1 | a /∈ A},

ãäå

A =

{1, c}, åñëè Y = {x | x ≤ c},

{1}, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ßñíî, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ èç ìíîæåñòâà U ′ íåñîâìåñòíû è |U ′| ≥ n− 1 + n− 2 =

2n − 3. Ïîêàæåì, ÷òî U ′ ∩ U = ∅. Èç ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà U ñëåäóåò, ÷òî

óðàâíåíèÿ âèäà x0 = a íå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó U . Äîïóñòèì, ÷òî

xa = 1 ∈ U ′ ∩U äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî xa = x1 ∈ Eq++(Y )

ëèáî xa = 0, x1 = 0 ∈ Eq2
1(Y ). Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì Y = {x | x ≤ a},

íî òîãäà A = {1, a}, è óðàâíåíèå xa = 1 íå ìîãëî ïîïàñòü â ìíîæåñòâî U ′. Âî

âòîðîì ñëó÷àå èìååì Y = {0}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ìíîæåñòâà Y .

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíèè óñëîâèÿ n ≥ 6 ìû ïîëó÷àåì |U | + |U ′| >

|Eq1(Y )|. Èìååì

|Eq1(Y )| = |Eq‖(Y )|+ |Eq++(Y )|+ |Eq−−(Y )|+ |Eq2
1(Y )|+ |Eq+0(Y )|+ |Eq−0(Y )| =

|Eq‖(Y )|+ |Eq++(Y )|+ |Eq−−(Y )|+ 3k ≤ |Eq‖(Y )|+ |Eq++(Y )|+ (n− 1) + 2k,

|U | = |Eq‖(∅)|+ |Eq++(∅)|+ |Eq2
1(∅)| = |Eq‖(Y )|+ |Eq++(Y )|+ k(k − 1)

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|U |+ |U ′| ≥ |Eq‖(Y )|+ |Eq++(Y )|+ k(k − 1)

2
+ 2n− 3.
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Âûÿñíèì, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |Eq1(Y )| < |U |+ |U ′|:

|Eq‖(Y )|+ |Eq++(Y )|+ (n− 1) + 2k < |Eq‖(Y )|+ |Eq++(Y )|+ k(k − 1)

2
+ 2(n− 1)⇔

(n− 1) + 2k <
k(k − 1)

2
+ 2n− 3⇔ k2 − 5k + 2n− 4 > 0.

Äèñêðèìèíàíò ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ðàâåí D = 25 − 4(2n − 4) è ïðè

n ≥ 6 ìû èìååì D < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî k2− 5k+ 2(n− 1) > 0 âûïîëíåíî

äëÿ ëþáîãî k, è ìû ïîëó÷èëè (103). J

Ýëåìåíò s ∈ S áóäåì íàçûâàòü ñóïåðàòîìíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî àòîìà a ïî-

ëóðåøåòêè S âûïîëíåíî s ≥ a. Ìíîæåñòâî âñåõ ñóïåðàòîìíûõ ýëåìåíòîâ ïîëóðå-

øåòêè S áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Super(S). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëóðåøåòêè

S ïîðÿäêà n ≥ 2 ìíîæåñòâî Super(S) íåïóñòî, ïîñêîëüêó 1 ∈ Super(S). Íàïðèìåð,

Super(Ln) = {1, 2, . . . , n− 1}, Super(Fn) = {1}.

Ëåììà 6.9. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ïîëóðåøåòêè S âûïîëíåíî

VS(xb = 0) = {0} ⇔ b ∈ Super(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò àòîì a � b, òî ab = 0 è a ∈ VS(xb = 0).

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò

a ∈ VS(xb = 0) è a′ � ïðîèçâîëüíûé àòîì ñî ñâîéñòâîì a′ ≤ a. Òîãäà íåðàâåíñòâî

0 = ab ≥ a′b âëå÷åò a′b = 0 è ïîýòîìó a′ � b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò b ∈ Super(S). J

Ëåììà 6.10. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëóðåøåòêà, |S| = n ≥ 6 è Y = {0}. Òîãäà

|Eq1(Y )| < |Eq1(∅)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â äîêàçà-

òåëüñòâå ëåììû 6.8.

Ïîñêîëüêó Y = {0}, òî Eq++(Y ) = Eq−−(Y ) = ∅. Ïóñòü xa = 0 ∈ Eq2
1(Y ), òîãäà ïî

ëåììå 6.9 a ∈ Super(S). Òàêèì îáðàçîì,

Eq2
1(Y ) = {xa = 0 | a ∈ Super(S)},
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Eq+0(Y ) = {x0 = xa | a ∈ Super(S)}, Eq−0(Y ) = {xa = x0 | a ∈ Super(S)}.

Îáîçíà÷èì k = |Eq2
1(Y )| = |Eq+0(Y )| = |Eq−0(Y )| = |Super(S)|. Èç îïðåäåëåíèÿ

âåëè÷èíû k ìû ïîëó÷àåì 1 ≤ k ≤ n− 1.

Ìíîæåñòâà Eq‖(∅),Eq2
1(∅) îïðåäåëÿþòñÿ êàê â ëåììå 6.8, è ïîýòîìó |Eq‖(∅)| =

|Eq‖(Y )|, |Eq2
1(∅)| = k(k−1)/2. Îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Eq‖(∅),Eq2

1(∅) ÷åðåç

U .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî óðàâíåíèé

U ′ = {xa = b | a /∈ Super(S), b ∈ Super(S)}, |U ′| = k(n− k).

Äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Âñå óðàâíåíèÿ èç ìíîæåñòâà U ′ íåñîâìåñòíû. Äîïóñòèì, ÷òî s ∈ VS(xa = b),

òîãäà

sa = b⇒ a ≥ b⇒ a ∈ Super(S),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâàì ýëåìåíòà a.

2. Äîêàæåì, ÷òî U ∩U ′ = ∅. Óðàâíåíèå xa = b ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U ðîâíî

â äâóõ ñëó÷àÿõ: ëèáî xa = 0, xb = 0 ∈ Eq2
1(Y ) ëèáî xa = xb ∈ Eq‖(Y ). Â ïåðâîì

ñëó÷àå ïî ëåììå 6.9 ïîëó÷àåì a ∈ Super(S) è ïîýòîìó óðàâíåíèå xa = b íå

ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó U ′.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé è äîïóñòèì, ÷òî xa = b ∈ U ′. Òàê êàê a ‖ b, òî a 6= 0.

Òî÷êà s = ab ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ xa = xb. Ïîñêîëüêó Y = {0}, òî

ab = 0. Îäíàêî åñëè ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíûé àòîì 0 < a′ ≤ a, òî â ñèëó

b ∈ Super(S) èìååì

0 = a′0 = a′(ab) = (a′b)a = a′a = a′,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà a′ 6= 0.

Ëåììà áóäåò äîêàçàíà, åñëè

|Eq1(Y )| < |U |+ |U ′|. (105)

Èìååì

|Eq1(Y )| = |Eq‖(Y )|+ 3k,

|U |+ |U ′| = |Eq‖(Y )|+ k(k − 1)

2
+ k(n− k).
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Íåðàâåíñòâî (105) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ äëÿ âñåõ k ∈

[1, n− 1].

3k <
k(k − 1)

2
+ k(n− k)⇔

k2 + 7k − 2kn < 0⇔ k(k − (2n− 7)) < 0⇔ .

0 < k < 2n− 7 (106)

Ïðè n ≥ 7 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 2n− 7 > n− 1, è ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (106)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ k ∈ [1, n−1]. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé n = 6. Íåðàâåíñòâî (106)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ïîëóðåøåòîê ñ 0 < k < 2 ·6−7 = 5. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî íåðà-

âåíñòâî (106) âûïîëíåíî äëÿ êàæäîé ïîëóðåøåòêè ïîðÿäêà 6 ñ k = |Super(S)| = 5.

Îäíàêî åäèíñòâåííîé ïîëóðåøåòêîé ñ ïàðàìåòðàìè n = 6, k = 5 ÿâëÿåòñÿ ïîëóðå-

øåòêà L6, äëÿ êîòîðîé íåðàâåíñòâî (106) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ïðèâåäåííîé â

ïàðàãðàôå 6.1 òàáëèöû 1. J

Òåîðåìà 6.7 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåìì 6.8, 6.10. Çàìåòèì, ÷òî ïðè n =

5 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.7 ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì (äëÿ ïîëóðåøåòêè L5 èìååì

|Eq1({0})| = 3(5− 1) = 12, |Eq1(∅)| = 5(5− 1)/2 = 10).

Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì, íàñêîëüêî �åñòåñòâåííî� áûëî âûáðàíî ìíîæåñòâî Eqm.

Çàìå÷àíèå 6.11. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî óðàâíå-

íèé Eqm îò íå áîëåå ÷åì m ïåðåìåííûõ. Óêàæåì ëèøü äâà íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ

èç íèõ:

1. äîáàâèòü â òåêóùåå ìíîæåñòâî Eqm âñå óðàâíåíèÿ âèäà a = t(X)b;

2. îñòàâèòü âî ìíîæåñòâå Eqm ðîâíî îäíî óðàâíåíèå èç êàæäîé ïàðû ñèììåò-

ðè÷íûõ óðàâíåíèé t(X)a = s(X)b, s(X)b = t(X)a.

Îòìåòèì, ÷òî îáà íîâûõ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Eqm ñèëüíî óâåëè÷èâàþò äîëþ

íåñîâìåñòíûõ óðàâíåíèé â Eqm, à îíà è òàê ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé (ñì.

òåîðåìû 6.4, 6.5, 6.7).
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